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問題 1. a/bを超えない最大の整数を qとすると q ≤ a/b < q + 1. 従って r := a− qbとお
くと 0 ≤ r < b. また a = qb+ r = q′b+ r′, 0 ≤ r, r′ < b だとすると |q − q′|b = |r − r′|. も
し q ̸= q′なら |r − r′| ≥ bとなるが、0 ≤ r, r′ < bより |r − r′| < bだから矛盾。

問題 2. a, b ∈ nZは a = pn, b = qn (p, q ∈ Z)と書ける。よって a + b = (p + q)nだから
a+ b ∈ nZ. また r ∈ Zについて ra = (rp)nだから ra ∈ nZ.

問題 3. Iを Zのイデアルとする。I = {0}はイデアルだが I = 0Zと書けるから n = 0と
して主張は正しい。そこで I ̸= {0}と仮定する。
0 ̸= a ∈ Iとする。−1 ∈ Zだから−a = (−1)a ∈ I. 従って Iは必ず正の整数を含む。そ
こで Iに含まれる正の整数のうち最小のものを n > 0とする。nZ ⊂ Iは直ちに従う。ま
た任意の a ∈ Iに対して a = qn+ r, 0 ≤ r < nと書くと、nの取り方から r = 0がわかる
ので a = qn ∈ nZとなり I = nZも分かる。
また n,m ≥ 0が nZ = mZを満たすとすると、n = qm, m = pn (p, q ∈ Z)と書ける。

n,m ≥ 0より p, q ≥ 0. また n = pqnとなるので p = q = 1が従う。つまり n = m.

問題 4.

(1) a, b ∈ I, r ∈ Zとする。a =
∑s

i=1 niai, b =
∑s

i=1miai (ni,mi ∈ Z) と書けて
a+ b =

∑s
i=1(ni +mi)aiより a+ b ∈ I. また ra =

∑s
i=1(rni)aiだから ra ∈ I. 従っ

て Iは Zのイデアル。

(2) I = dZとすると任意の i = 1, . . . , sに対して ai ∈ I だから d|ai. また e|ai (i =

1, . . . , s)と仮定し ai = pieと書く。d ∈ I だから d =
∑s

i=1 niai となる ni ∈ Z
(i = 1, . . . , s)が取れる。よって d =

∑s
i=1(nipi)eより e|d.

(3) d′ ≥ 0が定理 2の性質 (1), (2)を満たすと仮定する。d =
∑s

i=1 niaiと書くと性質 (1)

より d′|d. また d|aiと d′が性質 (2)を満たすことから d|d′. 特に d′ = pd, d = p′d′と
かける。よって d = pp′d. d = 0なら d′ = pd = 0. d ̸= 0なら pp′ = 1から d = d′.

問題 5. d := gcd(a1, . . . , as)とすると問題 4のイデアル I に対して I = dZ. よって d =

gcd(a1, . . . , as) = 1と仮定すると 1 = d ∈ I から 1 =
∑s

i=1 niai となる整数 ni が取
れる。逆にこの式を仮定すると、問題 4のイデアル I に対して 1 ∈ I が成り立つから、
d := gcd(a1, . . . , as)とけば 1 ∈ I = dZ. これから d = 1が分かる。

問題 6. d := gcd(a, b), e := gcd(b, a− qb)とおく。d|a, d|bより d|(a− qb)なので d|e. また
a = (a− qb) + qbと e|(a− qb), e|qbより e|a. よって e|d. dと eは非負整数だから d = e.

問題 7. d := gcd(a1, . . . , as), e := gcd(a1, gcd(a2, . . . , as))とする。d|ai (i = 2, . . . , s)よ
り d| gcd(a2, . . . , as). また d|a1より d|e. 更に e| gcd(a2, . . . , as)と e|a1より e|aiが任意の
i = 1, . . . , sに対して成り立つ。よって e|dとなるから d = e.
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問題8. (1)正の整数r0 = aより小さな正の整数は有限個であり、ステップ (2)(b)でrl+1 < rl
となることから、有限回の手続きの後ステップ (2)(a)に必ず到達する。
(2) 最終的にステップ (2)(a)に到達した時点で得られている非負整数列を r0 = a > r1 =

b > r2 > · · · > rn > rn+1 = 0 と表すと、問題 6の主張から gcd(a, b) = gcd(r0, r1) =

gcd(r1, r2) = · · · = gcd(rn, rn+1) = gcd(rn, 0) = rn.

問題 9. I = {ax + by | x, y ∈ Z}とすると問題 4より I = dZ. すると「方程式 (⋆)の解が
存在する」⇐⇒ c ∈ I ⇐⇒ c ∈ dZ ⇐⇒ d|c.

問題10. (1)仮定からaxo+byo = c, ax+by = cなので、辺々引いてa(x−xo)+b(y−yo) = 0.

また gcd(a, b) = 1より ka + lb = 1となる k, l ∈ Zが取れる (問題 5)。よって (x − xo) =

(x− xo)(ka+ lb) = −kb(y − yo) + lb(x− xo)となるが、右辺は bで割れるので b|(x− xo).

同様に (y − yo) = ka(y − yo)− la(x− xo)から a|(y − yo)が分かる。
(2) (x, y)を方程式 (⋆)の整数解とする。設問 (1)から (x−xo) = bs, (y−yo) = atと書け
る。仮定から a, b > 0に注意すると再び設問 (1)より 0 = a(x−xo)+ b(y− yo) = abs+ bat

となるから s+ t = 0. よって x = xo + bs, y = yo − asと書ける。逆にこのような x, y ∈ Z
が与えられれば ax+ by = axo + byo + abs− bas = cとなるので (x, y)は (⋆)の整数解。

問題 11. 各Qi は

(
q 1

1 0

)
の形の行列 (但し q ∈ Z)なので、整数成分の逆行列

(
0 1

1 −q

)
を持つ。従ってQも逆行列を持ちQ−1 = Q−1

n · · ·Q−1
1 の各成分も整数。またQi達の定義

からQ−1

(
a

b

)
=

(
1

0

)
なので、これと (c, 0)の積をとると

c = (c, 0)

(
1

0

)
= (c, 0)Q−1

(
a

b

)
= (xo, yo)

(
a

b

)
= axo + byo

となり、(xo, yo)は方程式 (⋆)の整数解であることが分かる。

問題12. s ∈ Zを任意として (1) x = −7+3s, y = 21−8s. (2) x = −17+35s, y = 35−72s.

問題 13. (1) f = 0または g = 0のときは fg = 0より与式は−∞ = −∞で成り立つ。
f, g ̸= 0のときはm := deg(f), n := deg(g)とおけば f = amx

m + am−1x
m−1 + · · · ,

g = bnx
n + bn−1x

m−1 + · · · (am, bn ̸= 0) と書けて、fgの最項次数の項は ambnx
m+nだか

ら deg(fg) = n+m となる.

(2) fg ̸= 0なら同様に am, bnを置き d := max{m,n}とする。deg(f + g) ≤ dとなるから
与式が成り立つ. f = 0ならば f + g = gから明らか。g = 0も同様。
(3) fg = 0ならば (1)より deg(f) + deg(g) = −∞. ここでもし f , g両方とも 0でないと
すると左辺は 0以上であり矛盾する。

問題 14. deg(f) ≥ deg(g)と仮定する。m := deg(f), n := deg(g)とおけば L(f) = amx
m,

L(g) = bnx
n (am, bn ̸= 0) と書ける。c := am/bnとおくとm ≥ nより q := cxm−nは 0で

ない多項式であり qL(g) = L(f). 逆に L(f) = qL(g)となる多項式 q ̸= 0が存在するな
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ら、問題 13 (1)より deg(f) = deg(L(f)) = deg(q)+ deg(L(g)) = deg(q)+ deg(g). ここで
q ̸= 0だから右辺は deg(g) 以上である。

問題 15. 0 ≤ deg(g) ≤ deg(f)と仮定しL(f) = qL(g)となる q ̸= 0をとる。f = L(f)+ f ′,

g = L(g) + g′ と書くと f ′, g′ は多項式で deg(f ′) < deg(f), deg(g′) < deg(g). 従って
r = f − qg = L(f) + f ′ − qL(g)− qg′ = f ′ − qg′. ここで deg(f ′) ≤ deg(f)− 1, deg(qg′) =

deg(q) + deg(g′) ≤ deg(q) + deg(g)− 1 = deg(f)− 1 だから deg(r) ≤ deg(f)− 1.

問題 16. 問題 15より各ステップで得られる多項式 rl+1 について deg(f) > deg(rl) >

deg(rl+1). よって数回後に deg(g) ≥ 0より小さな次数の多項式が現れることになり、手続
きは終了する。終了時の多項式の列を r0, r1, . . . , rn, rn+1とすると、r0 = f かつ

deg(f) = deg(r0) > deg(r1) > · · · > deg(rn) ≥ deg(g) > deg(rn+1).

また各 l = 0, . . . , nについて多項式 ql ̸= 0があってL(rl) = qlL(g), rl+1 = rl − qlg. よって

f = r0 = r1 + q0g = r2 + q1g + q0g

= · · ·
= rn + qn−1g + · · ·+ q0g

= rn+1 + qng + qn−1g + · · ·+ q0g.

よって q := q0 + · · ·+ qn, r := rn+1とすれば f = qg + r, deg(r) < deg(g).

問題 17. f = q1g + r1 = q2g + r2, deg(ri) < deg(g) だとする。特に deg(r2 − r1) =

deg(q1 − q2) + deg(g). もし q1 ̸= q2なら deg(q1 − q2) + deg(g) ≥ deg(g)だが、一方仮定か
ら deg(r2 − r1) < deg(g)だから矛盾。よって q1 = q2でありそれから r1 = r2も従う。

問題 18. (1) q = x8 + x5 + x2 − 2, r = x2 − 1. (2) q = 2ix2 − x+1− 2i, r = 5x− 4+ 2i.

問題 19. g, h ∈ ⟨ f ⟩, p ∈ C[x]とする。g = qf , h = rf となる q, r ∈ C[x]が取れる。
g + h = (q + r)f だから g + h ∈ ⟨ f ⟩. また pg = (pq)f より pg ∈ ⟨ f ⟩.

問題 20. I ⊂ C[x]をイデアルとする。I = {0}の時は明らか。そこで I ̸= {0}とする。
f を Iに含まれる 0でない多項式のうち次数が最小のものとする。f ∈ Iであり Iがイ
デアルだから任意の h ∈ C[x]に対して hf ∈ I. よって ⟨ f ⟩ ⊂ I. 次に任意の g ∈ I を f

で割り g = qf + r, q, r ∈ C[x], deg(r) < deg(f)とする。このとき qf ∈ ⟨ f ⟩ ⊂ I だから
r = g− qf ∈ I. もし r ̸= 0とすると 0 ≤ deg(r) < deg(f)となり、f の取り方と矛盾する。
従って r = 0. 特に g = qf ∈ ⟨ f ⟩。以上より I = ⟨ f ⟩.
また ⟨ f ⟩ = {0}ならば 0 = 1 ·fより f = 0. そこで ⟨ f ⟩ ̸= {0}として ⟨ f ⟩ = ⟨ g ⟩と仮定
する。f = pg, g = qf となる多項式 p, qが取れるので f = pqf . 問題 13 (3)より f = 0ま
たは pq = 1. ⟨ f ⟩ ̸= {0}と仮定しているから pq = 1. 問題 13 (1)より deg(p)+deg(q) = 0.

つまり deg(p) = deg(q) = 0となるから p, qは 0でない複素数。従って gは f の複素数倍。

問題 21. (1) 問題 4(1)と同様なので省略。
(2) 設問 (1)と問題 20により I = ⟨ f ⟩となる多項式 f ∈ I が存在する。fi ∈ I = ⟨ f ⟩
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(i = 1, . . . , s)より fi = pif と書ける。つまり fiは f で割れる。また g ∈ C[x]が fi (i =

1, . . . , s)を割るとすると fi = qigと書ける。また f ∈ I だから f =
∑s

i=1 hifi とすると
f = (h1q1 + · · ·+ hsqs)g となるから f は gで割れる.

(3) 多項式 gが定理 4の条件 (1), (2)を満たすとし、I = ⟨ f ⟩となる f を取る。このとき f

も gも定理 4の条件 (1), (2)を満たしている。従って fは gで割れ、gは fで割れる。従っ
て I = ⟨ f ⟩ = ⟨ g ⟩.
(4) まず fiのうちどれかは 0ではないから I ̸= {0}. I = ⟨ f ⟩となる f を取ると f ̸= 0で
f は設問 (2)から定理 4の条件 (1), (2)を満たす。そこで f = a0 + · · · + amx

m, am ̸= 0

(deg(f) = m) 書ける。g := f/amとおくと gは定理 4の三つの条件を満たす。
また hが定理 4の三つの条件を満たすと仮定する。このとき設問 (3)より I = ⟨ g ⟩ = ⟨h ⟩
が成り立つ。よって問題 20より h = cgとなる 0でない複素数 cが存在する。ところが g

と hの最高次数の項の係数は 1であるから c = 1である.

問題 22. f := gcd(f1, . . . , fs)とすると問題 21のC[x]のイデアル Iは ⟨ f ⟩と等しい。従っ
て特に gcd(f1, . . . , fs) = 1ならば 1 ∈ I だから 1 = m1f1 + · · · + msfsとなる多項式mi

が存在する。一方このようなmi が存在するなら 1 ∈ I. f := gcd(f1, . . . , fs)とおくと
1 ∈ ⟨ f ⟩ = Iとなるから 1 = pf となる多項式 pが存在する。deg(p) + deg(f) = 0となる
から pも f も定数。f の最高次数の項の係数は 1だから f = 1.

問題 23. (1) p := gcd(f, g), r := gcd(g, f − qg)とすると f = ps, g = ptとなる多項式 s, t

が存在するが、f − qg = (s− qt)pより pは gと f − qg両方を割る。従って pは rを割る。
また g = rs′, f − qg = rt′となる多項式 s′, t′を取ると f = qg + rt′ = (qs′ + t′)rより rは
f, gを割る。従って rは pを割る。
よって r = ap, p = brとなる多項式 a, bがある。このとき p(ab− 1) = 0だから p = 0また
は ab = 1. ところが g ̸= 0だから p ̸= 0. よって ab = 1. 次数計算により a, bは共に定数。
しかし r, pの最高次数の係数が 1だから a = b = 1. よって r = pである。
(2) f := gcd(f1, . . . , fs), h := gcd(f2, . . . , fs), g := gcd(f1, h)とおく。このとき f は f1を
割る。また f2, . . . , fsも fで割れるから hは fで割れる。よって gは fで割れる。また gは
f1を割る。更に hは gで割れる。そこで fi = pihとおくと分かるように fi (i = 2, . . . , s)

は gで割れる。よって f は gで割れる。あとは (1)と同様で f = gが分かる。

問題 24. 問題 23より gcd(f, g) = gcd(r1, r2) = gcd(r2, r3) = · · · = gcd(rn, rn+1) となる。
ここで rn+1 = 0である。従って一般に r ̸= 0に対して gcd(r, 0) = crとなる複素数 cが存
在することを示せば良い。ところが s := gcd(r, 0)とおくと sは rを割る。そこで r = as

(a は多項式)と書くと、rは r自身を割り更に 0も割る (0 = 0 · r). よって rは sを割る。
あとは問題 23と同様の議論で sが rの複素数倍だと分かる。

問題 25.

(1) gcd(f, g) = x− 1 (2) gcd(f, g) = x+ 2i
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