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問題 1. nを 3以上の整数とし、n次正方行列A = (aij)
n
i,j=1を

aij :=


2 i = jのとき

−1 i− j − 1が nで割り切れるとき

−1 i− j + 1が nで割り切れるとき

0 それら以外

で定める。例えば n = 3なら

A =

 2 −1 −1

−1 2 −1

−1 −1 2


となる。一般の nについてAの階数を求めよ。

解答：一般の nについてはAは下記のようになる。n行目に 1行目から (n− 1)行目ま
でを加える基本変形を施すと零ベクトルになる（特に rank(A) ≤ n− 1が分かる）。この
変形の後の左上ブロックの (n− 1)次正方行列をBn−1とおく。

A =



2 −1 0 · · · 0 −1

−1 2 −1 0 0
. . . . . . . . .

. . . . . . . . .

0 0 −1 2 −1

−1 0 · · · 0 −1 2


, Bn−1 :=


2 −1 0 · · · 0

−1 2 −1 0
. . . . . . . . .

−1 2 −1

0 0 −1 2

 .

1列目に関する余因子展開から det(Bn) = 2 det(Bn−1) − det(Bn−2)を得る。det(B1) = 2

及び det(B2) =

∣∣∣∣∣ 2 −1

−1 2

∣∣∣∣∣ = 3 から det(Bn) = n + 1 ̸= 0となる。よって Bnは正則で

rank(Bn) = n. 従って rank(A) = rank(Bn−1) = n− 1.

10点満点で採点しました。rankA ≤ n − 1が言えていれば 3点、rankA = n − 1が予
想できていれば 2点出しています。平均点は 2.0点でした。
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