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問題 1. y ̸= 0とし z := (⟨x, y ⟩/⟨ y, y ⟩)yとおく。⟨ z, z ⟩ = ⟨x, z ⟩ = |⟨x, y ⟩|2/⟨ y, y ⟩より

0 ≤ ⟨ x− z, x− z ⟩ = ⟨x, x ⟩ − |⟨x, y ⟩|2

⟨ y, y ⟩

となるから |⟨x, y ⟩|2 ≤ ⟨ x, x ⟩⟨ y, y ⟩となる。等号は上記の不等式で等号が成立するとき、
すなわち x = (⟨x, y ⟩/⟨ y, y ⟩)yのとき成り立つ。

問題 2. (N1)と (N2)はそれぞれ内積の性質 (I1)、(I2)と (I4)から従う。また ∥x + y∥2 =

∥x∥2 +2Re(⟨x, y ⟩) + ∥y∥2となるが、これにCauchy-Schwarzの不等式 (問題 1)を適用す
ると (N3)が分かる。

問題 3. 距離の性質のうち (M1)と (M2)は (N1)と (N2)から従う。また (M3)はノルムの
性質 (N3)と x− z = (x− y) + (y − z) から分かる。

問題 4.

(1) 条件 (M1)はノルムの条件 (N1)と dの定義から、また (M2)はノルムの性質 (N2)か

ら従う。また一般に非負実数 a, b, cが a ≤ b + cを満たせば
a

1 + a
≤ b

1 + b
+

c

1 + c
が成り立つから (M3)が成り立つ。

(2) d(x, y) = N(x−y)となるノルムNが存在したと仮定する。このとき N(x) = d(x, 0)

である。任意の 0 ̸= c ∈ F (F は R または C を表す) と 0 ̸= x ∈ V に対して
N(cx) = |c|N(x)となり、従って |c| ∥x∥ = ∥x∥が成り立つ。x ̸= 0より ∥x∥ ̸= 0だ
から |c| = 1。これが任意の c ∈ Fに対して成り立つことになり矛盾。

問題 5. (M1)と (M2)は明らか。d(x, z) = 1のとき x ̸= zであるが、このときどのような
yを取っても d(x, y) = 1または d(y, z) = 1が成り立つから (M3)が成り立つ。

問題 6. (M1) と (M2)は明らか。また

d(x, z) ≤ max{d(x, y), d(y, z)}

が任意の x, y, z ∈ XN に対して成り立てば、右辺は d(x, y) + d(y, z)以下であるから (M3)

が従う。そこで上の不等式を示す。
x, y, z ∈ XNとする。x ̸= z, y ̸= x, y ̸= zと仮定してよい。すると

d(x, z) = 1/k, d(x, y) = 1/l, d(y, z) = 1/m

となる k, l,m ∈ Z≥0がある。l ≤ mと仮定して l ≤ kを示せばよい。l ≤ m より,

x1 = y1, . . . , xl−1 = yl−1, xl ̸= yl,

y1 = z1, . . . , yl−1 = zl−1, . . . , ym−1 = zm−1, ym ̸= zm

となっている。従って i = 1, . . . , l−1に対してはxi = ziが成り立つ。よって d(x, z) = 1/k

より l ≤ kとなる。
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問題 7.

(1) Euclidノルムは定義 2の意味でノルムだから ∥x∥ ≥ 0。∥x∥ = 0とするとAx = 0だ
が、Aが可逆だから x = 0となり (N1)が成り立つ。|A(cx)| = |cAx| = |c| |Ax|より
(N2)も成り立つ。(N3)は |A(x+ y)| = |Ax+ Ay| ≤ |Ax|+ |Ay|より従う。

(2) 任意の i = 1, . . . , nに対して 0 ≤ |xi| ≤ ∥x∥である。よって ∥x∥ ≥ 0であり、∥x∥ = 0

なら全ての iについて xi = 0だから (N1)が分かる。また c ∈ Rなら |cxi| = |c| |xi|
より (N2)が成り立つ。|xi + yi| ≤ |xi|+ |yi| ≤ ∥x∥+ ∥y∥ より (N3)が従う。

(3) (N1)と (N2)は前問と同様。(N3)は実数の絶対値についての同様の不等式から従う。

問題 8. 問題 3よりユークリッド内積が定義 1の意味で内積であることを示せばよい。(I1)

の等号成立条件のみ示す。⟨ ·, · ⟩をRnのEuclid内積とし x ∈ Rnが ⟨x, x ⟩ = 0を満たすな
ら、0 ≤ x2

i ≤ ⟨ x, x ⟩より任意の iに対して xi = 0となるので x = 0である。

問題 9.

(1) a ∈ Rnとする。a ∈ Rn \ Aであるためには、任意のε > 0に対してU(a; ε)∩(Rn\A) ̸=
∅ となることが必要十分。これは任意の ε > 0に対して U(a; ε) ̸⊂ A となることと
同値。最後の条件は a ̸∈ Aoと同値である。

(2) a ∈ Rnとする。a ∈ Rn \ Aであるためには, ある δ > 0が存在して U(a; δ) ∩ A = ∅
となることが必要十分。これはある δ > 0が存在して U(a; δ) ⊂ Rn \ Aとなること
と同値。最後の条件は a ∈ (Rn \ A)oと同値である。

問題 10.

(1) 任意の ε > 0とa ∈ Rnに対してU(a; ε) ⊂ RnだからRn ⊂ (Rn)oとなる。(Rn)o ⊂ Rn

は定義より明らかだから等号が成り立つ。

同様に Rn ⊂ Rnは明らか。任意の a ∈ Rnと任意の ε > 0に対して U(a; ε) ∩ Rn =

U(a; ε) ̸= ∅よりRn = Rn となる。

もし ∅ ̸= ∅ならある a ∈ ∅ が取れる。定義から任意の ε > 0に対してU(a; ε)∩∅ ̸= ∅
となり矛盾。よって ∅ = ∅。

同様に ∅o ̸= ∅ならある a ∈ ∅oが取れる。しかし定義から、ある δ > 0が存在して
U(a; δ) ⊂ ∅となり矛盾。

(2) a ∈ Aoならある δ > 0が存在し U(a; δ) ⊂ Aなので a ∈ A、つまりAo ⊂ Aである。
また a ∈ Aなら任意の ε > 0について a ∈ U(a; ε) ∩ A ̸= ∅、つまりA ⊂ Aである。

(3) a ∈ Aoなら U(a; δ) ⊂ Aとなる δ > 0が取れるが、A ⊂ Bより U(a; δ) ⊂ Bだから
a ∈ Boとなる。よってAo ⊂ Boが成立。次に a ∈ Aとすると、任意の ε > 0に対し
て ∅ ≠ U(a; ε) ∩ A ⊂ U(a; ε) ∩B だから a ∈ BとなりA ⊂ Bがわかる。
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(4) 問題 (2)より (Ao)o ⊂ Aoが従う。逆の包含関係を示すため任意に a ∈ Aoを取る。
ある δ > 0が存在して U(a; δ) ⊂ Aとなる。U(a; δ) ⊂ Ao を言えばよい。任意の
b ∈ U(a; δ)を取って µ := δ − |a− b|とする。µ > 0でありU(b;µ) ⊂ U(a; δ)だから
U(b;µ) ⊂ A、つまり b ∈ Aoとなる。bは任意だったので U(a; δ) ⊂ Aoが成り立つ。

次に問題 (2)よりA ⊂ Aが従う。またa ∈ Aとすると、任意の ε > 0に対しU(a; ε) ∩
A ̸= ∅となる。b ∈ U(a; ε) ∩ Aとする。このとき任意のµ > 0に対してU(b;µ) ∩ A ̸=
∅である。そこで µ := ε − |b − a|と取ると µ > 0であり U(b;µ) ⊂ U(a; ε)だから
U(a; ε) ∩ A ̸= ∅、つまりA = Aが分かる。

(5) A ∩ B ⊂ Aだから問題 (3)より (A ∩ B)o ⊂ Aoとなる。同様に (A ∩ B)o ⊂ Boと
なり (A ∩ B)o ⊂ Ao ∩ Boが従う。逆に任意に a ∈ Ao ∩ Boを取る。U(a; δ1) ⊂ A

及び U(a; δ2) ⊂ B となる δ1 > 0と δ2 > 0が取れる。δ := min{δ1, δ2}とすると
U(a; δ) ⊂ A ∩Bとなる。よって a ∈ (A ∩B)o。

次に A ⊂ A ∪ Bだから問題 (2)から A ⊂ A ∪Bとなり、A ∪ B ⊂ A ∪Bが従う。
逆を示すため任意に a ∈ A ∪B \ Aを取る。a ∈ B を言えばよい。a ̸∈ Aよりあ
る δ > 0が存在して U(a; δ) ∩ A = ∅だが、a ∈ A ∪Bより任意の ε > 0に対して
U(a; ε) ∩ (A ∪B) ̸= ∅となる。従って U(a; ε) ∩B ̸= ∅、つまり a ∈ Bが成り立つ。

問題 11. a ∈ Aとすると、任意の正の整数 nに対して U(a; 1/n) ∩ A ̸= ∅となるので
xn ∈ U(a; 1/n) ∩ Aを取ることが出来る。点列 {xn}はA内にあり、また |a − xn| < 1/n

より limn→∞ xn = aを満たす。
逆に点 a ∈ Rnに対してA内の点列 {xn}で aに収束するものが存在すると仮定する。任
意の ε > 0に対しある自然数N で n ≥ N なら |xn − a| < εとなるものが存在する。特に
xN ∈ U(a; ε) ∩ A ̸= ∅だから a ∈ Aである。

問題 12. (1) =⇒ (2) a ∈ Rn \ A とする. このとき a ̸∈ A = Aだから、ある δ > 0が存在
して U(a; δ) ∩ A = ∅となる。特に U(a; δ) ⊂ Rn \ AだからRn \ Aは開集合。
(2) =⇒ (3) A内の点列 {xn}が a ∈ Rn に収束するとする。a ∈ Rn \ Aと仮定する
と、Rn \ Aは開集合だから、ある δ > 0が存在し U(a; δ) ⊂ Rn \ Aとなる。ところが
limn→∞ xn = aだから n ≥ N ならば xn ∈ U(a; δ)となる自然数 N が取れる。これは
xN ∈ Aに矛盾である.

(3) =⇒ (1) a ∈ Aとする。問題 11より a に収束するA内の点列 {xn}を取ることが出
来るが、仮定から a ∈ Aとなる。よってA ⊂ Aとなり、結論を得る。
最後の主張は (1) ⇐⇒ (2)とA = Rn \ (Rn \ A)から従う。

問題 13.

(1) 問題 10の (1)より従う。

(2) a ∈ U ∩ V とする。U と V が開集合だから δ1 > 0と δ2 > 0でそれぞれU(a; δ1) ⊂ U

及び U(a; δ2) ⊂ V をみたすものが取れる。δ := min{δ1, δ2}とすると δ > 0であり
U(a; δ) ⊂ U ∩ V となる。よって U ∩ V は開集合。
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(3) a ∈
∪

λ∈Λ Uλとすると、ある λo ∈ Λが存在して a ∈ Uλo となる。Uλo は開集合だか
ら、ある δ > 0でU(a; δ) ⊂ Uλoとなるものが存在する。このときU(a; δo) ⊂

∪
λ∈Λ Uλ

だから
∪

λ∈Λ Uλは開集合。

問題 14.

(1) 問題 10の (1)より従う。

(2) F とGが閉集合ならば、問題 12の (1) ⇐⇒ (2)よりF cとGcは開集合。よって問題
13の (2)より F c ∩Gc = (F ∪G)cは開集合。再び問題 12の (1) ⇐⇒ (2)より F ∪G

は閉集合である。

(3) 問題 12の (1) ⇐⇒ (2)より任意の λ ∈ Λに対して F c
λ は開集合。問題 13の (3)よ

り
(∩

λ∈Λ Fλ

)c
=

∪
λ∈Λ F

c
λ は開集合。再び問題 12の (1) ⇐⇒ (2)より

∩
λ∈Λ Fλは閉

集合。

問題 15. A ⊂ Rnとする。

(1) 問題 10の (4)より Ao = (Ao)oなので、定義から Aoは開集合。Oを Aに含まれる
開集合とし x ∈ Oとすると、定義から U(x; δ) ⊂ Oとなる δ > 0が取れる。特に
U(x; δ) ⊂ Aだから x ∈ Ao、つまりO ⊂ Aoとなる。

(2) 問題 10の (4)よりA = Aなので、定義からAは開集合。F がAを含む閉集合だと
し、x ∈ Aを任意に取る。すると任意の ε > 0に対して U(x; ε) ∩ A ̸= ∅である。
A ⊂ F より U(x; ε) ∩ F ̸= ∅となり、x ∈ F = F が分かる。つまりA ⊂ F である。

問題 16.

(1) 閉集合。任意の a ∈ Rn \Aに対し δ > 0を δ < min{|a− b| ; b ∈ A}となるように取
ると、U(a; δ) ⊂ Rn \ Aとなる。よってRn \ Aは開集合。

(2) 閉集合。{xn} ⊂ Aを収束列とし b := limn→∞ xnとすると、a ≤ xn より a ≤ b。つ
まり b ∈ Aである。

(3) 閉集合。A内の点列は {(xn, 0)}, |xn| ≤ 1とかけるので、それが収束するなら極限
(x, 0)は |x| ≤ 1を満たす。

(4) 閉集合。A = {0}となり 1点集合なので ((1)より)閉集合。実際、0 ∈ Aは明らかだ
が、x ∈ A とすると, 任意の kに対して |x| < 1/kなので x = 0。

(5) 開集合でも閉集合でもない。

A = {x ∈ Rn | 0 < |x| ≤ 1}となる。実際、Uk := U(0; 1/k)及び B := {x ∈ Rn |
|x| ≤ 1}とすると、Fk = B \ UkよりA = B \

∩∞
k=1 Uk = B \ {0}となる。

|x| = 1となるx ∈ Aをとるとx ̸∈ AoだからAは開集合ではない。またxn := (1/n, 0)

とおくと、{xn}はA内の点列だが 0 ̸∈ Aに収束する。よってAは閉集合ではない。
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(6) 閉集合。

an = (xn, yn)を A内の点列で a = (x, y)に収束するものとする。an ∈ Aだから
yn = f(xn)であり、limn→∞ an = aより limn→∞ xn = xとなる。0 ≤ xn ≤ 1よ
り 0 ≤ x ≤ 1であり、関数 f は連続だから limn→∞ f(xn) = f(x)となる。よって
y = f(x)だから a = (x, f(x)) ∈ A。

(7) 開集合でも閉集合でもない。

xn := 1/(π/2 + 2nπ)とおく。(xn, sin(1/xn)) ∈ Aであり、また limn→∞ xn = 0と
sin(1/xn) = 1よりこの点列の極限は (0, 1)となる。収束先がAに含まれないので、A
は閉集合ではない。また (−ε/2, 0) ∈ U((0, 0); ε)∩Acだから、Aは開集合でもない。

問題 17.

(1) Aが開集合のときRn \Aは閉集合。するとRn \ A = Rn \Aなので ∂A = A ∩ (Rn \
A) = A \ A となる。

(2) Aが閉集合だからA = A。また (Rn \ A) = Rn \Aoだから ∂A = A∩ (Ao)c = A\Ao。

(3) A := {(r, s) ∈ R2 | r, s は有理数 }とする。

このとき任意の (x, y) ∈ R2に対してA内の点列 (rn, sn)で (x, y)に収束するものが
取れるので、A = R2である。

また任意の a = (r, s) ∈ Aと任意の ε > 0に対して U(a; ε) ∩ (R2 \ A) ̸= ∅だから
Ao = ∅。

以上より ∂A = A ∩ (Ao)c = R2 となる。一方、A \ A = Ac = {(x, y) ∈ R2 |
xと yのどちらかは無理数 } 及びA \ Ao = Aから。∂A ̸= A \ A かつ ∂A ̸= A \ Ao

である。

問題 18.

(1) 任意の b ∈ U(a; ε)をとる。µ := ε− |b− a|とすると µ > 0であり U(b;µ) ⊂ U(a; ε)

となる。よって U(a; ε)は開集合。

(2) 任意の a ∈ X と ε > 0をとる。b ∈ X \ U(a; ε)とする。任意の x ∈ U(b; ε/2)をと
る。もし d(a, x) ≤ d(x, b)なら

ε ≤ d(a, b) ≤ max{d(a, x), d(x, b)} = d(x, b) < ε/2

となり矛盾。従って d(a, x) > d(x, b)である。このとき更に

ε ≤ d(a, b) ≤ max{d(a, x), d(x, b)} = d(a, x)

となるからx ∈ X\U(a; ε)である。つまりU(b; ε/2) ⊂ X\U(a; ε)となり、X\U(a; ε)

は開集合だと分かる。
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問題 19. まず問題の等式を示す。x, y ∈ V に対し

∥x+ y∥2 = ∥x∥2 + 2Re(⟨x, y ⟩) + ∥y∥2, ∥x− y∥2 = ∥x∥2 − 2Re(⟨ x, y ⟩) + ∥y∥2

が成り立つから、二つの式を足せば問題の式が得られる。
次に V = R2において幾何学的な意味を説明する。問題の等式は、次の平面幾何学にお
ける「中線定理」と同値である:

平面上の三角形△ABCについて、辺BCの中点をMとするとき、

(AB)2 + (AC)2 = 2
(
(AM)2 + (BM)2

)
.

この定理と問題の式とが同値であることを示すため、Aが原点 O ∈ R2 であるとし、
x :=

−−→
AM及び y :=

−−→
BMとおく。このとき

−→
AC = x+ y及び

−→
AB = x− yから

(AB)2 + (AC)2 = ∥x+ y∥2 + ∥x− y∥2, (AM)2 + (BM)2 = ∥x∥2 + ∥y∥2

となる。これからR2における問題の等式と上記の中線定理は同値だと分かる。

問題 20. (1)–(3)では前問の中線定理を使う。

(1) n = 1なら内積から定義され、n ≥ 2なら内積からは定義されない。

実際、n = 1のときは∥x∥ = |x|だから∥x∥はEuclid内積から定義されている。n ≥ 2

のとき x := (1, 0, 0, . . . , 0)及び y := (0, 1, 0, . . . , 0)とすると、∥x∥ = ∥y∥ = 1及び
∥x+ y∥ = ∥x− y∥ = 2だから中線定理が成り立たない。

(2) n = 1なら内積から定義され、n ≥ 2ならそうではない。

n ≥ 2のとき x := (1, 0, 0, . . . , 0)及び y := (0, 1, 0, . . . , 0)とすると、∥x∥ = ∥y∥ =

∥x+ y∥ = ∥x− y∥ = 1 であるため中線定理が満たされない。

(3) 内積から定義されるノルムではない。

条件 (N1), (N2)は定義から直接従う。任意の f, g ∈ C([0, 1])R及び任意の x ∈ [0, 1]

に対して |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| ≤ ∥f∥+ ∥g∥より条件 (N3)が成り立つ。

また f(x) = 1, g(x) = xとすると、∥f∥ = ∥g∥ = 1, ∥f + g∥ = 2, ∥f − g∥ = 1より
中線定理が成り立たない。

(4) 内積から定義されるノルムである。実際

⟨ f, g ⟩ :=
∫ 1

0

f(x)g(x) dx, f, g ∈ C([0, 1])R

が内積であることを示せばよい。内積の条件 (I2), (I3), (I4)は上記の定義から従う。
また条件 (I1)の等号成立条件は f が連続関数であることから従う。
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