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問題 1.

(1) 線形写像 f : V → W について、f が単射であることと f−1(0) = {0}であることが
同値であることを示せ。

(2) Xと Y を線形空間 V の部分空間とする。和空間

X + Y := {x+ y ∈ V | x ∈ X, y ∈ Y }

の次元が以下の式で与えられることを示せ。

dim(X + Y ) = dimX + dimY − dim(X ∩ Y )

(1) f は線形写像なので f(0) = 0である。f が単射なら、f(v) = 0となる v ∈ V は
f(0) = f(v)より v = 0でなければならない。つまり f−1(0) = {0}である。

逆にf−1(0) = {0}を仮定し、v1, v2 ∈ V がf(v1) = f(v2)を満たすとする。fは線形写
像なので f(v1−v2) = f(v1)−f(v2)。よって f(v1−v2) = 0で、仮定から v1−v2 = 0。
よって f は単射である。

(2) X ∩ Y の基底B := {v1, . . . , vl}をとる。X ∩ Y はX の部分空間なので、Bを含む
Xの基底BX = {v1, . . . , vl, x1, . . . , xm}を取ることができる。同様にBを含む Y の
基底 {v1, . . . , vl, y1, . . . , yn}が取れる。

B+ := {v1, . . . , vl, x1, . . . , xm, y1, . . . , yn} が X + Y の基底であることを示せれば、
dimX = l+m, dimY = l+ n, dim(X ∩ Y ) = l および dim(X + Y ) = l+m+ nか
ら示すべき式が得られる。

B+がX + Y を生成することは、Xと Y の基底を含むことから直ちに従う。

もしB+が線形独立でなければ、ある v =
∑

aivi ∈ X∩Y とx =
∑

bixi ∈ X および
y =

∑
ciyi ∈ Y があって、(v, x, y) ̸= (0, 0, 0)かつ v+ x+ y = 0となる。v+ x ∈ X

と y ∈ Y および v + x = −yより y ∈ X ∩ Y。しかし yiたちはX ∩ Y の基底Bに含
まれないので y = 0となるしかない。すると v + x = 0で、BXが基底であることか
ら v = x = 0となり (v, x, y) ̸= (0, 0, 0)と矛盾。よってB+は線形独立。
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