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解答 (1 変数関数の連続性)

問題 1. 区間 I ⊂ Rの有界性で場合分けする。結論を先に書くと

(1) Iが上に有界かつ下に有界のとき。a := inf{t | t ∈ I}及び b := sup{t | t ∈ I}として
(a) a, b ∈ Iなら I = [a, b]。 (b) a ∈ Iかつ b ̸∈ Iなら I = [a, b)。
(c) a ̸∈ Iかつ b ∈ Iなら I = (a, b]。 (d) a, b ̸∈ I なら I = (a, b)。

(2) Iが上に有界だが下に有界でないとき。b := sup{t | t ∈ I}として
(a) b ∈ I なら I = (−∞, b]。 (b) b ̸∈ I なら I = (−∞, b)。

(3) I は下に有界だが上に有界でないとき。a := inf{t | t ∈ I} とおくと
(a) a ∈ Iなら I = [a,∞)。 (b) a ̸∈ Iなら I = (a,∞)。

(4) Iが上にも下にも有界でないときは I = (−∞,∞) = R。

証明は同様なので以下 (2)の場合のみ示す。
仮定から I ⊂ (−∞, b]。c < bとなる任意の c ∈ Rをとる。Iが下に有界でないので t0 < c

となる t0 ∈ Iが存在する。また bは Iの上限なので、ある t1 ∈ Iが存在して c < t1。Iは
区間であるから c ∈ I。よって (−∞, b) ⊂ I となる。
従って b ∈ Iならば I = (−∞, b]であり、b ̸∈ Iならば I = (−∞, b)となる。

問題2.任意の ε > 0に対しある δ > 0があって、x ∈ Iかつ |x−a| < δなら |f(x)−b| < ε/2

かつ |f(x)− b′| < ε/2となる。すると |b− b′| ≤ |b− f(x)|+ |f(x)− b′| < ε となり、ε > 0

は任意たったから b = b′となる。

問題 3. それぞれ以下の不等式を満たす δを取ればよい。

(1) 0 < δ ≤ 19/100。 (2) 0 < δ ≤ 5/41。 (3) 0 < δ ≤ 1/98。

問題 4.

(1) limx→0 x
x = 1。

(2) 発散する。

(3) sin xの x = 0の周りでのTaylor展開から limx→0 f(x) = 1/6。

(4) −1 < x < 0のとき f(x) = x+ 1/2なので limx→0 f(x) = 1/2。

(5) limx→−0 f(x) = 1/2と limx→+0 f(x) = −1/2から極限値は無い。
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問題5.任意の ε > 0に対しある δ > 0があって、|x−a| < δかつx ∈ Iなら |f(x)−b| < ε。
またこの δ > 0に対しある自然数N があって、n ≥ N なら |xn − a| < δとなる。xn ∈ I

なので、n ≥ N のとき |f(xn)− b| < εが成り立つ。したがって limn→∞ f(xn) = b。

問題 6. 対偶を示す。f(x)が x ∈ I、x → aのとき b ∈ Rに収束しないと仮定する。ある
ε > 0 が存在し、どんな δ > 0に対しても xδ ∈ I で |xδ − a| < δかつ |f(xδ)− b| ≥ ε とな
るような xδが存在する。δ = 1/n (n = 1, 2, . . .) とし対応する xδを xn と書く。xn ∈ Iか
つ |xn − a| < 1/nだから、数列 {xn}は aに収束する。しかし |f(xn)− b| ≥ εより {f(xn)}
は bに収束しない。

問題 7. f(a) ̸= 0なので 0 < ε < |f(a)|なる εが取れる。この εに対しある δ > 0が
存在して、x ∈ I かつ |x − a| < δ なら ||f(x)| − |f(a)|| ≤ |f(x) − f(a)| < ε となる。
J := I ∩ (a− δ, a+ δ)とおけば、これは区間の共通部分なので（問題 1より）やはり区間
であり、任意の x ∈ J に対し 0 < |f(a)| − ε < |f(x)|より f(x) ̸= 0となる。

問題 8. n = 1, 2, . . .に対し xn = 1/2πnおよび yn = 1/(2πn+ π/2) とすれば limn→∞ xn =

limn→∞ yn = 0。ところが f(xn) = sin(2πn) = 0と f(yn) = sin(2πn + π/2) = 1から
limn→∞ f(xn) = 0 ̸= limn→∞ f(yn) = 1。これから主張が従う。

問題 9. f(x)/g(x)が x = aで連続であることのみ示す。g(a) > 0の場合に示せば十分。

c :=
1

2

g(a)2

g(a) + |f(a)|
> 0

とおく。0 < ε < min{g(a)/(2c), 2}となる任意の εをとると、ある δ > 0が存在し、x ∈ I

かつ |x − a| < δなら |f(x) − f(a)| < cεかつ |g(x) − g(a)| < cε。このとき g(a) − cε > 0

だから g(x) ̸= 0。よって x ∈ Iかつ |x− a| < δなら∣∣∣∣f(x)g(x)
− f(a)

g(a)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(x)g(a)− f(a)g(a) + f(a)g(a)− f(a)g(x)

g(a)g(x)

∣∣∣∣
≤ g(a)|f(x)− f(a)|+ |f(a)| |g(x)− g(a)|

g(a) (g(a)− cε)

< cε
g(a) + |f(a)|

g(a) (g(a)− cε)
=

ε

2

g(a)

g(a)− cε
≤ ε

となり f(x)/g(x)は x = aで連続である。

問題 10. g(y)が y = f(a)で連続だから、任意の ε > 0に対しある δ1 > 0が存在し、
|y − f(a)| < δ1 となる y ∈ J に対して |g(y)− g(f(a))| < εが成り立つ。また f(x)が
x = aで連続だから、この δ1に対しある δ > 0が存在して、x ∈ I かつ |x − a| < δなら
|f(x)− f(a)| < δ1となる。従って |x− a| < δなら |f(x)− f(a)| < δ1かつ f(x) ∈ J だか
ら、δ1の取り方から |g(f(x))− g(f(a))| < εが成り立つ。よって g ◦ f は x = aで連続。
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問題 11. 極限値 limx→a f(x)及び limx→b f(x) が存在することを示せば良い。limx→a f(x)

の存在のみ示す。
任意の ε > 0をとる。f(x)は (a, b)上で一様連続だから、x, y ∈ I が |x − y| < δを満
たせば |f(x) − f(y)| < ε/2となるような δ > 0を取れる。数列 {xn}を a < xn < bかつ
limn→∞ xn = aとなるものとする。このとき{xn}はCauchy列だから、ある自然数Nがあっ
て n,m ≥ Nならば |xn − xm| < δが成立する。すると n,m ≥ Nなら |f(xn)− f(xm)| < ε

となるので、数列 {f(xn)}は Cauchy列、即ち収束列である。そこで c := limn→∞ f(xn)

と定める。
limx→a f(x) = cを示せば良い。N を必要なら大きく取り直し、|f(xN)− c| < ε/2かつ

|xN − a| < δ/2だとして良い。x ∈ (a, b)かつ |x− a| < δ/2ならば、

|x− xN | ≤ |x− a|+ |a− xN | < δ

なので |f(x)− f(xN)| < ε/2となる。従って |x− a| < δ/2ならば

|f(x)− c| ≤ |f(x)− f(xN)|+ |f(xN)− c| < ε

となる。従って limx→a f(x) = cとなる。

問題 12. 任意に ε > 0を取る。f は b ∈ [0, 1]で連続であるから、x ∈ [0, 1]かつ |x− b| < δ

なら |f(x)− f(b)| < ε/2となる δ > 0が取れる。また仮定 limn→∞ fn(a) = bより、n ≥ N

ならば |fn(a)− b| < min{ε/2, δ} となる自然数N が取れる。
すると n ≥ N ならば、|fn(a)− b| < δより |fn+1(a)− f(b)| < ε/2となる。従って

|f(b)− b| ≤ |f(b)− fN+1(a)|+ |fN+1(a)− b| < ε

となる。ε > 0は任意だから f(b) = bである。

問題 13. f は [0, 1] 上の連続関数であるからM := supx∈[0,1] |f(x)| < +∞である。また
Weierstrassの多項式近似定理により、多項式の列 {pn}で f に [0, 1] 上で一様収束するも
のが取れる。
任意に ε > 0を取る。一葉収束性から、任意の x ∈ [0, 1]に対して |f(x)− pN(x)| < ε/M

となるよう自然数N が取れる。一方仮定から
∫ 1

0
pN(x)f(x) dx = 0である。従って∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)2 dx

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ 1

0

pN(x)f(x) dx

∣∣∣∣+ ∫ 1

0

|f(x)− pN(x)||f(x)| dx < ε

となる。εは任意に取っていたので、これは
∫ 1

0
f(x)2 dx = 0を意味する。

f(x)は [0, 1]上の連続関数なので、x 7→ f(x)2は [0, 1]上の非負連続関数を定める。これ
と f(x)2の [0, 1]での積分が 0であることから、全てのx ∈ [0, 1]で f(x)2 = 0即ち f(x) = 0

となる。
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