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命題 1 (例 1.2) ふるいの公式［sieve formula］（包除原理［the inclusion-exclusion

principle］）
A1, . . . , An：有限個の Xの部分集合
ド・モルガンの法則：X− (A1 ∪ · · · ∪An) = (X−A1) · · · (X−An)

= X− (A1 + · · ·+An) +
∑
i<j

Ai ∩Aj + · · ·+ (−1)nA1 · · ·An

より

A1 ∪ · · · ∪An = A1 + · · ·+An −
∑
i<j

Ai ∩Aj + · · ·+ (−1)n−1A1 · · ·An

定義 2 X上の関数 fは次の条件を満たすとき，simpleという。

(i) fは有限個の Xの部分集合の線形結合
(ii) 値域 f(X)は数の有限集合

命題 3 (演習 2) (i)と (ii)は同値である。

証明. (ii)⇒(i)

f(X) := {a1, . . . , an}

f(x) = ai ⇐⇒ x = f−1(ai) =: Ai （1 ⩽ i ⩽ n）
A1f+ · · ·+Anf = f

(i) ⇒ (ii)

f = Xf

X = R, f = idR のとき
idR = R idR ← 有限集合でない。。。？ ■

定義 4 (Def.1.3) X：集合
V：X上の実数値関数全体のなす実ベクトル空間
L：V の部分ベクトル空間
Lは linear lattice であるとは

f, g ∈ L =⇒ f∨ g, f∧ g ∈ L

が成り立つことをいう。ここで

(f∨ g)(x) := max{f(x), g(f)}, (f∧ g)(x) := min{f(x), g(f)} (x ∈ X)

と定める。
命題 5 次は同値。



(a) Lは linear lattice

(b) f ∈ L =⇒ |f| ∈ L，すなわち，Lは絶対値関数で閉じている

証明. (a)=⇒(b)

|f| =

{
f (f ⩾ 0)

−f (f < 0)
∈ L

(b)=⇒(a)

f, g ∈ L =⇒ |f|, |g| ∈ L

f∨ g =


f+ g+ |f− g|

2
= f (f ⩾ g)

f+ g+ |f− g|

2
= g (f < g)

∈ L

f∧ gも同様にして，f∧ g ∈ L。 ■

定義 6 Lの positive part L+ とは，次で定義される。

L+ := {f ∈ L ; f ⩾ 0}

命題 7 Lは L+ によって生成される。

証明. f = (0∨ f) + (0∧ f) = (0∨ f)

∋

L

− 0∨ (−f)

∋

L

■
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