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量子cohomology環
量子 cohomology環とは?

Gromov-Witten不変量を使って射影的多様体の cohomology環の環構
造を変形したものである. いわゆる cohomology理論ではなく, さらに
量子群, q-変形とは独立の理論である. (無関係というわけではない. )

今回の話は, Kontsevich-Maninの流儀 [10], [11], [12] (代数幾何的, 公理的)で行う.

他には, Ruan-Tian流 [16], [17] (symplectic幾何)もある. Gromov-Witten不変量
や量子 cohomology環の一般論・例を知るための参考文献としては [4], [6], [14], [18]

を挙げておく．

1 Gromov-Witten不変量
V をC上の射影的多様体とする.

Counting problem

β ∈ H2(V,Z), A1, . . . , AnをV 上のサイクル, g ∈ Z≥0とする. ただし, 2g+n−3 ≥
0をみたすものとする. このとき, 次のような条件を満たす (f ;C, x1, . . . , xn)の数
え上げを考えたい.

(1) Cは滑らかな代数曲線で種数 g(C) = g,

(2) x1, . . . , xn ∈ C, (xi 6= xj),

(3) f : C → V は正則写像,

(4) f∗([C]) = β, f(xi) ∈ Ai.
上で (f ;C, x1, . . . , xn)は f も (C;x1, . . . , xn)も共に動かして考えていることに注
意する.

これから線型写像
〈IVg,n,β〉 : H∗(V,Q)⊗n → Q

として (V の deformationで変らない)不変量を構成したい. この不変量は intersec-

tion theory の一般化になる. 特に g = 0, β = 0, n = 3のとき, 通常の intersection

numberに相当している. (β = 0ならば f の像は 1点にいく. そのため f の像は 3

つのサイクルの共通点となる. また n 6= 3のときは点付き曲線のmoduliに関する
情報が現れるため, intersection numberとは異なる量が出てくる. ) ナイーヴな見
方をするならば，Gromov-Witten不変量とは上の counting problemで考えている
#(f ;C, x1, . . . , xn)のことである．しかし，この量そのものはうまくコントロール
できるようなものになっていない．ここでの困難は交点数を定義する際に現れる状
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況と同じようなもので，例えばカウントした個数が無限大となっているときにど
う考えるべきか，サイクルの向きと符号の処理，重複度の定義，ホモロジー類に対
してのwell-definedness等が問題となる．そのため，#(f ;C, x1, . . . , xn)をmoduli

空間上の交点数として解釈することで問題点を回避するという方針を取る．
Mg,n(V, β)を (f ;C, x1, . . . , xn) のモジュライ空間とする. ここで, Cは滑らかな

代数曲線で種数が g(C) = g, f∗([C]) = β, x1, . . . , xn ∈ C (xi 6= xj)とする.

evi : Mg,n(V, β) → V

∈ ∈

(f ;C, x1, . . . xn) 7→ f(xi)

とすると,上述の counting problemは#(ev−1
1 (A1)∩· · ·∩ev−1

n (An))を求めることに
相当しているので，Mg,n(V, β)上でサイクル ev−1

1 (A1), . . . , ev−1
n (An)たちの交点数

として 〈IVg,n,β〉を定義するのが自然と思われる．しかし，そのためにはMg,n(V, β)

の自然なコンパクト化が必要になる．

stable mapのモジュライ空間

Mg,n(V, β)を (f ;C, x1, . . . , xn)のモジュライ空間とする. ここで, Cは被約連結
曲線で結節点（ODP）(局所的には xy = 0で表される特異点)以外には特異点を持
たないとする. x1, . . . , xn ∈ Cは互いに異なる非特異点とし, f∗[C] = βをみたすと
する.

C ′ ⊂ Cを既約成分とする. このとき stabilityの条件

f(C ′) = pt⇒ 2pa(C
′) + nC′ − 3 ≥ 0

をみたしているものを考える．ここで, nC′ は C ′上の special point(特異点または
marked point)の数である.

注意　 β 6= 0ならば 2g + n− 3 < 0でも定義可能.

定理 1.1 ([10], [2]). Mg,n(V, β)がC上 properな algebraic stackである．

この定理から，Mg,n(V, β)はその上で “Q上の intersection theory”が出来るよ
うな空間になっていることがわかる [19].

α1, . . . , αn ∈ H∗(V,Q)に対して
∫

Mg,n(V,β)

ev∗1(α1) ∧ · · · ∧ ev∗n(αn)

と定義することで不変量を考えたい. しかしこの定義では, V の変形に対して不変
ではない. そのために少し改良する.
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基本類 [Mg,n(V, β)] ∈ A∗(Mg,n(V, β))Qのかわりに, Ad(Mg,n(V, β))Q の virtual

fundamental class [Mg,n(V, β)]virtを用いる. ここでd = (1−g) dimV +

∫

β

c1(TV )+

3g − 3 + nである. Virtual fundamental class [Mg,n(V, β)]virt は [1], [13]で構成さ
れている．

Gromov-Witten不変量

定義 1.2 (Gromov-Witten invariant).

〈IVg,n,β〉(α1 ⊗ · · · ⊗ αn) =

∫

[Mg,n(V,β)]virt

ev∗1(α1) ∧ · · · ∧ ev∗n(αn).

より一般に gravitational Gromov-Witten invariantと呼ばれるものを定義する
ために

Mg,n+1(V, β) = X̃

π ↓ ↑ si
Mg,n(V, β) = X

を考えよう.

ここで, X̃は universal curveであり, πはn+ 1番目の点を忘れる写像, siはmarked

points に対応する sectionである. また line bundle Li := s∗i (Ω
1
X̃/X)と定める.

定義 1.3 (Gravitational Gromov-Witten invariant).

〈τd1α1 · · · τdnαn〉g,β =

∫

[Mg,n(V,β)]virt

c1(L1)d1 ∧ ev∗1(α1) ∧ · · · ∧ c1(Ln)dn ∧ ev∗n(αn).

2 量子cohomology環
量子 cohomology環は種数 g = 0の部分から来る情報をみている. 簡単
のため, H := Heven(V,C) で考える. (奇数次部分も含める場合は, 符号
についての問題が生じるため superspaceを用いることになる. )

Gromov-Witten potential

ωを complexified Kähler class, 即ち
√−1(Kähler cone) +H2(V,R) ⊂ H2(V,C)

の元とし, ∆0, . . . ,∆N をHの線形基底 (∆0は fundamental class), t0, . . . , tN をパ

ラメータ, t = t0∆0 + · · · + tN∆N とする. さらに gij =

∫

V

∆i ∧∆j, (g
ij) = (gij)

−1

とする.
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定義 2.1 (Gromov-Witten potential).

F V
ω (t) :=

∑
n≥3

∑

β∈H2(V,Z)

qβ
1

n!
〈IV0,n,β〉(t⊗n).

ここで, qβ = e2π
√−1

R
β ωである. これは t0, . . . , tN の形式的巾級数である.

WDVV 方程式

Gromov-Witten potentialは次の非線型微分方程式

∑

a,b

∂3F V
ω (t)

∂ti∂tj∂ta
gab

∂3F V
ω (t)

∂tk∂tl∂tb
=
∑

a,b

∂3F V
ω (t)

∂tj∂tk∂ta
gab

∂3F V
ω (t)

∂ti∂tl∂tb

をみたす．これは Gromov-Witten不変量の幾何学的性質からの帰結である．Stable

map (f ;C, x1, . . . , xn) ∈M0,n(V, β), n > 3, に対して，domain curve

(C;x1, . . . , x4)の stable化を対応させる．これにより

$ :M0,n(V, β)→M0,4
∼= P1

が定まる．BoundaryM0,4 \M0,4は 3点から成り，それぞれの $による引き戻し
が数値的に同値であることからWDVV方程式が導かれる．
Hの tangent bundle TH → H を考える. TH上の Dubrovin connection ∇Dub :=

∇を次のように定義する.

∇∂/∂ti

(
∂

∂tj

)
=
∑

k

Akij(t)
∂

∂tk
.

ここで, Aijk(t) :=
∂3F V

ω

∂ti∂tj∂tk
, Akij(t) :=

∑

l

Aijl(t)g
lkである.

WDVV方程式は∇の可積分性を意味し, quantum cohomology ring の associa-

tivityを保証する.

量子 cohomology環

THの fiberはH自身である. BaseのHを parameter space と考え, その fiberの
上に代数としての構造を考えることができる. 即ち H上のパラメータ tを動かす
につれて，fiber (TH)t ∼= H 上の環構造が動くように量子 cohomology環の量子積
∗ = ∗tを定義する．量子積 ∗は

∂

∂ti
∗ ∂

∂tj
:= ∇∂/∂ti

(
∂

∂tj

)

と定義される. このとき,
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• ∗t (t ∈ H)はH上の associative product の族である.

• ∂
∂t0
は単位元である.

• 2π
√−1

∫

β

ω → −∞ (β : effective)の極限で ∗ → ·となる. ここで ·は通常
の intersection productである.

• t = 0 での代数構造を small quantum cohomology ring という. (ここでは qβ

が変形のパラメータ)

Gromov-Witten invariant は Divisor Axiom

〈IVg,n,β〉(α1, . . . , αn) =

(∫

β

αn

)
〈IVg,n−1,β〉(α1, . . . , αn−1), for αn ∈ H2(V )

をみたす. そのため,

t0︸︷︷︸
fundamental class

, t1, . . . , tr︸ ︷︷ ︸
H2

, tr+1, . . . , tN︸ ︷︷ ︸
それ以外

t := t′ + t′′ t′ := t1∆1 + · · · + tr∆rとす

ると, Gromov-Witten potential は

F V
ω (t) =

∑
n≥3

1

n!
qβe

R
β t
′〈IV0,n,β〉((t′′)⊗n) = F V

ω+ 1
2π
√−1

t′(t
′′)

となる.

例 P1

H0, H2 = C[pt]であり, それぞれに対応するパラメータとして t0, t1をとる. こ
のとき, Gromov-Witten potential は

F P
1

ω (t) =
1

2
t20t1 +

∑
n≥3

tn1
n!

となる.

例 P2

H0, H2 = C[line], H4 = C[pt]であり, それぞれのパラメータとして t0, t1, t2をと
る. このときGromov-Witten potential は

F P
2

ω (t) =
1

2
(t0t

2
1 + t20t2) +

∞∑

d=1

N(d)
t3d−1
2

(3d− 1)!
edt1qd

となる. ここで, q = e2π
√−1

R
line ω,
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N(1) = 1,

N(d) =
∑

k + l = d
k, l ≥ 1

N(k)N(l)k2l

(
l

(
3d− 4

3k − 2

)
− k

(
3d− 4

3k − 1

))

である [11].

可積分系としてみると, P2の場合ですらパンルヴェVIを考えるのと等価になる
([5], [14, II §5]参照). P1,P2 の良い点は, 種数 0の Gromov-Witten不変量たち
がWDVV方程式, grading condition, initial condition だけで決まってしまう点で
ある.

Calabi-Yau smooth 3-fold V

H2 = ⊕ri=1C∆i, t1, . . . , tn をパラメータとする. 1 ≤ i, j, k ≤ rのとき，

∂3F V
ω

∂ti∂tj∂tk
=

∫

V

(
r∑
i=1

ti∆i

)3

+
∑

β 6=0

〈IV0,3,β〉(∆i,∆j,∆k)q
βe
Pr
i=1 ti

R
β ∆i .

P1,P2のときとは異なり, WDVV方程式 (+αの条件) だけから Gromov-Witten不
変量を決定することはできない．Mirror対称性からの帰結の一つとして，このよ
うな状況の下でのGromov-Witten不変量がmirror partnerの変形族を見ることで
決定できるということが予言された [3].

V を quintic 3-fold (P4の中の 5次超曲面)とする. この場合の Picard数は 1と
なる. H2 = C∆1とする. ここで∆1は hyperplane section であり, 対応するパラ
メータを t1とする. このとき,

∂3

∂t31
F V
ω = 5 +

∞∑

d=1

ndd
3 qd

1− qd =
5

(1 + 55z)y0(z)2

(
q

z

dz

dq

)

となる. 最後の等号は, mirror conjectureの帰結である. 「このような意味での」
mirror conjectureは Givental [7]により証明された．
ここで ndは quintic 3-fold の中に含まれる degree dの有理曲線の個数であり,

y0(z) =
∞∑
n=0

(5n)!

(n!)5
(−1)nzn,

y1(z) = y0(z) log(−z) + 5
∞∑
n=1

(5n)!

(n!)5

[
5n∑

j=n+1

1

j

]
(−1)nzn,

q = exp(y1/y0)

である.
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3 J-関数
J-関数は, 量子 cohomology環と可積分系をつなぐものである. Dubrovin con-

nection を変形したGivental connection (正確には connectionではない)を用いて,

horizontal section を構成する. その制限として J-関数が定まる.

TH 上のGivental connection ∇Givを

∇Giv
∂/∂ti

(∑
j

ϕj
∂

∂tj

)
= ~

∑ ∂ϕj
∂ti

∂

∂tj
−
∑

ϕj
∂

∂ti
∗ ∂

∂tj

で定義する. ここで ~はパラメータであり, ∗は quantum productである.

sa :=
∂

∂ta
+
∑
n≥0

~−(n+1)
∑

j,k

〈τn∆a,∆j, t, . . . , t︸ ︷︷ ︸
n 個

〉0,β q
β

n!
gkj

∂

∂tk

とすると任意の i, aに対して,

∇Giv
∂/∂ti

(sa) = 0

となる.

TH → Hを H ⊃ H ′ := H0 ⊕H2に制限する. このときH ′上の関数 J を

J :=
∑
i

〈si,∆0〉∆i|H′

と定める. Jは t0, . . . , tr, ~−1のH-valued formal power seriesである. ここでは∆i

と
∂

∂ti
を同一視して考えている.

定理 3.1 (Givental [7]). P

(
~
∂

∂t
, et, ~

)
を
(
~
∂

∂ti

)

i=1,...,r

, (et)i=1,...,r, hの形式冪

級数とする. P

(
~
∂

∂t
, et, ~

)
J = 0が成り立つならば, small quantum cohomology

ring QH∗(V )の中で P (∆, q, 0) = 0が成立する.

例 Pn

J = e(t0+t1γ)/~
∞∑

d=0

1

((γ + ~)(γ + 2~) · · · (γ + d~))n+1
.

ここで γはH2の超平面の classであり, 対応するパラメータが t1である.(
~
∂

∂t1

)n+1

J = et1J であるので

QH∗(Pn) ∼= C[γ]/(γn+1 − q).
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例 flag variety G/B

Hを Gの Langlands dual G∨に対応する戸田のHamiltonian とすると, HJ = 0

であることが知られている [8], [9].

FLn := {Cnの中の full flags}とする. このとき

QH∗(FLn) ∼= C[x1, . . . , xn]/(eq1(x), . . . , eqn(x)).

である. ここで

Mn =




x1 q1 0 · · · 0

−1 x2 q2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . −1 xn−1 qn−1

0 · · · 0 −1 xn




とし,

det(tI +Mn) = tn +
n∑
i=1

eqi (x)tn−i

によって eqi (x)を定める.
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