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概 要

SL(3,C)の有限部分群 Gによる商特異点を考えます. これは, 「クレパント解消」という良い特

異点解消を持つことが, Gの分類に従って 90年代までに示されました. その後, G-Hilbというモ

ジュライ空間を考えると, これがいつでもクレパント解消になっているということで, クレパント

解消の存在の統一的証明がなされました. また, G-Hilbを使うと, 3次元のMcKay対応というもの

の導来圏による定式化ができます. 一方で 3次元では, クレパント解消は一般にはいくつか存在し

て, G-Hilb というのはそのうちの一つです. そこで, G-Hilb と似たようなモジュライ空間として,

G-constellation というもののモジュライ空間を考えます. これらモジュライ空間は, 幾何学的不変

式論 (GIT)を使って構成されます. 一般に GITによる商空間の構成は, あるパラメータ (安定性を

定めるパラメータ)に依存し, パラメータによって商空間が変化する様子は Thaddeus らによって

考察されています. G-constellation のモジュライもパラメータによって変化し, 特にGがアーベル

群の時には, 任意の射影的クレパント解消がこのようなモジュライとして実現できることがわかっ

ています. この様なことを解説したいと思います.



1 Introduction

まず 2次元のときについて述べる. G ⊂ SL(2,C)を有限部分群とする. Gは次のように分類さ

れている.

• 巡回群,

• 2項 2面体群,

• 2項多面体群.

GはC2に自然に作用するので, X := C2/Gを考える. Xは原点のみに特異点を持つ. 一方, Gは

C[x, y]にも自然に作用する. その作用で不変なものの全体を C[x, y]Gと書く. X ⊂ C3は C[x, y]G

を座標環とするアフィン代数多様体, 特に C3 の超曲面になる.

今述べたことは 19世紀にKleinによって調べられたことである. 20世紀になり, DuValはminimal

resolution

τ : Y → X

を調べた. これはブローアップにより得られ, exceptional locus は (−2) curvesの treeになる. その

dual graphには, A,D,E 型の Dynkin図形が現れる. この話はその後, McKay対応といった話など

に続いていく.

resolutionの中には「良い」resolutionがある. 次に定義する crepant resolutionもその中の 1つで

ある.

定義 1.1. resolution τ : Y → X が, crepant resolutionであるとは,

KY
∼= OY

となることである.

次に 3次元のときを考える. G ⊂ SL(3,C)を有限部分群とし, X := C3/Gを考える. これは 2

次元の場合とは違い, 超曲面になるというわけではなく, 特異点は孤立特異点になるとも限らない.

また, minimal resolutionで 1つ良いものがあるというわけでもない.

1980年頃に物理学者から「crepant resolutionは存在するか？」という問いが出た. この問題は

90年代前半に, 場合分けにより次のように肯定的に解決された.

定理 1.2 (Ito[7, 8], Markushevich[11, 3, 12], Roan[15, 16, 17]). 必ず crepant resolutionが存

在する.

ただし, crepant resolution は一意的とは限らない. それらの間は「flop」の列によりつながる.

上で述べた話はブローアップといった幾何学的な構成に基づくものであるが, これに対して Kro-

nheimer は 2次元のとき, hyper Kähler quotientという言葉を使ってこれを構成した. 彼は, C2/G

の minimal resolution, semi-universal deformation, simultaneaus resolution をモジュライ空間として

構成した. また, Cassens-Slodowy は Kronheimerの方法を代数幾何学の言葉に翻訳した.

今回の講義では「3次元のときに, すべての crepant resolution は Kronheimerの方法で得られる

か？」という話をする.
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2 Kronheimerの構成（の言い換え）

まず, V をC上の n次元ベクトル空間とする. そして, G ⊂ SL(n, V )を有限部分群, RをGの正

則表現とする. 正則表現とは G上の関数のなす空間を Gの表現空間と思ったものである. 我々は

N := {B ∈ HomC[G](R, V ⊗R) | B ∧B = 0}

を考える. ただし B ∧B ∈ HomC[G](R, (∧2V )⊗R)とする.

HomC[G](R, V ⊗R) = HomC[G](V ∗ ⊗R,R)

であるから, Bは V ∗のRへの作用と見ることができる. このように見るとB ∧B = 0という条件
は, 交換法則を満たすための条件ということができる. よって, N は Rへの多項式環 C[V ]（V の
座標環）の作用で G-equivなもの全体と見ることができる. N はアフィンスキームである.

N には AutC[G]Rが作用している. 有限群の表現は完全可約であるから, Gの既約表現全体を

Irr(G)と書くことにすると,

R =
⊕

ρ∈Irr(G)

Rρ ⊗ ρ

と書ける. ここで Rρ はベクトル空間であり, ρの方に Gが作用している. また, Schurの補題より

AutC[G]R =
∏
ρ

GL(Rρ)

である.

細かいことは考えずにN をこの群作用により, 集合として割る. すなわち, 集合として

N/AutC[G]R

を考える. これは G-equivな C[V ]-moduleで, C[G]-module としては（つまり Gの表現としては）

Rであるようなものの同型類と, 1対 1に対応する. このようなものをG-constelletionと呼ぶこ

とにする.

今は集合として割ったわけであるが, スキームとして割るためには「GIT」が必要である.

3 GIT(Geometric Invariant Theory)

ここでは アフィンスキームを割る場合のみを扱う.

定義 3.1. algebraic groupが reductiveであるとは, maximal connected solvable normal subgroup が

torusとなることである.

H を reductive algebraic group, N = SpecC[N ]をアフィンスキームとする.

注意 . H は前節における AutC[G]Rに対応するものである.

H はN に作用しているとする. 指標 χ : H → Gm(= C∗)に対し,

C[N ]χ := {f ∈ C[N ] | f(g · x) = χ(g)f(x), ∀g ∈ H}

と定義する.
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定義 3.2. x ∈ N が χ-semistable であるとは, ある n > 0 と, ある f ∈ C[N ]χ
n

が存在して,

f(x) 6= 0となることである.

定義 3.3. x ∈ N が χ-stableであるとは, ある n > 0と, ある f ∈ C[N ]χ
n

が存在して, つぎの 3

条件を満たすことである.

(i) f(x) 6= 0,

(ii) H のNf = {y | f(y) 6= 0}への作用が閉,

(iii) xの stabilizerは有限個.

上で述べた定義に関連して

N (χ-ss) := {x ∈ N | xは χ-semistable},
N (χ-s) := {x ∈ N | xは χ-stable}

と書くことにする.

定理 3.4 (GIT). categorical quotient φ : N (χ-ss) −→ Y が存在して, 次の 2条件を満たす.

(i) φ(x) = φ(y)⇐⇒ Hx ∩Hy 6= ∅,

(ii) ある Y 上の豊富な直線束 Lとm > 0が存在して, φ∗L ∼= (ON (χ-ss), χ
m)となる.

ただし, (i)の閉包はN (χ-ss)におけるものとする. この Y をN //
χ
H と書く.

この定理より, N //
χ
H の点はN (χ-ss)の closed orbitを parameterizeすることがわかる. そして

x ∈ N (χ-s)⇐⇒





x ∈ N (χ-ss),

HxがN (χ-ss)で closed,

stabilizer が有限個,

であるから, N (χ-s)/H の点はN (χ-s)の orbitを parameterizeする.

例 3.5. N := C4 = C2 × C2 = {(x1, x2, y1, y2)}とする. λ ∈ C∗ のN への作用を

(x1, x2, y1, y2) 7→ (λx1, λx2, λ
−1y1, λ

−1y2)

とする. 指標 χ0 を

χ0 : C∗ → C∗, λ 7→ 1

とすると, N のすべての点は χ0-semistableである. このことは f = 1をとればわかる. このとき,

N //
χ0 C∗ = SpecC[x1, x2, y1, y2]C

∗
= SpecC[xi, yj ] ∼= SpecC[s, t, u, v]/(su− tv)

となる.

次に, 指標 χを

χ : C∗ → C∗, λ 7→ λ

とする. このとき

N (χ-ss) = N (χ-s) = N \ ({0} × C2)
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となる. つまり {0} × C2 の点だけが semistableではない. すると,

N //
χC∗ → N //

χ0 C∗, P1 7→ 0

は small resolutionになることがわかる.

同様にして χの代りに χ−1 を考える. このとき

N (χ−1-ss) = N (χ−1-s) = N \ (C2 × {0})

となる. 除いているところの余次元が 2以上であることから, 次のような birational mapが存在する.

N //
χC∗

(Atiya’s flop) //__________

small resolution %%KKKKKKKKKK N //
χ−1

C∗

small resolutionxxqqqqqqqqqq

N //
χ0 C∗

定理 3.4よりN //
χC∗, N //

χ−1

C∗ には, それぞれ直線束 Lχ, Lχ−1 がある.

N 0 := N \ {({0} × C2) ∪ (C2 × {0})}

とすると, N 0 ⊂ N (χ-s), N 0 ⊂ N (χ−1-s) であるから,

Lχ

∣∣∣
N 0 //χ C∗

∼= L−1
χ−1

∣∣∣
N 0 //χ

−1 C∗

となる. 両方とも標準束が自明であること等に注意すると, 上の birational mapが同型ではなく flop

であることがわかる. （この場合は, いわゆる Atiya’s flopになっている. ）

4 我々の場合

我々の場合,

N := {B ∈ HomC[G](R, V ⊗C R) | B ∧B = 0},
H := AutC[G]R/(C∗ · idR) ∼=

∏
ρ

GL(Rρ)
/
C∗

であった.

stabilityのデータとして,

Θ := {H の指標 } ∼=
{
θ ∈ Hom

(⊕
ρ

Z[ρ],Z
) ∣∣∣ θ(R) = 0

}

とすると, 各 θ ∈ Θに対して, G-constelletionの θ-stabilityが定まる.

定理 4.1 (King). G-constelletion F が θ-stableとなるための必要十分条件は, 0 ( E ( F となる

任意の部分GnC[V ]加群 Eに対して, θ(E) > 0が成り立つことである. この条件は θ(E) > θ(F )
と同値である.
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Mθ := N (θ-s)/H, Mθ := N //
θ
H とする. 自然な射影Mθ →M0 がある. X := Cn/Gとする

と, 2次元のときはM0 は X そのものであるが, 3次元のときは X は既約成分としてM0 に入っ

ている.

X //M0

Mθ

OO

//Mθ

OO

Mθ は割って作ったのであるが, それがいわゆるファインモジュライであるかどうかを確めなけ

ればならない. Mθ 上には, ベクトル束R =
⊕
ρ
Rρ ⊗ ρが存在する. Gの自明表現の次元は 1であ

るから,
∏
ρ

GL(Rρ)からH への射影は分裂し, これによってH はR⊗ON に作用する. よって, R

はN 上の
R⊗ON =

⊕
ρ

Rρ ⊗ON ⊗ ρ

の descentである. RにはGの作用と C[V ]の作用がある. よってRはG-constelletionの universal

familyと思うことができる. ゆえにMθ は universal familyをもつモジュライ空間であると思うこ

とができる.

ところで, 定理 3.4よりMθ 上には Lθ という豊富な直線束があった. 実は

Lθ ∼=
⊗
ρ

(detRρ)⊗θ(ρ)

となる.

定義 4.2. θ ∈ Θが genericであるとは, θ-stable = θ-semistableとなることである.

定理 4.3 (Bridgeland-King-Reid). θが genericならば, Mθ → C3/Gは crepant resolutionとなる.

さらに, 導来圏の間の圏同値

Φθ : Db(Mθ)
∼−→ Db(G-Coh(C3)) where Φθ(α) = RΓ(α⊗R)

がある.

問題 . Y → X が projective crepant resolutionならば, ある genericな θ ∈ Θが存在して

Y ∼=Mθ

となるか？

定理 4.4 (Craw-Ishii). G ⊂ SL(3,C)が可換群であるならば, その答えは Yes!である.

この定理の証明の概略を述べる. この定理を示すには, Mθ や Φθ が θにより, どのように変化す

るかを見てやれば良い. そのために ΘQ の chamber構造を見る. chamber C は次のように書ける.
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C =





θ ∈ Θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(i) 任意の例外曲線 lに対して θ(ΦC(Ol)) > 0,

(ii) 任意のコンパクト被約因子Dと任意の既約表現 ρに対して,

θ(ΦC(R−1
ρ ⊗ ωD)) < 0, θ(ΦC(R−1

ρ ⊗OD)) > 0





.

ここで (i)の不等式は, Lθ が豊富であるための条件である.

θ ∈ Cのとき,MθはCにのみ依存するので,これをMCと書くことにする. Xの任意の projective

crepant resolutionは G-Hilbから flopの列により得られるので, Y の任意の flop Y ′ に対して,

Y ′ ∼=MC

となる chamber C が存在することを言えば良い.

flopしたい射影直線 lについての (i)の不等式が C の wallを定めるとき, ΦC が圏同値である事
等を使うと, その wallの前後で stabilityの変わるG-constelletionはちょうど lの上に載っているも

のであることがわかる. すると, その wallを通ることにより, 例 3.5のように flopを起こす事がで

きる.

lについての (i)の不等式が C の wallを定めないとき（すなわちそれが C を定める不等式の極小

系に含まれないとき）, (ii)の形の不等式に対応する wallを通る際に Fourier-向井変換 ΦC がどのよ
うに変化するか等を観察すると, いつかは lに対する (i)の形の不等式に対応する wallが現れる事

がわかる.

このように C を移って行くことにより, 任意に与えられた flopをする事ができる.
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