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ADM-Hamiltonian形式と３つの話題

1. 擬局所的質量

2. Cheeger-Gromov理論の応用

3. Penrose予想にまつわるモース汎関数



0. アインシュタイン方程式のADM-Hamiltonian形式

まずローレンツ多様体(M4, h)上のEinstein-Hilbert作用
∫
M4 Rh

√
−hdxからラグラ

ンジアンLh = Rh
√
−hが定まる．アインシュタイン方程式は

δLh = 0 ⇐⇒ (Rich)αβ −
1

2
Rhgαβ = 0

である。いま

(Σ3, gij) ↪→ (M4, hij)

gij, kijはそれぞれΣの第１、第２基本形式として

πij =
√

g(kij − (trgk)g
ij)

とおくと一般化座標q = gij、一般化運動量p = πijとおくことでハミルトニアンが以
下で定義される：

Hh := πabġab − Lh



gとπはΣ3がM4の部分多様体であることからGauss方程式とCodazzi方程式をみ
たす：

Rg =
1

g
[πabπab −

1

2
(gabπ

ab)2], ∇iπ
ij = 0

∇はgのLevi-Civita接続．このときハミルトニアン力学の一般論から

ġij =
δHh

δπij
= 2Ng−1/2[πij −

1

2
(gabπ

ab)gij] + Ni;j + Nj;i

π̇ij = −
δHh

δgij
= −Ng1/2[Rij

g −
1

2
gijRg] + · · ·

ここでtµ := ∂
∂x0、nµをΣ3の単位時間的方ベクトルとするとNµはΣの接束上のベク

トル場；

tµ = Nnµ + Nµ, nµNµ = 0

(N, N i)はLapseとShiftとよばれるゲージで、N iは微分同相写像の族φ(x, t) : Σ →
Σに対して(Σ, φ∗g) → (Σ, g)が等長写像であることの線形化 (φ̇ = N i)



漸近平坦性：Σ3\K ∼=diff R3\B1(0)でR3\B1(0)の座標系 x = (x1, x2, x3)を用い
て計量gと外的曲率kが以下の減衰を持つ；

gij = δij + O2(|x|−1), pij = O1(|x|−2)

ここでOi(|x|−j)は関数がC/|x|jと比較されその i階微分がC′/|x|j+iの減衰をするこ
とを指す.

いまアインシュタイン方程式の解(M4, h)が漸近的にミンコフスキー空間で近似されて
いるとするとき、ネーターの定理によりMの無限遠方にはSO(3,1)の作用によって保
存される量がある。

• 時間の平行移動に関する保存量：ADM質量　M

• 空間の平行移動に関する保存量：（線形）運動量 P (= pµ)

• 空間の回転に関する保存量：角運動量 J



1. 擬局所的質量

Christodoulou-YauはADM質量（漸近的平坦な時空に定義される）の擬局所的な質
量が以下の条件を満たすことを要請した．

1. The ADM or Bondi mass should be recovered as spatial or null infi

nity is approached.

2. The correct limits need be obtained when the surface converges to a
point.

3. Quasi-local mass must be nonnegative in general (under local energy
condition) and zero when the ambient spacetime of the surface is the
at Minkowski spacetime.

4. It should also behave well when the spacetime is spherically symmetric.



Shi-Tamは2001に以下の重要な結果を証明した．
定理 Let (Ω, g) be an n-dimensional compact Riemannian spin manifold

with non-negative scalar curvature and mean convex boundary. If every

component Σi of the boundary is isometric to a strictly convex hypersur-

face Σ̂i ⊂ Rn, then ∫
Σi

Hdσ ≤
∫
Σ̂i

Ĥdσ̂

where H is the mean curvature of Σi in (Ω, g) Ĥ is the Euclidean mean

curvature of Σ̂ in Rn, and where dσ and dσ̂ denote the respective volume

forms. Moreover, equality holds for some boundary if and only if (Ω, g) is

isometric to a domain in Rn.

定義 RHS-LHS: Brown-York mass



これは擬局所正質量定理と解釈できる．(Brown-York, Hawking-Horowitz, Liu-

Yau, Wang-Yau)

いま(M4, h)を境界付きローレンツ多様体とする．また∂Mがミンコフスキー空間R3,1

に等長的に埋め込まれているとき相対的Einstein-Hilbert作用を（g0はミンコフスキー
計量）

I(g) − I(g0) =
1

16π

∫
M

(Rh − 0) +
1

8π

∫
∂M

(K − K0)

で定めると境界付きADM形式のもとで以下のハミルトニアンが定まる．

1

8π

∫
∂M∩{t=t0}

N(K(2)
0 − K(2)) + Nµkµνrν

ここでK(2)、K
(2)
0 は∂M ∩ {t = t0}の平均曲率、rνは∂M ∩ {t = t0}の空間的外向

き法線ベクトル．∂MのR3,1への全ての等長埋め込みに関して infをとることで擬局所
質量m(∂M)が定義され、それは上に述べた条件を満たしている。



コメント：

1. ∂M ∩ {t = t0}が全測地線的kij = 0のときShi-Tamの定理に帰着する．　

2. {∂M} → {P}（Null測地線に沿って極限を取る）のときm(∂M)はBel-Robinson

テンソルに収束．

3. Yauの動機（の一つ）はアインシュタイン方程式に非線形波動方程式のエネルギー
評価法の導入．



2. Cheeger-Gromov理論の応用

いま与えられたデータ(gij, kij)がKillingベクトル場ki (Lkg = 0)を持つ空間的スラ
イスΣ3であるとすると、ある適当なゲージ(N, N i)を択ぶことで、ki = tiにするこ
とで

ġij = 0, π̇ij = 0

と正規化できる。いま時空(M, h)全体にKillingベクトル場が存在し、kiの積分曲線は
Rに等長的であるとする．このときローレンツ計量hはアインシュタイン方程式の定常
解(stationary solution)とよばれる．ΣはKillingベクトル場のOrbit空間とみるこ
とでP : M4 → Σ3という射影が存在する。このときローレンツ計量はPとgを用いて

h = −N2(dt + θ)2 + P ∗(g)

とあらわされる。ここでθはshiftベクトル場の双対１形式である．このとき上のハミ
ルトニアン形式から導かれた等式を使ってアインシュタイン方程式はN = uと置き換
えると以下のΣ上で定義される方程式系に還元される．ただしω = −u4 ∗ dθ

(Ricg)ij = u−1∇i∇ju + 2u−4(ω ⊗ ω − |ω|2g)ij

△gu = −2u−3|ω|2

dω = 0



いまKillingベクトル場kiはΣに直交しているとするとNµ = 0になり、ω = 0が従
う．よって上の式は

u(Ricg)ij = ∇i∇ju, △gu = 0

このときhはアインシュタイン方程式の静的解とよばれる．ちなみにπij = 0でΣは
M = Σ × R内で全測地線的な埋め込みとなる．(−→ Bunting-Masood-al-Alam

一意性定理)

(Σ, g)上のリーマン幾何学的設定に、さらに共形変換 g̃ = u2gをなす．すると上の３
つの式から

R̃icg = 2(d lnu)2 + 2u−4ω2 ≥ 0

かつdφ = 2ωとしたときE(x) := (φ(x), u2(x))で定まるErnst Map

E : (Σ, g̃) → H2が調和写像になっていることがわかる．



定理(M. Anderson, 2000) アインシュタイン方程式の完備かつ真空な定常解はミン
コフスキー時空とその商空間に限る

証明のキーポイント：

1. 上記の定常解(Σ, g, u, ω)の満たす方程式系が

u 7→ λu, ω 7→ λ2ω

に関してスケール不変である．　

2. 定常解の列{(Σi, gi, ui, ωi)}がリッチ曲率、直径の上界のもとでの
Gromov-Cheegerによる収束／崩壊定理．

3. 調和写像のエネルギー濃度に関するBochner公式を用いた消滅定理．ここで
R̃icg ≥ 0を用いる．



3.Penrose予想にまつわるモース理論の可能性

Penrose予想：漸近的平坦な初期条件(Σ3, g, k)のもとアインシュタイン方程式の解
は時間漸近的に定常(Kerr)解に収束する．

正質量定理(Schoen-Yau, Witten)

m ≥ 0

等式はΣ = R3

Riemannian Penrose不等式(Bray, Huisken-Ilmanen)

(M, g, k = 0)の初期値に対して

m ≥
1

2
R

等式は（質量Mの）Schwarzschild空間的スライスの時のみ．R =
√

A
16π：面積半径．



厳密解における等式

1. m(R3) = 0

(ds2 = dr2 + r2dΩ2)

2. m(Schwarzschild) = 1
2R

(ds2 = (1 + m
2r)

4(dr2 + r2dΩ2))

3. m(Reissner-Nordstrom) = 1
2(R + Q2

R )

4. m(Kerr) = 1
2(R

2 + 4J2

R2 )1/2



厳密解の等式は不等式の剛性か？
どの不等式か？

1. R ≤ 2m Penrose不等式　OK

2. R ≤ m +
√

m2 − Q2 ?

3. R ≤
√

2(m2 +
√

m4 − J2)1/2 ?

問題設定：漸近不変量(M, Q, J)を固定したときに定まるモジュライ空間M上で汎関
数としての面積半径R : M → Rをモース関数としてその最大値を特定する．
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