
X (旧ツイッター) 投稿問題集1
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吉田伸生2

大学学部程度の数学を題材に，適度な難易度で面白い問題を選んで呟いています．数
学徒の皆さん，力試しに活用してください

1 問題

1.1 初等数学

問 1.1.1 変数 x = (x1, . . . , xn) ∈ [δ, 1]n (n ≥ 2, δ ∈ (0, 1/2)は定数) に対し，次の関数
の最大値を求めよ．

fn(x) = x1(1− x2) + x2(1− x3) + · · ·+ xn−1(1− xn) + xn(1− x1).

1.2 集合・位相

問 1.2.1 村に一軒しかない床屋の主人はこう言う．「わしは自分で髭を剃る村人の髭を
剃るほどおせっかいではないが，自分で髭を剃らん村人の髭は必ずわしが剃るのじゃ」
だが，これには矛盾がある．指摘せよ．

問 1.2.2 N 個の風船があり，このうち，どの二つも赤または白の糸で結ばれていると
する．このとき，個数√

N 以上の風船が同色の糸で結ばれていることを示せ．
(ここで，風船の部分集合 Sが「赤（白）色の糸で結ばれている」とは，「Sの任意の２
元が複数本経由も含め赤（白）色の糸で結ばれている」という意味とし，「同色の糸で
結ばれている」の意味もこれに準じる)

問 1.2.3 それぞれが背番号 1, . . . ,mをもつm人編成の競技チーム n組が交流会のため
に集まり，任意の方法でm席のテーブルに n人ずつ着席した．このとき，各テーブル
から選手を一人ずつ選ぶことにより，選ばれたm人の選手の背番号が全て異なるよう
にできることを示せ (ヒント：ホールの結婚定理)．

問 1.2.4 任意の無限集合 Sに対し Sと同じ濃度をもつ部分集合 Sj ⊂ S (j = 1, 2)が存
在し S1 ∩ S2 = ∅, S = S1 ∪ S2をみたすことを示せ．

問 1.2.5 A ⊂ (0,∞)が開かつ非有界とする．このときある a ∈ Aに対し，Aは aの整
数倍を無限個含むことを示せ．
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問 1.2.6 閉集合 A ⊂ Rdが Rd の線形部分空間 6= {0} を含むためには次の性質 i), ii)

をみたすことが必要十分であることを示せ．i) 原点は A の集積点である．ii) 任意の
a ∈ A および n ∈ Z に対し na ∈ A.

問 1.2.7 R上の実数値連続関数全体の集合C(R → R)の濃度を求めよ．

問 1.2.8 位相空間に関する以下の命題が正しければ証明を，さもなくば反例を述べよ．

a) 内点を持たない有限個の閉集合の合併は内点を持たない．

b) 内点を持たない可算無限個の閉集合の合併は内点を持たない．

問 1.2.9 距離空間X,Y , およびXの部分集合D(f)から Y への写像 f について，以下
の 2条件は同値であることを示せ．
a) グラフ G (f)

def
= {(x, f(x)) ; x ∈ D(f)}はX × Y の閉集合;

b) 任意のコンパクト集合K ⊂ Y の引き戻し f−1(K)
def
= {x ∈ D(f) ; f(x) ∈ K} ⊂ X

は閉集合．

問 1.2.10 可分距離空間の部分集合は可分か？

問 1.2.11 距離空間 (X, ρ)のある非可算部分集合 Sが次をみたせば，Xは可分でない
ことを示せ．

inf{ρ(x, y) ; x, y ∈ S, x 6= y} > 0.

問 1.2.12 I ⊂ Rを区間とし，I 上の有界連続関数全体の集合 Cb(I → R)に，次の距
離を付与する:

d(f, g) = sup
x∈I

|f(x)− g(x)|.

i) Cb([0, 1] → R) = C([0, 1] → R)は可分か？
ii) Cb(R → R)は可分か？

1.3 代数・線形代数

問 1.3.1 次の命題が正しければ証明し，さもなくば反例を挙げよ．
「群Gの部分群 H,H1, H2について，H ⊂ H1 ∪H2 ならHはH1, H2いずれかの部

分群である」

問 1.3.2 次の命題が正しければ証明し，さもなくば反例を挙げよ．
「群Gの部分群 H,H1, H2, H3について，H ⊂ H1 ∪H2 ∪H3 ならHはH1, H2, H3い
ずれかの部分群である」

問 1.3.3 次の命題が正しければ証明し，さもなくば反例を挙げよ．
「Rnの線形部分空間 H,H1, ..., Hmについて，H ⊂ H1∪ ...∪Hm ならHはH1, ..., Hm

いずれかの部分集合である」
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問 1.3.4 V を R上のベクトル空間 v1, . . . , vn ∈ V は一次独立とする．このとき，v ∈ V

に対し次を示せ：

{vj − v}nj=1 は一次従属 ⇐⇒ ∃(c1, . . . , cn) ∈ Rn,
n∑

j=1

cj = 1, v =
n∑

j=1

cjvj.

問 1.3.5 線形空間X, Y に対し，A : X → Y , B : Y → Xは線形写像とする．このとき
以下を示せ．ただし, IX : X → X, IY : Y → Y はそれぞれ恒等写像を表す．i) x 7→ Bx

はKer(IX − BA)からKer(IY − AB) への同型写像である．ii) IX − BAがX からX

への全単射 ⇔ IY − ABは Y から Y への全単射.

問 1.3.6 n× n 実行列 A,B に対しC = (A∗A+B∗B)/2 とする (A∗, B∗は転置)．この
とき，| det(AB)| ≤ detC を示せ．(a, b ∈ Rに対する |ab| ≤ (a2 + b2)/2 の一般化)

1.4 数列

問 1.4.1 自然数 nに対し I = {1, . . . , n}とおく．次の条件をみたす J,K ⊂ Iが存在す
るために nがみたすべき必要十分条件を求めよ．

(∗) J ∩K = ∅, I = J ∪K,
∑
j∈J

j =
∑
j∈K

j.

問 1.4.2 自然数 nに対し {j}2nj=1から任意に n+ 1個の数字 a1 < ... < an+1を選ぶ．こ
のとき，ある 1 ≤ p < q ≤ n+ 1に対し aq/apが 2のべき乗となることを証明せよ．

問 1.4.3 一般二項係数 (α
k

)
= α(α−1)···(α−k+1)

k!
(α ∈ C, k ∈ N) に対し以下を示せ (α, β ∈

C, k, n ∈ N). i)
(−α

k

)
= (−1)k

(
α+k−1

k

)
. ii)

(
−1/2
k

)
= (−1)k

2k

(
2k
k

)
. iii) α1, . . . , αp ∈ Cに

対し (
α1 + · · ·+ αp

k

)
=

∑
k1,...,kp∈N

k1+···+kp=k

(
α1

k1

)
· · ·
(
αp

kp

)
.

問 1.4.4 関数 fj : N → C (j = 1, 2)の離散畳み込み f1 ∗ f2 : N → Cを次のように定
める．

(f1 ∗ f2)(n) =
∑

n1,n2≥0
n1+n2=n

f1(n1)f2(n2), n ∈ N.

より一般に k個の関数 fj : N → C (j = 1, . . . , k)の離散畳み込みは次のように定める．

(f1 ∗ · · · ∗ fk)(n) =
∑

n1,...,nk≥0
n1+···+nk=n

f1(n1) · · · fk(nk), n ∈ N.

以下を示せ．i) (1 ∗ . . . ∗ 1︸ ︷︷ ︸
k

)(n) =
(
n+k−1

n

)
(∀n ∈ N), ただし 1は恒等的に値 1をとる関

数を表す．ii) b(n) = 1
22n

(
2n
n

)
(n ∈ N)に対し b ∗ b = 1. iii) 整数 n ≥ 0, k ≥ 1に対し,∑

n1,...,n2k≥0
n1+···+n2k=n

(
2n1

n1

)
· · ·
(
2n2k

n2k

)
= 4n

(
n+ k − 1

n

)
.
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問 1.4.5 非負数列 {an}に対し次を示せ：

∀n ≥ 1,
n∑

k=1

ak ≥
√
n =⇒ ∃c ∈ (0,∞), ∀n ≥ 1,

n∑
k=1

a2k ≥ c log n.

問 1.4.6 A ⊂ N\{0}に対し次の数列が収束すれば，その極限 µ(A)を密度とよぶ．

µn(A) =
1

n

n∑
j=1

1A(j)

また，A = {A ⊂ N\{0} ; µn(A)が収束する }とし，A,B ∈ A が，A ∩ B ∈ A かつ
µ(AB) = µ(A)µ(B)をみたすときA,Bは独立であるという．以下を示せ．
i) A,B ∈ A に対し, A∩B ∈ A ⇐⇒ A∪B ∈ A . また，これらの一方 (したがって両
方) を仮定すると

µ(A) + µ(B) = µ(A ∪B) + µ(A ∩B).

ii) A,B ∈ A に対し，AとBが独立なら, AとN\B, N\AとN\B も独立である．
iii) p, q ∈ N\{0}が互いに素なら pN, qNは独立かつそれぞれの密度は 1/p, 1/q.

iv) lim
n→∞

µ

 ⋂
p:素数
p≤n

(N\p2N)

 = 6/π2.

(上式左辺は，漸近的に「平方因子をもたない数全体の密度」と解釈できる)

問 1.4.7 記号は 問 1.4.6のとおりとし，A0, A1, B0, B1 ⊂ Nを次のように定める．

A0 = {正の偶数 }, A1 = {正の奇数 }

B0 =
∞⋃

m=0

N ∩ [22m, 22m+1), B1 =
∞⋃

m=0

N ∩ [22m+1, 22m+2).

以下を示せ．
i) Aj ∈ A , µ(Aj) = 1/2 (j = 0, 1).

ii) Bj, Aj ∩Bj 6∈ A (j = 0, 1).

iii) C = (A0 ∩B0) ∪ (A1 ∩B1) ∈ A . µ(C) = 1/2.

注: i)–iii)よりA0, C ∈ A かつA0∩C = A0∩B0 6∈ A . これと問 1.4.6 i)よりA0∪C 6∈ A

したがってA は交差・合併で閉じていない．

問 1.4.8 自然数 n ≥ 1を 10進表示したときの桁数を d(n)と書く．このとき例えば，
n = 1, 2, . . .に対し

4n = 4, 16, 64, 256, 1024, 4096, 16384, 65536 . . .

だから d(4n−1) < d(4n)をみたす nは n = 2, 4, 5, 6, 8 . . . いま，自然数 2 ≤ q ≤ 9を任意
に固定するとき，d(qn−1) < d(qn)をみたす自然数 n ≥ 2は自然数全体の中でどのくら
いの割合を占めるか？適切に定式化し，割合を求めよ．
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1.5 微分積分

問 1.5.1 連続関数 f : (0,∞) → Rが任意のa > 0に対し数列の極限として f(na)
n→∞−→ 0

をみたすとする．このとき，関数の極限として f(x)
x→∞−→ 0 か？ヒント：問 1.2.5.

問 1.5.2 正数列 pnが 0に収束するなら，集合 {mpn ; m ∈ Z, n ∈ N} はRで稠密であ
ることを示せ．

問 1.5.3 関数 f : R → Rに対し p ∈ Rが, 全ての x ∈ Rに対し f(x+ p) = f(x)をみた
すとき，pを f の周期と呼ぶ．
i) 関数 f : R → Rが任意に小さな正の周期を持ち，かつ,ある一点で右連続，あるいは
左連続なら f は定数であることを示せ．
ii) 任意に小さな正の周期を持つ全射 f : R → Rは存在するか？

問 1.5.4 関数 f : [0, 1] → Rが, 全ての x ∈ (0, 1]に対し xで有限な左極限を持ち，かつ
全ての x ∈ [0, 1)に対し xで有限な右極限を持つとする．このとき，f は有界か？

問 1.5.5 平面を，互いに重ならない無限個の円周で埋め尽くすことはできるか? (円周
ごとに半径を自由に変えてもよいが，一点は「円周」と考えない)

問 1.5.6 f ∈ C([0, 1]) ∩C1((0, 1))とする．次の命題が正しければ証明，さもなくば反
証せよ．
i) f ′の (0, 1)上での広義積分は収束する.

ii) f ′の (0, 1)上での広義積分は絶対収束する．

問 1.5.7 a, b, c ∈ (0,∞), a2 + b2 = c2 とするとき，次の広義積分 I と J の間にどのよ
うな関係があるか？

I =

∫ a

0

dx√
(a2 − x2)(c2 − x2)

, J =

∫ c

b

dx√
(x2 − b2)(c2 − x2)

.

問 1.5.8 f ∈ C([0, 1] → R), n ∈ N\{0}に対し，fの「折れ線近似」fn ∈ C([0, 1] → R)
を次のように定める．fn(j/n) = f(j/n) (j = 0, 1, ..., n), かつ，区間 [

j−1
n
, j
n

]
(j =

1, ..., n)上で fnは直線．このとき，fnは f に [0, 1]上一様収束することを示せ．

1.6 ルベーグ積分

問 1.6.1 測度空間 (S,A , µ)は半有限, すなわち次の条件をみたすとする．

A ∈ A , µ(A) = ∞, =⇒ ∃B ∈ A , B ⊂ A, 0 < µ(B) < ∞.

以下を示せ．

i) ∀A ∈ A に対し, 単調増加可測集合列 {Bn}n≥1で以下をみたすものが存在する．

∀n ≥ 1, Bn ⊂ A, µ(Bn) < ∞, µ(Bn)
n→∞−→ µ(A).
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ii) 可測関数 f : S → [0,∞]に対し可測単関数の単調増加列 {gn}n≥1で以下をみたすも
のが存在する．

∀n ≥ 1, gn ≤ f

∫
S

gndµ < ∞,

∫
S

gndµ
n→∞−→

∫
S

fdµ.

問 1.6.2 有界なルベーグ可測関数 f : R → Rが任意に小さな正の周期を持てば，ある
c ∈ Rが存在し f = c, a.e.であることを示せ．

1.7 確率

問 1.7.1 事象 A1, ..., An が任意の J ⊂ {1, ..., n}に対しP (∩j∈JAj) =
∏

j∈J P (Aj)をみ
たすとき，A1, ..., Anは独立であるという．さて，P (A∩B∩C) = P (A)P (B)P (C) > 0

のときA,B,Cは独立か？証明または反証せよ．

問 1.7.2 確率空間 (Ω,F , P )上で定義され，{0, 1}に値をとる独立確率変数X1, ..., Xn

であって P (Xj = 1) = p ∈ (0, 1)をみたすものをパラメーター (n, p)の独立試行列と呼
ぶ．パラメーター (n, p)の独立試行列X1, ..., Xnに対し Sn = X1 + .. +Xnはパラメー
ター (n, p)の二項分布に従う: P (Sn = k) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k, k = 0, 1, ..., n. では逆に，

確率空間 (Ω,F , P )上で定義され，パラメーター (n, p)の二項分布に従う確率変数Snが
任意に与えられたとする．与えられたSnはパラメーター (n, p)の独立試行列X1, ..., Xn

の和で表すことができるか？

問 1.7.3 X1, . . . , Xnは正の値をとる i.i.d. かつある ε > 0に対しE[X−ε
1 ] < ∞とする.

次を示せ．
n

X1 + · · ·+Xn

n→∞−→ 1

E[X1]
in L1(P ),

ここで，E[X1] = ∞なら 1
E[X1]

= 0とする．

問 1.7.4 q ≥ 2を整数とするとき，以下を示せ．

i) 　任意の x ∈ (0,∞)に対し dqm ≤ x < (d + 1)qmをみたすm = m(x) ∈ Z, d =

d(x) ∈ {1, . . . , q − 1} が一意的に存在する．

ii) 任意の x ∈ (0,∞), d = 1, . . . , q − 1に対し d(qx) = d ⇔ logq d ≤ 〈 x 〉 < logq(d+ 1),

ただし 〈 x 〉 = x− bxc.

iii) (ベンフォードの法則)数列{xn}n≥1 ⊂ (0,∞)に対し，確率測度の列µn = 1
n

∑n
j=1 δ⟨ xj ⟩

(n ≥ 1)が (0, 1)上の一様分布に弱収束するとする．このとき，

1

n

n∑
j=1

1{d(qxj) = d} n→∞−→ logq

(
d+ 1

d

)
, d = 1, . . . , q − 1.
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1.8 関数解析

問 1.8.1 (X, ‖ · ‖)はノルム空間, p : X → [0,∞)は半ノルム，x ∈ Xは任意，

f(x) = sup
∥y∥≤1

p(x+ y)

とする．このとき，0 ≤ s < t ⇒ f(sx) ≤ f(tx)を示せ．

問 1.8.2 無限次元ノルム空間の開単位球は半径 r ∈ (0, 1/3)の非交差な閉球を無限個
含むことを示せ．

問 1.8.3 (⋆)Xを線形空間，L (X)をXからXへの線形写像全体の集合, A,B ∈ L (X),

AB−BA = 1とする．以下を示せ．i) ∀n ∈ N\{0}, Bn 6= 0, ABn−BnA = nBn−1. ii)

Xがノルム空間なら，A, Bの少なくとも一方は有界作用素でない．

問 1.8.4 ノルム空間X, Y に対し，A : X → Y , B : Y → Xは有界線形作用素とする．
このとき以下を示せ．ただし, IX : X → X, IY : Y → Y はそれぞれ恒等写像を表す．i)

IX−BAがXからXへの全単射かつ逆作用素は連続⇔ IY −ABはY からY への全単射
かつ逆作用素は連続．ii) Ker(IX −BA), Ker(IY −AB)のいずれか一方が有限次元なら
両者はともに有限次元かつ両者の次元は等しい．iii) (⋆) Ran(IX −BA), Ran(IY −AB)

はともに閉部分空間と仮定する．このとき，X/Ran(IX − BA), Y/Ran(IY − AB)の
いずれか一方が有限次元なら両者はともに有限次元かつ両者の次元は等しい．iv) (⋆)

IX −BA, IY −ABのいずれか一方がフレドホルム作用素なら両者はともにフレドホル
ム作用素かつ両者の指数は等しい．
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2 解答例・解説

問 1.1.1 結論は，

max{fn(x) ; x ∈ [δ, 1]n} =

{
m(1− δ), (n = 2m)

(m+ δ)(1− δ), (n = 2m+ 1).

まず次を示す，
1) max{fn(x) ; x ∈ [δ, 1]n} = max{f(x) ; x ∈ {δ, 1}n}.

x2, . . . , xnを固定するとき，x1 7→ f(x1, . . . , xn)は 1次関数なので
max{fn(x1, . . . , xn) ; x1 ∈ [δ, 1]} = max{fn(x1, . . . , xn) ; x1 ∈ {δ, 1}}.

他の変数についても同様に,区間 [δ, 1]上でのmaxを 2点集合 {δ, 1}上でのmaxにおき
かえられる．以上で 1)を得る．
1) より，結論を示すには次をいえばよい．任意の x ∈ {δ, 1}nに対し，

2) fn(x) ≤

{
f2m(δ, 1, δ, 1, . . . , δ, 1) = m(1− δ), (n = 2m)

f2m+1(δ, 1, δ, 1, . . . , δ, 1, δ) = (m+ δ)(1− δ), (n = 2m+ 1).

これを nに関する帰納法で示す．n = 2なら f2(x) = x1(1− x2) + x2(1− x1)より，
f2(1, 1) = 0, f2(1, δ) = f2(δ, 1) = 1− δ, f2(δ, δ) = 2δ(1− δ).

δ < 1/2より 2)は n = 2に対し成立する．以下，n− 1に対し 2) が成立するとし，nの
場合を示す．その際，次に注意する．
3) fn(x1, . . . , xn) = fn−1(x1, . . . , xn−1) + g(xn−1, xn, x1),

ただし g(xn−1, xn, x1) = xn−1(1− xn) + xn(1− x1)− xn−1(1− x1).

• n = 2m+1とする．また，x1, . . . , xn ∈ {δ, 1} に対し xn+1 = x1とみなす．このとき，
nは奇数なので，∃j = 1, . . . , n, xj = xj+1. また，fn(x)の値は変数の巡回置換で不変
なので xn−1 = xnとしてよい．このとき，

g(xn−1, xn, x1) = xn−1(1− xn) =

{
δ(1− δ), (xn−1 = xn = δ),

0, (xn−1 = xn = 1)

}
≤ δ(1− δ).

n− 1 = 2mに注意すりと，上記不等式と 3) より
fn(x1, . . . , xn) ≤ m(1− δ) + δ(1− δ) = (m+ δ)(1− δ).

• n = 2mとする．x1 = x2 = · · · = xn = 1なら fn(x) = 0だから ∃j = 1, . . . , n, xj = δ

としてもよい．. また，fn(x)の値は変数の巡回置換で不変なので x1 = δとしてよい．
このとき，

g(xn−1, xn, x1) = xn−1(1− xn) + (1− δ)(xn − xn−1)

=


δ(1− δ), (xn−1 = xn = δ),

0, (xn−1 = xn = 1),

(1− δ)2, (xn−1 = δ, xn = 1)

δ(1− δ), (xn−1 = 1, xn = δ)

 ≤ (1− δ)2.
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n− 1 = 2(m− 1) + 1に注意すると上記不等式と 3) より

fn(x1, . . . , xn) ≤ (m− 1 + δ)(1− δ) + (1− δ)2 = m(1− δ).

以上より 2)を得る．
問 1.2.1 [吉田 1, p.203, 脚注]参照．
問 1.2.2 風船が「赤（白）い糸で結ばれている」という関係は同値関係なので，それ
ををR (W ) と記す．このとき風船全体はR同値類Bj (j = 1, ...,m)の非交差和に分解
される．今，全てのR同値類Bj (j = 1, ...,m) が含む元の数が√

N 以下と仮定すると，
m
√
N ≥ N となりm ≥

√
N . 各Bjから bjを選ぶと，bj (j = 1, ...,m) のうち任意の二

つがR同値でない，従って仮定よりW 同値である．よって風船 bj (j = 1, ...,m)は同
色の糸で結ばれている．全てのW 同値類が含む元の数が√

N以下と仮定しても同様で
ある．
問 1.2.3 I = {1, . . . ,m}, また，各 i ∈ Iに対しAiを i番目のテーブルに着席した選手
全体，Bi ⊂ IをAiに属する選手の背番号全体の集合とする. 単射 f : I → Iが存在し
f(i) ∈ Bi (∀i ∈ I)をみたせばよいが，それには次の条件が必要十分である (ホールの
結婚定理)．

(∗) ∀J ⊂ I, |J | ≤

∣∣∣∣∣⋃
i∈J

Bi

∣∣∣∣∣ .
ところが |J | = kなら

∣∣⋃
i∈J Ai

∣∣ = nk．一方，
∣∣⋃

i∈J Bi

∣∣ ≤ k−1なら
∣∣⋃

i∈J Ai

∣∣ ≤ (k−1)n．
ゆえに (∗)が成立する．
問 1.2.4 Sと同じ濃度をもつ集合 Tj (j = 1, 2)を T1 ∩ T2 = ∅をみたすようにとる (た
とえば T = {1, 2}×Sに対し Tj = {j}×S). このとき，|T1 ∪ T2| = |S| [松坂, p.126, 定
理 11]. したがって全単射 f : T1 ∪ T2 → Sが存在し，Sj = f(Tj) (j = 1, 2)が所期部分
集合である．
問 1.2.5 まず次を示す．

1) 区間 [ak, bk] (ak < bk, k ∈ N), および自然数 1 = N0 ≤ N1 < N2 < ....で次をみたす
ものが存在する：[a0, b0] ⊂ A, [ak, bk] ⊂ (ak−1, bk−1) ∩ 1

Nk
A, ∀k ≥ 1.

kについての帰納法による．Aは空でない開集合なので，ある区間 [a0, b0] (a0 < b0) を
含む．そこで，[ak−1, bk−1], Nk−1 までがとれたとする．今，自然数 nk > Nk−1 を

(nk + 1)ak−1 < nkbk−1

なるようにとる．次に (nkak−1,∞) ∩ A 6= ∅ より，x ∈ (nkak−1,∞) ∩ A をとる．更に
この xに対し，nak−1 < x を満たす最大の自然数をNk とする．このとき，nk ≤ Nk　
より (Nk + 1)ak−1 < Nkbk−1. したがって，

Nkak−1 < x ≤ (Nk + 1)ak−1 < Nkbk−1.

ゆえに x ∈ (ak−1, bk−1) ∩ 1
Nk

A. 以上から，(ak−1, bk−1) ∩ 1
Nk

A は空でない開集合なので
区間 [ak, bk] (ak < bk) を含む．以上で 1)が示された．
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1) の [ak, bk] は Aに含まれる有界閉区間の縮小列なので，

∃a ∈
⋂
k∈N

[ak, bk]
1)
⊂
⋂
k∈N

1

Nk

A.

したがって Nka ∈ A, ∀k ∈ N.
問 1.2.6: 必要性は明らかなので十分性を示す．仮定より点列 an ∈ A\{0} で an

n→∞−→ 0

をみたすものが存在する．このとき，ボルツァーノ・ワイエルシュトラスの定理から
un

def
= an/|an| の部分列 uk(n) (n ∈ N)，および u ∈ Rd (|u| = 1)が存在し uk(n)

n→∞−→ u.

今，任意の t ∈ R に対しmn ∈ Z を mn ≤ t/|ak(n)| < mn + 1 となるように選べば，
mn|ak(n)|

n→∞−→ t. したがって，A 3 mnak(n) = mn|ak(n)|uk(n)
n→∞−→ tu. A は閉だから

tu ∈ A. 以上より {tu ; t ∈ R} ⊂ A.

問 1.2.7 C(R → R)は連続濃度ℵを持つ．まず全ての c ∈ Rに対し f ≡ cはC(R → R)
の元である．よってC(R → R)は少なくとも連続濃度 ℵを持つ．また，C(R → R)か
らRQへの写像 f 7→ f |Q は f の連続性とQ ⊂ Rの稠密性より単射である．これとRQ

が連続濃度 ℵを持つことから，C(R → R)は高々連続濃度 ℵを持つ．以上より結論を
得る．
問 1.2.8 a) の証明: A1, .., An を内点を持たない閉集合，Bを任意の開集合 6= ∅とし，
B 6⊂ A1 ∪ ... ∪ An を言う．n = 2 で言えれば, 帰納法より任意の n ≥ 2 で言えるので
n = 2 とする．A◦

1 = ∅よりB 6⊂ A1. ゆえに B\A1 は空でない開集合．これとA◦
2 = ∅

より B\A1 6⊂ A2 , つまりB 6⊂ A1 ∪ A2.

b) の反例:Rの通常の位相をQに制限し，Q を位相空間とする．このとき，各 r ∈ Q に
対し {r} ⊂ Q は内点を持たない閉集合，かつ全空間Qはそれらの可算無限和である．
問 1.2.9 a) ⇒ b): xn ∈ f−1(K), x ∈ X, xn

n→∞−→ x とし，x ∈ f−1(K)をいえばよ
い．K はコンパクト, f(xn) ∈ K だから {xn}の部分列 {x′

n}および y ∈ K が存在し
f(x′

n)
n→∞−→ yをみたす．このとき，G (f) 3 (x′

n, f(x
′
n))

n→∞−→ (x, y). G (f)は閉集合だか
ら (x, y) ∈ G (f). したがって x ∈ D(f), f(x) = y ∈ K, すなわち x ∈ f−1(K).

b) ⇐ a): (x, y) ∈ X × Y , G (f) 3 (xn, f(xn))
n→∞−→ (x, y)とし，(x, y) ∈ G (f), すなわち

x ∈ D(f), f(x) = yをいえばよい．仮定より ∀ ε > 0, ∃N , ∀ n ≥ N , ρY (f(xn), y) < ε.

このときKN = {f(xn)}n≥N ∪ {y}はコンパクトなので，仮定より f−1(KN)は閉．さら
に {xn}n≥N ⊂ f−1(KN), xn

n→∞−→ x, かつ f−1(KN)は閉なので x ∈ f−1(KN), すなわち
x ∈ D(f)かつ f(x) ∈ KN . とくに ρY (f(x), y) < ε. ε > 0は任意なので f(x) = y.

問 1.2.10 結論は正しく，証明も難しくありません．一方，「距離空間」を「位相空間」
に一般化した命題には反例が知られています．
問 1.2.11 距離を ρと書き，与えられた条件式左辺を ε > 0，D ⊂ X を任意の稠密
部分集合とする．各 x ∈ S に対し xD ∈ D を ρ(x, xD) < ε/2となるようにとると，
x, y ∈ S, x 6= yに対し

ε ≤ ρ(x, y) ≤ ρ(x, xD) + ρ(xD, yD) + ρ(yD, y) < ρ(xD, yD) + ε.

よって，ρ(xD, yD) > 0. 以上から {xD ; x ∈ S} ⊂ Dは相異なる非可算無限個の点なの
で，Dは可算集合であり得ない．
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問 1.2.12 i) I = [0, 1]とする．f ∈ C(I → R) が次をみたすとき，f は「n個の頂点
f(j/n) (j = 1, ..., n) を持つ折れ線である」ということにする: j = 1, ..., n, x ∈ In,j

def
=[

j−1
n
, j
n

] に対し，
f(x) = (j − nx)f

(
j − 1

n

)
+ (1− (j − nx))f

(
j

n

)
.

つまり f は各区間 [ j−1
n
, j
n

]上で，両端点での値を補間する直線である. Dn を n個の
頂点を持つ折れ線であり，頂点が全て有理数であるもの全体，D =

⋃
n≥1Dnとする．

このとき，可算集合 Dが C(I → R)で稠密であることを言う．そのためには任意の
f ∈ C(I → R)に対し，f に一様収束するDの列 gnの存在を言えばよい．まず，n個
の頂点を持つ折れ線 fnを次で定める：j = 1, ..., n, x ∈ In,j

def
=
[
j−1
n
, j
n

]に対し，
fn(x) = (j − nx)f

(
j − 1

n

)
+ (1− (j − nx))f

(
j

n

)
.

このとき，問 1.5.8の証明から，fnは f に I上一様収束する．次に各 n, jに対し

|f(j/n)− rn,j| < 1/n

をみたす rn,j ∈ Qをとり，gnを，n個の頂点 rn,j (j = 1, ..., n)を持つ折れ線とする．こ
のとき，gn ∈ Dnかつ，

sup
x∈I

|fn(x)− gn(x)| ≤ max
0≤j≤n

|f(j/n)− rn,j| < 1/n.

以上より gnは f に I上一様収束する．
ii) n ∈ Zに対し fn(x) = (1− 2|x− n|)+ (x ∈ R)とする．このとき，fn((n− 1/2, n +

1/2)) = (0, 1], (n− 1/2, n + 1/2)の外では fn ≡ 0 (特に xを固定するごとに fn(x) 6= 0

となる nは高々ひとつ)．さらにA ⊂ Zに対し fA(x) =
∑

n∈A fn(x)とする. このとき，
集合 {fA ; A ⊂ Z} ⊂ Cb(R → R)は連続濃度を持つ．また，A,B ⊂ Z, A 6= Bに対し
d(fA, fB) = 1. 以上と問 1.2.11よりCb(R → R)は可分ではない．
注：上の fAは全て一様連続なので，R上の有界かつ一様連続な関数全体の集合も可分
でないことが分かる．
問 1.3.2反例：G = (Z/2Z)3，Gの元を x = (x1, x2, x3)と書く．更にH = {x ∈ G ; x1+

x2 + x3 = 0}, Hi = {x ∈ G;xi = 0} とする．(1, 1, 1) 6∈ HよりH ⊂ H1 ∪H2 ⊂ H3. ま
た (1, 1, 0) ∈ H\(H1 ∪H2), (0, 1, 1) ∈ H\(H2 ∪H3) よりHはH1, H2, H3のいずれにも
属さない.

問 1.3.3 HにRnからの相対位相を考える．H =
⋃m

j=1H ∩Hj, かつ各H ∩HjはHの
線形部分空間なのでHの閉集合である．これと問 1.2.8より, ある jに対しH ∩Hjは内
点を持つ．一方，Hの線形部分空間で内点を持つのはH自身だけなので，H = H ∩Hj.

従ってH ⊂ Hj.

[解説：一見線形代数の問題だが，証明には位相を用いた．実際，命題から「Rnの線形
部分空間」という仮定を外すと，例えばm = 3で反例がある (問 1.3.2の反例で (Z/2Z)3

は体 Z/2Z上の線形空間，H,H1, H2, H3はその部分線形空間).なお，m = 2なら位相
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と無関係に証明できる（問 1.3.1）．]

問 1.3.4 (⇒) ∃(γ1, . . . , γn) ∈ Rn,
∑n

j=1 γj(vj − v) = 0 とする．このとき ∑n
j=1 γjvj =(∑n

j=1 γj

)
v. v1, . . . , vn の一次独立性より

∑n
j=1 γj 6= 0. ゆえに cj = γj/

(∑n
j=1 γj

)
として結論を得る．(⇐) ∃(c1, . . . , cn) ∈ Rn,

∑n
j=1 cj = 1, v =

∑n
j=1 cjvj なら，∑n

j=1 cj(vj − v) =
∑n

j=1 cjvj − v = 0.

問 1.3.5 i) 容易．ii) 対称性より (⇒)を言えばよい．U : X → X が U(IX − BA) =

(IX −BA)U = IXをみたすなら，V = IY +AUBが V (IY −AB) = (IY −AB)V = IY

をみたすことが容易にわかる．
問 1.3.6 [吉田 3, 問 15.8.2]参照．
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問 1.4.1 (∗) ⇐⇒ n ≡ 0, 3 (mod 4) を示す．
(⇒) (∗) なら 4|n(n+ 1). 一方，n ≡ r (r = 0, . . . 3)なら, mod 4 で

n(n+ 1) ≡ r(r + 1) ≡

{
0 (r = 0, 3),

2 (r = 1, 2).

よって 4|n(n+ 1)なら n ≡ 0, 3 (mod 4).

(⇐) 一般に，自然数 k + r (r = 1, . . . 4)に対し，

(k + 1) + (k + 4) = (k + 2) + (k + 3).

したがって I1, . . . , Im ⊂ Nが非交差かつ，それぞれが連続する 4つの自然数からなると
き，各 Ik (k = 1, . . . ,m)の両端を集めて得られる集合 J ,　両端以外を集めて得られる
集合Kは次をみたす．

1) J ∩K = ∅, 　
m⋃
k=1

Ik = J ∪K,
∑
j∈J

j =
∑
j∈K

j.

n = 4m (m ≥ 1)の場合は，Ik = {4(k − 1) + j}4j=1 (k = 1, . . . ,m) に 1) を適用し，(∗)
を得る．n = 4m + 3 (m ≥ 1)の場合は，Ik = {3 + 4(k − 1) + j}4j=1 (k = 1, . . . ,m)に
1) を適用し，次をみたす J0, K0 ⊂ {4, . . . , n}を得る．

J0 ∩K0 = ∅, {4, . . . , n} = J0 ∪K0,
∑
j∈J0

j =
∑
j∈K0

j.

そこで，J = {1, 2} ∪ J0, K = {3} ∪K0とすればよい．
問 1.4.2 各 aj (j = 1, ..., n + 1) を aj = kj2

ej (kj, ej ∈ N, kj は奇数)と表す．このと
き，k1, ..., kn+1 ∈ {2j − 1}nj=1より，ある 1 ≤ p < q ≤ n + 1に対し kp = kq. よって
aq/ap = (kq2

eq)/(kp2
ep) = 2eq−ep . さらに ap < aqより ep < eq.

問 1.4.3 i), ii):単純計算．iii) α1, . . . , αp ∈ Nの場合は, 等式 (1 + x)α1+···+αp = (1 +

x)α1 · · · (1 + x)αp (x ∈ R)の両辺を二項展開し係数を比較する3．α1, . . . , αp ∈ Cの場合
は次のようにしてα1, . . . , αp ∈ Nの場合に帰着させる．所期等式両辺はα1, . . . , αpに関
する多項式であり，α1, . . . , αp ∈ Nの場合には等式が成立する．一般に

1)高々n次の多項式 P : C → Cが n+ 1個の相異なる零点を持てば P ≡ 0．
まず，α2, . . . , αp ∈ Nを固定し，変数α1について 1)を適用し，α1 ∈ C, α2, . . . , αp ∈ N
の場合に所期等式を得る．次に，α1 ∈ C, α3, . . . , αp ∈ Nを固定し，変数 α2について
1)を適用し，α1, α2 ∈ C, α3, . . . , αp ∈ Nの場合に所期等式を得る．以下，この操作を
繰り返し，α1, . . . , αp ∈ Cの場合に所期等式を得る．
問 1.4.4 i)

(1 ∗ . . . ∗ 1︸ ︷︷ ︸
k

)(n) =
∑

n1,...,nk≥0
n1+···+nk=n

1.

3一般二項展開 (1 + x)α =
∑∞

k=0

(
α
k

)
xk (α ∈ C, |x| < 1) を用いれば α1, . . . , αp ∈ Cの場合に直接所

期等式を得る．ここでは，一般二項展開を用いず，より初等的な証明を与える．
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左辺は k変数 x1, . . . , xkの n次単項式の個数, すなわち (n+k−1
n

)に等しい．
ii)解1 (@multiple−zetaさん)問 1.4.3 iii)でpを2pにおきかえ，α1 = · · · = α2 = −1/2

とすると，

左辺 =

(
−1

n

)
問 1.4.3 i)

= (−1)n,

右辺 問 1.4.3 ii)
=

(−1)n

22n

∑
n1,n2≥0
n1+n2=n

(
2n1

n1

)(
2n2

n2

)
.

よって所期等式を得る．
解 2: x ∈ (−1, 1)に対し，一般二項定理より

1) (1− x)−1/2 =
∞∑
n=0

(−1)n
(
−1/2

n

)
xn 問 1.4.3 ii)

=
∞∑
n=0

bnx
n.

ゆえに
∞∑
n=0

xn = (1− x)−1 1)
=

(
∞∑
n=0

bnx
n

)2

=
∞∑
n=0

(b ∗ b) (n)xn.

上式最左辺と最右辺の係数を比較して所期等式を得る．
解 3 (@Jun−Gitef17さん). 1次元単純ランダムウォーク (Sn)n∈N (S0 = 0)に対しL2n =

max{0 ≤ k ≤ 2n, ; Sk = 0}とすると，

1 =
n∑

k=0

P (L2n = 2k) =
n∑

k=0

P (S2k = 0, S2k+j 6= 0, ∀j = 1, . . . , 2n− 2k)

=
n∑

k=0

P (S2k = 0)P (Sj 6= 0, ∀j = 1, . . . , 2n− 2k).

ここで，P (S2k = 0) = bk. また，鏡映法 (Durrett “Probability:Theory and Examples”

2nd ed. p.198, (3.3))より

P (Sj 6= 0, ∀j = 1, . . . , 2n− 2k) = P (S2n−2k = 0) = bn−k.

以上より所期等式を得る．
iii)

b ∗ · · · ∗ b︸ ︷︷ ︸
2k

(n) = (b ∗ b) ∗ · · · ∗ (b ∗ b)︸ ︷︷ ︸
k

(n)
ii)
= (1 ∗ . . . ∗ 1︸ ︷︷ ︸

k

)(n)
i)
=

(
n+ k − 1

n

)
.

以上より所期等式を得る．
問 1.4.5 Sn =

∑n
k=1 akとし，まず次の命題を示す．正数列 {bn}について，

1) ∀n ≥ 1, (bn − bn+1)Sn ≥ b2n =⇒ ∀n ≥ 1,
n∑

k=1

a2k ≥
n∑

k=1

b2k.
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仮定より bnSn ≥ b2n. したがって，

b2n ≤ Snbn = a1b1 +
n∑

k=2

(Skbk − Sk−1bk−1)

=
n∑

k=1

akbk −
n∑

k=2

Sk−1(bk−1 − bk)

≤

(
n∑

k=1

a2k

)1/2( n∑
k=1

b2k

)1/2

−
n−1∑
k=1

b2k.

ここで，2行目の第 1項にシュヴァルツの不等式，第 2項に 1)の仮定を適用すること
により 3)行目に移行した．上で得られた不等式を整理すると 1)の結論を得る．
次に 1)を bn = 1

4
√
n
に適用して所期命題を示す．n ≥ 1に対し

bn − bn+1 =

√
n+ 1−

√
n

4
√
n
√
n+ 1

=
1

4
√
n
√
n+ 1(

√
n+ 1 +

√
n)

≥ 1

16n3/2
.

これと Sn ≥
√
n, b2n = 1

16n
より，

(bn − bn+1)Sn ≥ 1

16n
= b2n

ゆえに 1)より
n∑

k=1

a2k ≥
n∑

k=1

b2k =
1

16

n∑
k=1

1

k
≥ 1

16
log n.

問 1.4.6 i), ii): 容易．iii)まず pN ∈ A かつ µ(pN) = 1/pを示す．k = 0, . . . , p− 1に
対し∑pn+k

j=1 1pN(j) = n. したがって µpn+k(pN)は 1/pに収束する．p, qは互いに素なの
で pN ∩ qN = pqN ∈ A , µ(pN ∩ qN) = µ(pqN) = 1/pq = µ(pN)µ(qN). iv)

µ

 ⋂
p:素数
p≤n

(N\p2N)

 ii),iii)
=

∏
p:素数
p≤n

µ(N\p2N)

=
∏
p:素数
p≤n

(1− p−2)
n→∞−→ 6/π2.

問 1.4.7 i)A0について示すが，A1についても同様である．
∑2n

j=1 1A0(j) =
∑2n+1

j=1 1A0(j) =

n. したがって µ2n(A0), µ2n+1(A0)はともに 1/2に収束する．ii) B0, A0 ∩ B0について
示すが，その他についても同様である．

1)
22n+2∑
j=1

1B0(j) =
22n+1∑
j=1

1B0(j) =
n∑

m=0

(22m+1 − 22m) =
n∑

m=0

4m =
4n+1 − 1

3

ゆえに
2) µ22n+2(B0) =

1

4n+1

4n+1 − 1

3

n→∞−→ 1

3
, µ22n+1(B0) =

1

2 · 4n
4n+1 − 1

3

n→∞−→ 2

3
.

各N ∩ [22m, 22m+1)の中に偶数・奇数はちょうど半分ずつ含まれるから，1) より
22n+2∑
j=1

1A0∩B0(j) =
22n+1∑
j=1

1A0∩B0(j) =
4n+1 − 1

6
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ゆえに 2)と同様に, µ22n+2(A0 ∩B0)
n→∞−→ 1

6
, µ22n+1(A0 ∩B0)

n→∞−→ 1
3
. ii)

C =
∞⋃

m=0

(A0 ∩ [22m, 22m+1)) ∪ (A1 ∩ [22m+1, 22m+2)).

よって，任意の n ≥ 1に対し

n− 1 ≤
2n∑
j=1

1C(j) ≤
2n+1∑
j=1

1C(j) ≤ n+ 1.

上式より µn(C)
n→∞−→ 1

2
.

問 1.4.8 まず次に注意する．

1) d(qn) ≤ d(qn−1) + 1.

実際, 任意の k ≥ 1に対し d(k) = min{d ∈ N ; k < 10d}．ゆえに

qn = q(n−1)+1 < 10d(q
n−1) · q < 10d(q

n−1)+1.

上式より 1)を得る．
1) より

d(qn) =
n∑

k=2

(d(qk)− d(qk−1)) + 1

= ♯{2 ≤ k ≤ n ; d(qk−1) < d(qk)}+ 1.

一方，
10d(q

n)−1 ≤ qn < 10d(q
n)

より，
log q

log 10
<

d(qn)

n
≤ log q

log 10
+

1

n
.

以上より
1

n
♯{2 ≤ k ≤ n ; d(qk−1)) < d(qk)} n→∞−→ log q

log 10
.

問 1.5.1 正しいことを背理法で示す．関数の極限として f(x)
x→∞−→ 0 でないとすると，

ある ε > 0に対しA
def
= {x ∈ (0,∞) ; |f(x)| > ε}は非有界である．また，Aは開だか

ら 問 1.2.5より，ある a ∈ Aに対し na ∈ Aをみたす n ∈ Nが無限個存在する．ゆえに
数列の極限として f(na)

n→∞−→ 0 でない.

問 1.5.2 a, b ∈ R, a < b を任意とするとき，nが十分大きければ 1 < (b− a)/pn. ゆえ
に a/pn < m < b/pn, すなわち a < mpn < bをみたすm ∈ Zが存在する．
問 1.5.3 i)まずfが c ∈ Rで右連続とする．このとき∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈ I

def
= [c, c+δ],

|f(x) − f(c)| < ε. よって supI f − infI f < 2ε. ところが，f は δ以下の周期を持つの
で, supI f = supR f , infI f = infR f . よって supR f − infR f < 2ε. ε > 0は任意だっ
たので supR f = infR f , つまり f は定数である．次に f が c ∈ Rで左連続とする．f

の正の周期 pに対し−pも f の正の周期であることに注意すれば，上と同様に結論を
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得る．ii) R/Qの任意の代表系を V をとり，分解R =
⋃

v∈V (v + Q) (右辺は非交差和)

を考える．V は連続濃度を持つので全単射 g : V → Rが存在する．そこで x ∈ v + Q
(v ∈ V ) に対し f(x) = g(v)と定める．構成より f は任意の有理数を周期として持ち，
かつ f(R) = g(R) = R.
問 1.5.4 [吉田 3, 問 7.3.1]参照．
問 1.5.5平面が円周の非交差和であると仮定し矛盾を導く．それら円周達の集合をC と
記す．C1 ∈ C を任意に選び，その半径を r1とする．仮定よりC1の中心はあるC2 ∈ C

上にある．また，C1 ∩ C2 = ∅より，C2の半径 r2について，r2 < r1/2が必要である．
以後，この手続きを続けると, 半径 rnの円周 Cn ∈ C (n = 1, 2, ...)で，Cn+1は Cnの
内部にあり，rn < r1/2

n が成り立つものが得られる．Cnの周および内部からなる閉円
盤Knはコンパクト集合の縮小列なので

⋂
n≥1Kn 6= ∅ ([吉田 3, 問 9.3.3]参照)．これと

rn → 0より ∃x ∈ R2,
⋂

n≥1Kn = {x}. 再度，仮定より点 xは，ある C ∈ C の上にあ
り，Cの半径を rとすれば，rn ≤ rなる nに対しC ∩ Cn 6= ∅. これは矛盾．
問 1.5.6 i) 命題は正しく証明は以下の通り．0 < a < b < 1に対し,∫ b

a

f ′ = f(b)− f(a).

a → 0, b → 1で上式は f(1)− f(0)に収束する．
ii) 命題には次の反例がある．よく知られているように sin s

s
の (1,∞)上の広義積分は収

束するが絶対収束しない．また 0 < a < b < 1に対し,∫ b

a

sin(1/t)

t
dt =

∫ 1/a

1/b

sin s

s
ds,

∫ b

a

∣∣∣∣sin(1/t)t

∣∣∣∣ dt = ∫ 1/a

1/b

∣∣∣∣sin ss
∣∣∣∣ ds.

ゆえに sin(1/t)
t
の (0, 1)上の広義積分は収束するが絶対収束しない．そこでf(x)

def
=
∫ x

0
sin(1/t)

t

(x ∈ (0, 1]), f(0)
def
= 0とすると f ∈ C([0, 1]), f ′(x) = sin(1/x)

x
は x ∈ (0, 1)について連続．

また，既に見たとおり，f ′の (0, 1)上の広義積分は絶対収束しない．
問 1.5.7 I = J (J =

∫ c

b
dy√

(y2−b2)(c2−y2)
を y = (c2 − x2)1/2 とおいて置換積分).

問 1.5.8 j = 1, ..., n, x ∈ In,j
def
=
[
j−1
n
, j
n

]とする．
fn(x) = (j − nx)f

(
j − 1

n

)
+ (1− (j − nx))f

(
j

n

)
.

より，

|fn(x)− f(x)| ≤ (j − nx)f

∣∣∣∣(j − 1

n

)
− f(x)

∣∣∣∣+ (1− (j − nx))

∣∣∣∣f ( j

n

)
− f(x)

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣(j − 1

n

)
− f(x)

∣∣∣∣ ∨ ∣∣∣∣f ( j

n

)
− f(x)

∣∣∣∣ .
以上と f の一様連続性より，

sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| ≤ max
1≤j≤n

sup
x∈In,j

|fn(x)− f(x)|

≤ max
0≤j≤n

sup
x∈In,j

∣∣∣∣f ( j

n

)
− f(x)

∣∣∣∣ n→∞−→ 0.
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注：f ∈ C(R → R)に対しても折れ線近似 fnを同様に定めることができる．さらに，f

が一様連続なら，上と同様にして fnが f に一様収束することが分かる．
問 1.6.1 i) 簡単のためAf = {B ∈ A , ; µ(B) < ∞}とする．A ∈ Af ならBn ≡ Aで
よい. そこでA 6∈ Af とする．まず次をいう．

1) α
def
= sup{µ(B) ; B ∈ Af , B ⊂ A} = ∞.

αの定義より，∃{Cn}n≥1 ⊂ Af , Cn ⊂ A, µ(Cn)
n→∞−→ α そこで Bn =

⋃n
j=1Bj, B =⋃

n≥1Bnとすれば, B ∈ A , B ⊂ A,

µ(B) = lim
n→∞

µ(Bn) = α.

いま，α < ∞と仮定する．このとき，B ∈ Af と∞ = µ(A) = µ(A\B) + µ(B)より
µ(A\B) = ∞. これと，µの半有限性より ∃C ∈ Af , C ⊂ A\B, 0 < µ(C) < ∞. この
とき，

B ∪ C ∈ Af , B ∪ C ⊂ A, µ(B ∪ C) = µ(B) + µ(C) > α.

これは αの定義に反するので，α = ∞. 以上で 1)を得る．
1) が示されれば，1)の証明中の {Bn}n≥1が所期単調増加可測集合列である．

ii) (第一段) f が非負可測単関数の場合. f は αj ∈ (0,∞), Aj ∈ A (j = 1, . . . ,m)を用
い，次のように表せる:

f =
m∑
j=1

αj1Aj
.

(i)より各 j = 1, . . . ,mに対し，単調増加可測集合列 {Bn,j}n≥1 ⊂ Af をBn,j ⊂ Ajかつ
µ(Bn,j)

n→∞−→ µ(Aj)をみたすようにとれる．このとき gn =
∑m

j=1 αj1Bn,j
は非負可積分

関数の増加列であり gn ≤ f をみたす．さらに∫
S

gndµ =
m∑
j=1

αn,jµ(Bn,j)
n→∞−→

m∑
j=1

αn,jµ(Aj) =

∫
S

fdµ.

(第二段) f が非負可測関数の場合. 非負可測単関数の単調増加列 {fn}n≥1 で各点で
fn ≤ f , fn

n→∞−→ f をみたすものが存在する [吉田 2,p.48,命題 2.2.4]，また，単調収束定
理より

lim
n→∞

∫
S

fndµ =

∫
S

fdµ.

f ∈ L1(µ)なら {fn}が所期可測単関数の単調増加列である．そこで f 6∈ L1(µ)とす
る．このとき，上で述べたことから任意の nに対し可測単関数 fnで各点で fn ≤ fかつ
n <

∫
S
fndµをみたすものが存在する．この fnに対し，第一段により非負かつ可積分

な単関数 hnで hn ≤ fn, n <
∫
S
hndµをみたすものが存在する．最後に gn = maxnj=1 hj

として所期可積分単関数の単調増加列を得る．
問 1.6.2 ある周期 p > 0に対し f(x/p) = c, a.e.ならよいので 1は周期であると仮定し
てよい．したがって, [0, 1]上 a.e.で定数なら十分．フーリエ級数展開より，

f(x) =
∑
n∈Z

cn exp(2πinx) in L2([0, 1]),
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ただし cn =
∫ 1

0
f(x) exp(−2πinx)dx. 仮定より，正の周期の列 pmを pm

m→∞−→ 0なるよ
うにとれる．このとき，

cn =

∫ 1

0

f(x+ pm) exp(−2πinx)dx

=

∫ 1

0

f(x) exp(−2πin(x− pm))dx = exp(2πinpm)cn.

(二つ目の等号は，周期関数の周期積分はシフトしても同じであることによる) n 6= 0と
する．このときm十分大なら |npm| < 1，よって上式より cn = 0. 以上より [0, 1]上 a.e.

で f = c0.

問 1.7.1 [吉田 2, 問 3.1.10]参照．
問 1.7.2 できるとは限らない．実際，Ω = {0, 1, ..., n}, F = 2Ω, また，k ∈ Ωに対し，
P ({k}) =

(
n
k

)
pk(1− p)n−k, Sn(k) = kと定めると Snは確率空間 (Ω,F , P )上で定義さ

れ，パラメーター (n, p)の二項分布に従う確率変数である．ところが，X1, ..., Xnがパ
ラメーター (n, p)の独立試行列とすれば，ベクトル (Xj)

n
j=1 は {0, 1}nの全ての点を正

の確率でとる．したがってΩは少なくとも 2n個の相異なる点を含む必要があり，n ≥ 2

ならΩ = {0, 1, ..., n}上でX1, ..., Xnを実現することはできない．
一方，「Ωが十分大きい」と仮定すればSnはパラメーター (n, p)の独立試行列X1, ..., Xn

の和で表すことができる. 実際，k = 0, 1, ..., nに対し，Y (k, ω)は集合

Hk = {(xj)
n
j=1 ∈ {0, 1}n ; x1 + ...+ xn = k}

上の各点に等確率 (n
k

)−1で値をとり，かつSnと独立とする（このような Y (k, ω)は「Ω

が十分大きい」と仮定すれば存在する）．そこで

X(ω) = (Xj(ω))
n
j=1 = Y (Sn(ω), ω)

と定める. このとき，

Sn(ω) = k ⇐⇒ X(ω) ∈ Hk ⇐⇒ X1(ω) + ...+Xn(ω) = k.

よって Sn(ω) = X1(ω) + ...+Xn(ω). 一方，(xj)
n
j=1 ∈ Hkなら

P (Xj(ω) = xj, , j = 1, ...., n) = P (Sn(ω) = k, Y (k, ω) = (xj)
n
j=1)

= P (Sn(ω) = k)P (Y (k, ω) = (xj)
n
j=1)

=
(n
k

)
pk(1− p)n−k

(n
k

)−1

= pk(1− p)n−k.

よってX1, ..., Xnはパラメーター (n, p)の独立試行列である．
問 1.7.3 大数の法則より，概収束の意味では示すべき収束が成り立つ．そこで Yn =

n
X1+···+Xn

が一様可積分ならよい．さらに Yn ≤ Zn
def
= (X1 · · ·Xn)

−1/nより Znが一様可
積分ならよい．一方，n ≥ 2εなら，p = n/2ε, 1

p
+ 1

q
= 1としてヘルダーの不等式を用

いると，　
E[X

−2/n
1 ] = E[(X−ε

1 )2ε/n] ≤ E[X−ε
1 ]2ε/n.
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よって λ > 0に対し，

E[Zn : Zn ≥ λ] ≤ λ−1E[Z2
n] = λ−1E[X

−2/n
1 ]n = λ−1E[X−ε

1 ]2ε.

上式よりZnは一様可積分である．

問 1.7.4 i) dqm ≤ x < (d+ 1)qmは

qm ≤ x < qm+1かつ logq d ≤ 〈 logq x 〉 < logq(d+ 1)

と同値であり，これらをみたすm ∈ Z, d ∈ {1, . . . , q− 1}が一意に存在することは明ら
かである．ii) i) と同様．iii) 仮定より任意の 0 ≤ a < b ≤ 1に対し

1

n

n∑
j=1

1{〈 xj 〉 ∈ [a, b)} n→∞−→ b− a.

上式で a = logq d, a = logq(d+ 1)として (ii)に注意すればよい．
問 1.8.1 f は偶関数かつ凸関数であることが容易にわかる.また，f(0) ≤ f(x). 実際，
0 = 1

2
x+ −1

2
xより

f(0) ≤ 1

2
f(x) +

1

2
f(−x) = f(x).

そこで，xを固定すると g(t) = f(tx)も凸関数かつ g(0) ≤ g(t). いま，0 ≤ s < tとす
ると，s =

(
1− s

t

)
0 + s

t
tより，

g(s) ≤
(
1− s

t

)
g(0) + +

s

t
g(t) ≤

(
1− s

t

)
g(t) +

s

t
g(t) = g(t).

問 1.8.2 X をノルム空間とする．リースの補題より点列 {cn}n≥1 ⊂ X を ‖cn‖ = 2/3

かつ ‖cm − cn‖ > 2r (∀m > ∀n ≥ 1)をみたすようにとれる．そこで xn ∈ Bn
def
= {x ∈

X ; ‖x− cn‖ ≤ r}とすると

‖xn‖ ≤ ‖xn − cn‖+ ‖cn‖ ≤ r + 2/3 < 1,

‖xn − xm‖ = ‖(xn − cn) + (cn − cm)− (xm − cm)‖

≥ ‖cn − cm‖ − ‖xn − cn‖ − ‖xm − cm‖

> 2r − r − r = 0.

以上より {Bn}は非交差かつ開単位球に含まれる．
問 1.8.3 i) nについての帰納法による．n = 1なら仮定より結果は正しい．また，∃n ∈
N\{0}, Bn 6= 0, ABn −BnA = nBn−1とすると，ABn+1 = ABnB = (BnA+nBn−1)B

= BnAB + nBn = Bn(BA + 1) + nBn = Bn+1A + (n + 1)Bn. また上式と Bn 6= 0

より Bn+1 6= 0もわかる．ii) 線形写像 Γ : L (X) → L (X) を ΓT = ABT － TBA

(T ∈ L (X)) により定めると i) より ΓBn−1 = nBn−1．いま，A,B ∈ B(X)と仮定す
る. このとき，T ∈ S(B(X))に対し，‖ΓT‖X→X = ‖ABT − TBA‖X→X ≤ ‖AB‖X→X

+‖BA‖X→X . よって，‖Γ‖B(X)→B(X) ≤ ‖AB‖X→X +‖BA‖X→X．一方，i) より, ∀n ∈
N\{0}, ‖Γ‖B(X)→B(X) ≥ n (不合理)．
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問 1.8.4 i)対称性より (⇒)を言えばよい．有界線形作用素U : X → XがU(IX−BA) =

(IX − BA)U = IX をみたすなら，V = IY + AUB : Y → Y は有界線形作用素かつ
V (IY − AB) = (IY − AB)V = IY をみたすことが容易にわかる．ii) 問 1.3.5 i)に
よる．iii) X/Ran(IX − BA)が n次元と仮定する．Ran(IX − BA)は閉部分空間だか
ら [吉田 5, p.204, 補題 7.5.3 a)]より Ran(IX − BA)⊥も n次元．一方，[吉田 5, p.109,

命題 4.2.8 a)]より Ker(IX∗ − A∗B∗) = Ran(IX − BA)⊥ も n次元. これと ii)より
Ker(IY ∗ −B∗A∗) = Ran(IY −AB)⊥も n次元. すると再び [吉田 5, p.204, 補題 7.5.3 a)]

より Y/Ran(IY − AB)は n次元である．iv) iii)の帰結．
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