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はじめに
早いもので団代数が導入されて20年がたち, すでに代数学, 幾何学, 解析学, 数理物理学など広
くさまざまな分野における応用や関連が知られている. したがって, 団代数の有用性と重要性
はもはや明らかと言って良いと思うが, 一方で「残念ながら団代数自身の本質的な定義にはい
まだ達していない」というのが講演者独自の視点である. それは群論で言えば「具体的な鏡映
群は知っているが, Coxeter群やルート系の観点には達していない」という状況におおよそ例え
ることができるかもしれない. 本講演では, このような視点に基づいて, 団代数について予備知
識がない人を念頭に, 団代数の良い点を紹介しつつ,「団代数の何がわかっていないのか」を説
明する. また, 団代数とルート系との関係, ならびに団代数理論の重要な定理を証明するうえで
有効な方法である散乱図式についても合わせて紹介する. 本講演とこのノートがこれから団代
数を学ぶ人に対していくばくかの道標になれば幸いである.

1. 団代数
1.1. Fomin-Zelevinskyによる団代数の定義
団代数 (cluster algebras)は, 2000年ごろにFomin-Zelevinsky [FZ02]が, Lie理論における代数
多様体（たとえば, Grassmann多様体, SLk, 半単純Lie群の二重Bruhat胞体など)に現れる代
数構造を正値性やLaurent性の観点から一般化した可換代数のクラスである. 一方, ほぼ同時期
に, 本質的に独立に, 曲面の三角分割やTeichmüller理論の量子化・高次化などの幾何学的観点
から, Fock-Goncharov [FG09]が団代数の概念に到達したことも特筆すべきことである. (その
原型は [CF99]に遡る.) 現在ではそれらの当初の目的と動機を大きく超えて, 団代数 (あるいは
より広く団構造)は数学のさまざまな分野に普遍的・横断的に現れる代数的組み合わせ論的構
造として多くの研究者に認識されている. そしてまたその状況は, 同じく代数的組み合わせ論
的構造であるルート系を想起させる. 実際, 団代数はルート系とも深く関係する.

なにはともあれ, まずはFomin-Zelevinsky [FZ02]による団代数の定義を述べよう.

団代数においては, 種子 (seed) と変異 (mutation)という二つの概念が基本的である. まず始
めに自然数nを固定する. これは団代数のランクと呼ばれる.

定義 1.1. n次整数正方行列 B = (bij)
n
i,j=1に対して, ある正整数対角行列D = (diδij)

n
i,j=1が存

在して
dibij = −djbji, (1)

すなわち, DBが反対称行列となるとき, Bを反対称化可能 (skew-symmetrizable)といい, Dを
Bの (左)反対称化子 (skew-symmetrizer)という.

定義 1.2. Fをn変数の有理関数体と同形な体とする. x = (x1, . . . , xn)をFの代数的に独立なn

個の元の組とする. また, Bをn次の反対称化可能 (整数)行列とする. このとき,ペアΣ = (x, B)

を種子 (seed)という. 変数の組xを団 (cluster), 各変数xiたちを団変数 (cluster variables), 行列
Bを交換行列 (exchange matrix)という. また, Fを (団変数の)周囲体 (ambient field)という.

注意 1.3. より一般には, 種子を定義するにあたって始めに係数半体 (coefficient semifield)とい
うものを与えるのであるが, ここでは簡単のため, (係数半体が自明半体である)係数なしの団変
数 (cluster variables without coefficients)のみを考える.
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である．



任意の整数aに対して,

[a]+ := max(a, 0) (2)

と定める. 以下の公式をよく用いる.

a = [a]+ − [−a]+. (3)

次に種子の変異を定義する.

定義 1.4. 任意の種子 Σ = (x, B)と k ∈ {1, . . . , n}に対して, 新しい種子Σ′ = (x′, B′) を以下
で定める.

x′i =


x−1
k

 n∏
j=1

x
[bji]+
j +

n∏
j=1

x
[−bji]+
j

 i = k,

xi i 6= k,

(4)

b′ij =

−bij i = k or j = k,

bij + bik[bkj ]+ + [−bik]+bkj i, j 6= k.
(5)

種子Σ′をΣのkにおける変異 (mutation)といい, µk(Σ)と表す.

上の定義より, µkは対合的である, すなわち, 定義1.4において

Σ = µk(Σ
′)

であることが容易に確かめられる. これよりx′が代数的に独立的であることがわかる. さらに,

B′はBと同じ反対称化子Dにより反対称化可能であることも容易に確かめられる. 以上より
µk(Σ)が実際に種子であることがわかる. また, Bが反対称行列ならば, B′も反対称行列である
ことにも注意する.

Tnをn正則木 (n-regular tree), すなわち各頂点からちょうどn本の辺が出ているサイクルを
持たないグラフとする. さらに, 各頂点から出ている辺には1からnまでのラベルが重複なく付
与されているものとする. また, 記号を濫用してグラフTnの頂点の集合もTnと表す.

定義 1.5. n正則木の頂点集合Tnを添字集合に持つ種子の族Σ = {Σt = (xt, Bt)}t∈Tnにおい
て, ラベルkを持つ辺で結ばれている任意の頂点のペア t, t′ ∈ Tnに対してΣt′ = µk(Σt)となる
とき, Σを団パターン (cluster pattern)という. また, 団パターンから交換行列の族を取り出し
たものB = {Bt}t∈TnをBパターン (B-pattern)という.

注意 1.6. BパターンB = {Bt}t∈Tn に属する全ての行列Btに対して共通の反対称化子Dをと
ることができる. 特に, Btの一つが反対称行列であれば, 全てのBtは反対称行列である.

団パターンΣの種子Σt = (xt, Bt)に対して, 以下の記号を用いる.

xt = (x1;t, . . . , xn;t), Bt = (btij)
n
i,j=1. (6)

n正則木Tnの任意の頂点 t0を一つ固定し, 初期頂点 (initial vertex)と呼ぶことにする. 団パ
ターンΣに対して, 初期頂点 t0における種子Σt0 をΣの初期種子 (initial seed)という. 団パ
ターンΣは初期種子Σt0からTn上で変異を繰り返すことにより一意的に定まる.

定義 1.7. 団パターンΣに対して, 周囲体Fにおいて全ての団変数xi,t (i = 1, . . . , n; t ∈ Tn) の
生成するZ部分代数 A = A(Σ) = A(Σt0)をΣ の定める (あるいは初期種子Σt0の定める)団代
数 (cluster algebra)という.



すなわち, 団代数とは何かを平易に述べれば,「初期団変数から変異を繰り返して芋づる式に
得られる全ての団変数で生成される代数」となる.

本稿では, 団代数そのものではなく, その背後にある団パターンをより基本的な「団構造
(cluster structure)」の核心と考え, もっぱら団パターンについて論じる. もちろん, 団代数の
元々の導入の動機である代数多様体への応用といった局面では団代数そのものが重要であるが,

一般に団代数理論が現れる様々な分野おいては, 団代数よりもむしろ団パターンとの関連が中
心となることが多い.

注意 1.8. 本稿を執筆するにあたり, あらためて Sergey Fomin氏に seedとmutationという用
語の元々の意図を尋ねたところ以下のお返事をいただいた. 「団代数における種子が部分的に
変化することと, それがn正則木上で部分的に変遷をくり返していく様が進化生物学における
変異の系統図を想起させることからmutationと呼び, また, 木グラフの発生のもととなるもの
を“木”にちなんで (initial) seedと呼んだ.」
1.2. 係数とY 種子
次に, 団代数の理論において団変数とならんで重要な係数 (coefficents)について説明する. 注意
1.3で触れたように, 係数 (以下の変数yi)は本来はある半体 (semifield)に値を取り, その名の通
り団変数の「係数」の役割を果たすが, 本稿ではそのことは忘れ団変数とは独立なものとして
定義をする. Υ = (y, B)を定義1.2における種子, すなわち周囲体Fの代数的に独立な元のn組
y = (y1, . . . , yn)と反対称化可能行列Bの組とする. ここではこれをY 種子 (Y -seed)と呼び, そ
の変異 (y′, B′) = µk(y, B)を, 行列B′は (5)のままとし, y′ = (y′1, . . . , y

′
n)を以下で定める.

y′i =

y−1
k i = k,

yiy
[bki]+
k (1 + yk)

−bki i 6= k.
(7)

種子の変異と同じく, Y 種子の変異についても対合性µ2
k = idを簡単に確かめられる. 定義1.5に

おける種子の族Σ = {Σt}をY 種子の族Υ = {Υt}に置き換えたものをY パターン (Y -pattern)

という.

本稿では, 共通の B パターンを持つ団パターン Σ = {Σt = (xt, Bt)}t∈Tn と Y パターン
Υ = {Υt = (yt, Bt)}t∈Tn を並行して扱う．そこで, 両者を統合したものをあらためてΣ =

{Σt = (xt,yt, Bt)}t∈Tnとおき, 団パターンと呼ぶことにする. また, 以下の議論ではxtとytは
対等な役割であるので, それぞれに属する変数を単にx変数, y変数と呼ぶことにする. 以下で
見るように, この二つの変数の間にはある種の双対性があることがわかる. y変数に対しても,

(6)と同様の記号yt = (y1;t, . . . , yn;t)を用いる.

話が少し前後するが, 前節の種子 (x, B)に対して, ŷ変数 ŷ = (ŷ1, . . . , ŷn)を

ŷi =

n∏
j=1

x
bji
j . (8)

と定めると, x変数の変異 (4), (5)の元で, ŷ変数の変異は, y変数の変異 (7)における yiを ŷiで
置き換えた式で与えられる. また, x変数の変異 (4)は, ŷ変数を用いて

x′i =


x−1
k

 n∏
j=1

x
[−bji]+
j

 (1 + ŷk) i = k,

xi i 6= k,

(9)

と表される. ŷ変数は団代数理論において重要な役割を果たす.



1.3. 例: A2型団パターン
以下では, 最も簡単で非自明なA2型と呼ばれる団パターンを考える. ランクnを2として, 2正
則木T2上の団パターンを以下の変異の列で表す.

· · · µ2↔ Σ(−2)
µ1↔ Σ(−1)

µ2↔ Σ(0)
µ1↔ Σ(1)

µ2↔ Σ(2)
µ1↔ · · · (10)

Σ(0) = (x(0),y(0), B(0))を初期種子として, 初期交換行列B(0)を以下の (最も簡単で非自明
な)反対称行列で与える.

B(0) = B =

(
0 −1

1 0

)
. (11)

初期変数x(0), y(0)をx, yと書き, 変異の定義 (4), (5), (7)に従って団Σ(t) = (x(t),y(t), B(t))

を t = 1, . . . , 5について具体的に計算をすると以下のようになる. (初めて団代数を学ばれる人
は, この計算を自分の手ですることを強くおすすめする.)

ただし, 後に出てくる分離公式 (定理 1.12)の参考のために, 初期 ŷ変数 ŷ1, ŷ2を, (8)にした
がい,

ŷ1 = x2, ŷ2 = x−1
1 (12)

で定め, x変数の表示は初期x変数によるものと初期 ŷ変数によるものを併記する.

B(0) = B,

x1(0) = x1,

x2(0) = x2,

y1(0) = y1,

y2(0) = y2,
(13)

B(1) = −B,


x1(1) = x−1

1 (1 + x2)

= x−1
1 (1 + ŷ1),

x2(1) = x2,

y1(1) = y−1
1 ,

y2(1) = y2(1 + y1),
(14)

B(2) = B,


x1(2) = x−1

1 (1 + x2),

x2(2) = x−1
1 x−1

2 (1 + x1 + x2)

= x−1
2 (1 + ŷ2 + ŷ1ŷ2),

y1(2) = y−1
1 (1 + y2 + y1y2),

y2(2) = y−1
2 (1 + y1)

−1,
(15)

B(3) = −B,


x1(3) = x−1

2 (1 + x1)

= x1x
−1
2 (1 + ŷ2),

x2(3) = x−1
1 x−1

2 (1 + x1 + x2),

y1(3) = y1(1 + y2 + y1y2)
−1,

y2(3) = y−1
1 y−1

2 (1 + y2),
(16)

B(4) = B,

x1(4) = x−1
2 (1 + x1),

x2(4) = x1,

y1(4) = y−1
2 ,

y2(4) = y1y2(1 + y2)
−1,

(17)

B(5)−B,

x1(5) = x2,

x2(5) = x1.

y1(5) = y2,

y2(5) = y1.
(18)

この結果を観察すると, x変数 (特に ŷ変数による表示)とy変数には関連性があることがわかる.

特に, 最後の式 (18)より, x変数, y変数はともに添字1, 2 の入れ替えを法とした周期性 (半周期
性)を同時に持つ. これを5角関係式 (pentagon relation)という. さらに, 行列B(5) = −Bの添
字 1, 2 を同時に入れ替えるとB(0) = Bになることに注意をすると, 種子Σ(5)は, 変数と行列
の添字 1, 2 を同時に入れ替えることにより, 種子Σ(0)と一致する. すなわち, 変異の列 (10)は



5を半周期に, したがって10を全周期に持つ. これより, この団パターンの定める団代数は以下
の5つの元から生成されることがわかる.

x1, x2,
1 + x2
x1

,
1 + x1 + x2

x1x2
,
1 + x1
x2

. (19)

注意 1.9. 5角関係式というのは団代数以前にも随所に出てくるが, 「5角関係式の背後に団代
数あり」というのが (著者が念頭においている)スローガンである.

1.4. Laurent性と有限型の分類
以下では団代数 (団パターン)の最も基本な二つの性質を述べる. 前節の例を参照しながら読ん
でいただきたい.

前節の例と同様に, 初期変数xt0をx = (x1, . . . , xn)と表す. 一般に, 変異 (4)の合成により頂
点 tにおけるx変数xt;iは初期変数xの有理式となるが, 以下の簡約化がおこる.

定理 1.10 (Laurent性 (Laurent phenomenon) [FZ02]). 任意のx変数xi;tは初期変数xの整数
係数Laurent多項式で表せる. (すなわちその有理式の分母は分子の因数と必ずキャンセルする.)

証明は初等的であるが巧妙な (Tn上の距離についての)帰納法で与えられる. 実際, Fomin-

ZelevinskyはこのようなLaurent性を持つ再帰的に定まる有理変換のさまざまな例を観察し, 深
い洞察力によりそれらを広範に一般化して前記の種子とその変異の概念に達したのであった.

なお, y変数については前節の例からもわかるようにLaurent性はなりたたない.

前節の A2型の団パターンは, 周期性により, 有限個の x変数および y変数しか持たなかっ
た. これは一般の団パターンでは成りたたないが, この性質を持つ団パターン (団代数)を有限
型 (finite type)という. 有限型団パターンの分類はFomin-Zelevinsky [FZ03a]により与えられ
た. 定理を述べるために, 反対称化可能行列Bに対して, 同じサイズの正方行列A(B) = (aij)

を以下で定める.

aij =

2 i = j,

−|bij | i 6= j.
(20)

行列A(B)はKac-Moody Lie代数の意味での対称化可能 (一般)Cartan行列 [Kac90]になってい
る. これをBに付随するCartan行列と呼ぶ.

定理 1.11 (有限型団パターンの分類 [FZ03a]). 団パターンΣが有限型であるための必要十分
条件は, ある t ∈ Tnに対して, 交換行列Btに付随するCartan行列A(Bt)が有限型のCartan行
列になることである.

この定理は, 有限型の団パターンが有限型のKac-Moody代数 (あるいは有限型の結晶的ルー
ト系)と同じ分類を持つことを意味し, 団代数理論とルート系の関連性の基幹をなす.

1.5. 分離公式
団パターンを, n正則木Tnの頂点を離散パラメーター (離散時間)に持つ, 時間発展が有理変換
で与えられる離散力学系とみなすことができる. 例えば, 1990年代より共形場理論において研
究されていたT系 (T -system)やY 系 (Y -system)などの関数方程式系は, 実は団パターン (の一
部)とみなすことができる [FZ03b, IIK+10]. また最近では離散Painlevé方程式の種々のクラス
も, 団パターン (の一部)に帰着されることがわかっている [OS20]. 離散力学系では, 時間 tにお
ける変数xt, ytを初期頂点 t0における初期変数x, yで記述することが一つの目標となる. 本節
では, そのような記述に対して成り立つ分離公式 [FZ07]というものについて説明する.

n正則木Tn上の団パターンΣが与えられたとする. 特に, BパターンB = {Bt}t∈Tnが定ま
る. Bと初期頂点 t0 ∈ Tnより, n次正方行列の二つの族C = {Ct = (ctij)}t∈Tn , G = {Gt =



(gtij)}t∈Tnを以下の初期条件と変換 (変異)により一意的に定める:

Ct0 = I, (21)

ct
′
ij =

−ctik j = k,

ctij + ctik[b
t
kj ]+ + [−ctik]+b

t
kj j 6= k,

(22)

Gt0 = I, (23)

gt
′
ij =


−gtik +

n∑
ℓ=1

gtiℓ[−btℓk]+ −
n∑

ℓ=1

bt0iℓ [−ctℓk]+ j = k,

gtij j 6= k.

(24)

ただし, (22), (24)では tと t′はラベルkの辺で結ばれるとする. 種子の変異と同様にこれらの変
換は対合的である. 行列 Ct, GtたちをΣに付随するC行列 (C-matrices), G行列 (G-matrices)

という. さらに, B, t0と上のC = {Ct}t∈Tnを用いて, 初期 y変数y = (y1, . . . , yn)の有理関数
のn組の族F = {Ft = (F1;t, . . . , Fn;t)}t∈Tnを以下で一意的に定める: ((26)における t, t′は上
のものと同じである.)

Fi;t0(y) = 1, (25)

Fi;t′(y) =


Fk;t(y)

−1

 n∏
j=1

y
[−ctjk]+
j

n∏
j=1

Fj;t(y)
[−btjk]+ +

n∏
j=1

y
[ctjk]+
j

n∏
j=1

Fj;t(y)
[btjk]+

 i = k,

Fi;t(y) i 6= k.

(26)

この変換もやはり対合的である. Fi;t(y)たちをΣに付随するF多項式 (F -polynomials)という.

実際, 定理 1.10 のLaurent性の証明を精密化することにより, 有理関数Fi;t(y)は変数yの整数
係数多項式となることがわかる [FZ07]. 以上において, BパターンBは初期頂点 t0における交
換行列Bt0のみから変異により定まるので, 結局, C行列, G行列, F 多項式は初期頂点 t0と初
期交換行列Bt0より一意的に定まることを強調しておく.

初期x変数x = xt0に対して, (8)にしたがい初期 ŷ変数 ŷ = (ŷ1, . . . , ŷn)を以下で定める.

ŷi =
n∏

j=1

x
b
t0
ji

j . (27)

以上を用いて, 団パターンのx変数, y変数は初期変数x, yにより以下のように表示される.

定理 1.12 (分離公式 (separation formulas) [FZ07]). 任意の団パターンΣ = {Σt = (xt,yt, Bt)}
に対してC, G, Fを上で定義したものとする. また, ŷ = (ŷ1, . . . , ŷn)を (27)で定義したものと
する. このとき, 以下が成り立つ.

xi;t =

 n∏
j=1

x
gtji
j

Fi;t(ŷ), (28)

yi;t =

 n∏
j=1

y
ctji
j

 n∏
j=1

Fj;t(y)
btji . (29)

すなわち, x変数, y変数を知ることは, C行列, G行列, F多項式を知ることに帰着される. ま
た, 1.3節で観察されたx変数 (特に ŷ変数による表示)とy変数の類似性は上の公式から説明さ
れる.



分離公式は任意の団パターンについて成り立つ (今のところ)ほぼ唯一の構造定理と呼ぶべき
ものであり, 団パターンの様々な応用の多くはこの分離公式に基づくものである. 言い換える
と,「何がしかの数学的対象が団代数 (団パターン)に帰着されて何がうれしいのですか?」とい
う問に対して, 多くの場合に「分離公式で制御できること」がその答となる.

また, 本稿では正確な説明を省略するが, y変数に対してトロピカル化という操作が可能であ
る. これは平たくいうと, y変数の初期y変数による有理関数としての表示の「主要部」をとる
ことであり, より具体的には, F 多項式を忘れる (1と置く)操作に他ならない. そこで, 分離公
式 (29)を見ると, y変数 yi;tのトロピカル化のベキはC行列Ctの第 i列目のベクトルで与えら
れる. すなわち, C行列Ctは y変数の組ytのトロピカル化 (トロピカル y変数)とみなせる. 一
方, G行列Gtについては本義的な意味でのx変数のトロピカル化ではないが, 分離公式 (28)を
通してF 多項式を 1と置くという意味でやはりx変数の組xtのトロピカル化 (トロピカルx変
数)とみなせる. 一方, F多項式は非トロピカル部分、すなわちトロピカル化で脱落する非主要
部分の情報を持つのである.

1.6. 符号同一性とLaurent正値性
本節ではC行列とF多項式に関するさらなる二つの重要な結果について述べる. これらはいず
れもFomin-Zelevinsky [FZ07]により予想されたものであり, 団代数理論の基本的な問題として
(ここでは詳細は割愛するが)多くの研究者による部分的な解決を経て, 最終的にGross-Hacking-

Keel-Kontsevich [GHKK18]によって解決された.

第一の結果は, C行列に関するものである.

定理 1.13 (C行列の列符号同一性 (sign-coherence) [GHKK18]). C行列Ctの各列ベクトルは
0ベクトルではなく, その0でない成分は全て正, または全て負である.

第二の結果は, F多項式の係数の正値性である.

定理 1.14 (Laurent正値性 (Laurent positivity) [GHKK18]). 任意の団パターンΣに対する任
意のF多項式Fi;t(y)に現れる単項式の (整数)係数は全て正である.

[GHKK18]以前においては, 反対称な交換行列を持つ団パターンに対しては, 定理 1.13につ
いては箙の表現論を用いた証明 [DWZ10]が, また定理1.14についてはグラフを用いた組み合わ
せ論的な証明 [LS15]がそれぞれ与えられていた. Grossたち [GHKK18]は, 散乱図式の手法に
よりこれらを一般の団パターンに対して証明した. 散乱図式については, 3章で詳しく説明する.

問題 1.15. 定理1.13の「より初等的な」証明を与えよ.

団パターンに関する主要な結果のほとんどは, 分離公式とこの二つの定理を経由して導かれ
る. 以下では定理1.13の重要な帰結をいくつかあげておく.

定理1.13は以下の命題と等価である [FZ07].

定理 1.16. F多項式Fi;t(y)は1を定数項に持つ.

また, 定理 1.13より以下の命題が得られる. (これらは, 定理 1.13の仮定のもとに [GHKK18]

以前に導かれたものである.)

定理 1.17 (G行列の行符号同一性 [NZ12].). G行列Gtの各行ベクトルは 0ベクトルではなく,

その0でない成分は全て正, または全て負である.

定理 1.18 ([NZ12]). Dを交換行列Btたちに共通の反対称化子とする. 以下の等式がなりたつ.

DBt = CT
t (DBt0)Ct, (30)

(ユニモジュラー性) |Ct| = |Gt| = ±1, (31)

(双対性) D−1GT
t DCt = I. (32)



ここで, 行列Mの転置をMT と表す.

1.7. 同期性
この節では団パターンにおける同期性について説明する. これも分離公式と前節の二つの基本
定理を経由して得られるものである.

引き続きnを団パターンΣのランクとして, Snをn次対称群とする. 置換σ ∈ Snのx変数,

y変数, 交換行列, C行列, G行列への左作用を以下で定める.

x′ = σxt, x′i = xσ−1(i);t, (33)

y′ = σyt, y′i = yσ−1(i);t, (34)

B′ = σBt, b′ij = bσ−1(i)σ−1(j);t, (35)

C ′ = σCt, c′ij = ciσ−1(j);t, (36)

G′ = σGt, g′ij = giσ−1(j);t. (37)

以上の定義は分離公式 (28), (29)と両立することに注意する. また, 種子へのσの作用をσΣt =

σ(xt,yt, Bt) = (σxt, σyt, σBt)で定める.

定義 1.19. 種子の変異の列
Σ0

µk1−→Σ1

µk2−→· · ·
µkL−→ΣL

と置換σ ∈ Sn に対してΣL = σΣ0が成り立つとき, この変異の列をσ周期的 (σ-periodic)であ
るという.

例えば, A2型の団パターン (10)において, Σ(0)からΣ(5)への変異の列は, τ12を1と2の互換
とすると, τ12周期的である.

定理 1.20 (同期性 (synchronicity phenomenon) [Nak20]). 任意の団パターンΣとそれに付随
するC行列, G行列について, 置換σ ∈ Snおよび t1, t2 ∈ Tnに対する以下の周期条件は互いに
同値である.

(i). xt1 = σxt2 .

(ii). yt1 = σyt2 .

(iii). Ct1 = σCt2 .

(iv). Gt1 = σGt2 .

(v). Σt1 = σΣt2 .

(iii)と (iv)が同値であるのは双対性 (32)の帰結である. この定理の中でとりわけ重要な事実
は, (iii)から (ii)が, また, (iv)から (i)が従うことである. 1.5節で述べたように, C行列は y変
数の組ytのトロピカル化と, G行列はx変数の組xtの (ある意味の)トロピカル化と同一視され
た. また, トロピカル化とは, F多項式を1とおく (多項式の非定数項をすべて忘れる)という非
常に粗い近似であった. それにも関わらず, xt, ytはそのトロピカル部分Gt, Ctから一意的に
定まるのである. これは, もちろん団パターンが変異の定める非常に特別な変換にしたがうと
いうことの帰結である. この事実を標語的に言えば, 「団パターンにおいては脱トロピカル化
(detropicalization)がなりたつ」ということになる. また, (i)と (ii)の同値性は, 1.3節の例で見
た x変数と y変数の同期性が任意の団パターンに成り立つことを意味するが, これも上の脱ト
ロピカル化を経由して示される非自明な事実である.

この反トロピカル化の事実は, 団パターンに帰着できる離散力学系に対する強力な応用を持
つ. 例えば, 90年代に, 共形場理論における様々な Y 系に対して, Zamolodchikov周期性とい
う周期性が予想されていた [Zam91]. これを解決するために, 団代数導入以前 (B.C.= Before

Cluster algebra)に様々な努力が成されたが, 特別な場合以外には解決されなかった. これを, 団
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図 1: A2型の (ラベル付き)交換グラフ

代数導入後 (A.D.)に, この周期性をある団パターンの周期性に帰着させ, さらに (ルート系と関
連する) C行列の周期性に帰着させることにより, この予想が解決されたのである [IIK+13].

1.8. 団代数とは何か
一通りの準備ができたので, いよいよ本講の主題である「団代数とは何か」ということについ
て著者の視点を述べる.

まずすでに述べたように, 著者は定義1.7で与えた「団代数」そのものでなく, その背後にあ
る「団パターン」をより基本的な「団構造 (cluster structure)」の核心と考える. したがって,

「団パターンとは何か」という問題に転じて論ずる.

話に先立って, 亜群の定義を思い出しておく.

定義 1.21. 全ての射が可逆である圏を亜群 (groupoid)という.

例えば, 群とは, ただ一つの対象を持つ亜群に対して射の集合に合成により積の演算を定めた
ものに他ならない.

さて, 団パターンΣとは, n正則木Tn上に種子を変異にしたがって配置したものであった. Σ

において, 異なる頂点 t1, t2 ∈ Tnに対してΣt1 = Σt2が成り立つときに t1と t2を同一視するこ
とにより, Tnの商グラフが (Tnの辺のラベルを保ちながら)矛盾なく定まる. さらに, この商グ
ラフの異なる頂点 (の代表元) t1, t2と置換σ ∈ Snに対してΣt1 = σΣt2が成り立つとき, t2から
t1へ矢 (向きのついた辺)を加えラベルσをつけることにする. このグラフΓ(Σ)を, 団パターン
Σの (ラベル付き)交換グラフ (labeled exchange graph)という. 例えば, 1.3節のA2型の団パ
ターンの例では, Γ(Σ)は正10角形に対して各対頂点を結ぶラベル τ12の矢を双方向に加えたも
のとなる (図1).

注意 1.22. 上の (ラベル付き)交換グラフは [Nak20]によるもので, [FZ07]の (ラベルなし)交換
グラフをσの情報を加えて精密化したものである.

交換グラフΓ(Σ)は亜群とみなせる. すなわち, Σの互いに異なる全ての種子を対象として,

恒等射に変異 µkと σ周期に対応する置換 σを射に加えた亜群が交換グラフに他ならない. こ
の亜群をΣに付随する団亜群 (cluster groupoid)と呼ぶのは自然であろう. (Fock-Goncharov

[FG09]は, これを cluster modular groupoidと呼んでいる.)

ここで, 有限鏡映群とCoxeter群の関係とのアナロジーを考える. 鏡映群に対応するものが団
パターンに付随する交換グラフ (=団亜群)であり, 鏡映に対応するものが種子の変異である.

一方, 有限鏡映群を抽象群として記述するものがCoxeter群であり, よく知られた生成元 s1,

. . . , snと基本関係式

s2i = id, (sisj)
mij = id (i 6= j) (38)

という形で与えらえる. そこで, 団亜群Γ(Σ)を亜群として (射の)生成元と基本関係式で記述す
ることが基本的な問題となる. 例えば, 生成元として, Tnの頂点 tおける変異と置換に対応する
射µt

k, σ
tたちをとろう. (ただし, 射σtの始対象, 終対象が何か, また, どれだけのσtが必要か



は先見的にはわからない.) このとき, 以下の関係式が「必要」であることはわかる. (以下では,

射の等号は両辺の射の始対象および終対象がそれぞれ等しいことも意味する.)

(i) 変異の対合性:

µt1
i µ

t
i = idt. (39)

ただし, t1 ∈ Tnは tとラベル iの辺で隣接する頂点とする.

(ii). 可換な変異: btij = 0となる i, jに対して,

µt1
i µ

t
j = µt2

j µ
t
i. (40)

ただし, t1, t2 ∈ Tnは tとそれぞれラベル j, iの辺で隣接する頂点とする.

(iii). 五角関係式 (1.3節のA2型周期) : |btij | = |btji| = 1となる tと i, jに対して,

µt4
j µ

t3
i µ

t2
j µ

t1
i µ

t
j = τ tij , τ t5ij τ

t
ij = idt. (41)

ただし, t1, . . . , t5 ∈ Tn は tから順にラベル j, i, j, i, jの辺で隣接する頂点し, また τ tij = τ tjiを
(iと jの互換 τijに対応する) tから t5への射とする.

(iv). (iii)における互換 τ tijたちのみたす対称群の関係式に由来する関係式.

これらはCoxeter群の関係式 (38)の自然な類似とみなせる. ところで,「交換行列が反対称行
列である団パターンに対して, 上の (i)–(iv)は交換グラフの基本関係式である」という楽観的な
期待に対しては, 多くの例で成り立つ一方で, 反例があることがすでに知られている [FST08].

(例えば, ちょうど二つの穴を持つ閉曲面に付随する団パータンが反例を与える.)

そこで, 以下の問題を重要な未解決問題としてあげておく.

問題 1.23. 任意の団パターンΣの交換グラフΓ(Σ)の亜群としての生成元と基本関係式を交換
関係式の族Bを用いて記述せよ.

もう少し平たく言えば, 与えられた団パターンに対して, A2型, B2型, G2型の団パターンの
(明らかな)周期に帰着できない非自明な周期はどれぐらいあるか？という問である.

さらに, 亜群の観点から, 前節の同期性 (定理1.20)の意味を考えよう. 定理1.20は, 種子のみ
ならず, x変数, y変数, C行列, G行列のいずれもが, 団パターンと全く同じ交換グラフを持つ
ことを意味する. また, ここでは詳細を述べないが, Chekhov-Shapiro [CS14]によって一般団代
数 (generalized cluster algebras)というものが導入されている. これはx変数の変異 (9)とy変
数の変異 (7)における1次式1+ ŷk, 1+ ykを高次の多項式に一般化したものであるが, 前節まで
に述べた団パターンに対する基本的性質はすべて一般化して成立する (Laurent正値性について
は予想). さらに, (Laurent正値性の予想のもとで) 任意の一般団代数における団パターンの交
換グラフもまた, ある通常の団パターンの交換グラフと一致することが知られている [Nak20].

そこで, 見方を逆転させて, 団亜群という抽象的な亜群が始めにあって, それが, 種子, x変数, y

変数, C行列, G行列, あるいはそれらの一般団代数への一般化などによるさまざまな「実現 (忠
実な表現)」を持つと見なすことは自然である. それは, 元来は行列により定義されるLie代数
glnに対して, 抽象Lie代数として様々な表現を考えることとパラレルな視点である.

話が長くなったが, このように考えると, Fomin-Zelevinskyによる種子の変異というのは, 団
亜群の最も基本的な実現としてLaurent性の観点からたまたま (あるいは歴史の必然として) 発
見されたものであって, 団構造の実体は抽象的な団亜群であり, その定義 (基本関係式)がわかっ
ていないことは致命的な問題である, という見方が可能である. したがって本稿の冒頭で述べ
たように, 団代数 (団構造)の本質的な定義にはいまだ達していない, と著者は考えるのである.



2. ルート系との関係
鏡映群とCoxeter群はルート系と深く結びついているが, 団代数も, 例えば定理 1.11で見たよ
うに, ルート系と関連が深い. あるいは一歩進めて, 団代数の理論自体をルート系の理論のある
種の拡張理論と考えることもできるかもしれない. この章では, 特に cベクトルとルート系の関
係および, その双対である gベクトルの生成する錐と扇を紹介し次章の散乱図式への橋渡しと
する.

2.1. cベクトルとルート系
C行列Ct (t ∈ Tn)は, 団パターンΣ (あるいはBパターン)と初期頂点 t0により定まるのであっ
た. C行列Ctの第 i列を ci;tと表し, これらを cベクトル (c-vectors) という. 分離公式 (29)よ
り, cベクトル ci;tは y変数 yi;tのトロピカル化と同一視された. また, 定理 1.13より, これらは
符号同一性を持つのであった, 符号同一性というのはルート系の特質 (任意のルートは正ルート
または負ルートになる)であるから, cベクトルがなんらかのルート系のルートであることを期
待させる.

一般に, 反対称化可能行列Bに付随する (一般)対称化可能Cartan行列A(B)に対して, A(B)

の定めるルート系 [Kac90] (すなわちA(B)の定めるKac-Moody Lie代数のルートの集合)を
Φ(A(B))とする.

Nakanishi-Stella [NS14]はZelevinskyとともに以下の予想を与えた.

予想 2.1 (ルート予想 [NS14]). 任意の cベクトルci;tはルート系Φ(A(Bt0))のルートである.

実際, 初期交換行列Bが反対称行列の場合は, Bを箙Q = Q(B)と同一視して得られる道代
数 kQの表現論と関連づけることにより上の予想は成立することが示される. もう少し詳しく
述べると以下のようになる. 有名なKacの定理により, 直既約なkQ(B)加群Mの次元ベクトル
はルート系Φ(A(B))の正ルートとなり, またその逆も成り立つ. 特に, 直既約なkQ(B)加群M

がEndkQ(B)(M) = kをみたすとき, Mの次元ベクトルを Schurルートという. Chávezによる
以下の結果より, この場合に予想2.1が成立する.

定理 2.2 ([Chá15]). 反対称な交換行列を持つ団パターンΣと任意の初期頂点 t0に対して, 任意
の cベクトルはルート系Φ(A(Bt0))のSchurルートになる.

一方, Nakanishiと Stellaは, 有限型団パターンに対して, cベクトルの明示的な表示 (ダイア
グラム表示)与えることにより予想2.1が成立することを示した.

定理 2.3 ([NS14]). 有限型団パターンΣと任意の初期頂点 t0に対して, 任意のcベクトルはルー
ト系Φ(A(Bt0))のルートとなる.

例 2.4. 1.3節のA2型団パターンと (11)の初期交換行列Bに対して, ルート系Φ(A(B))はA2

型のルート系であり, 団パターンに対する全ての cベクトル

±(1, 0), ±(0, 1), ±(1, 1) (42)

はΦ(A(B))をつくす.

例 2.5. 以下の二つの行列は, どちらもA3型 (有限型)団パターンの交換行列として現れる. (B2

はB1の2における変異である.)

B1 =

 0 −1 0

1 0 −1

0 1 0

 , B2 =

 0 1 −1

−1 0 1

1 −1 0

 (43)



B1が初期交換行列の場合, ルート系Φ(A(B1))はA3型のルート系であり, 団パターンに対する
全ての cベクトル

±(1, 0, 0), ±(0, 1, 0), ±(0, 0, 1), ±(1, 1, 0), ±(0, 1, 1), ±(1, 1, 1) (44)

はΦ(A(B1))をつくす. 一方, B2が初期交換行列の場合, ルート系Φ(A(B2))は無限型のルート
系であり, 団パターンに対する全ての cベクトル

±(1, 0, 0), ±(0, 1, 0), ±(0, 0, 1), ±(1, 1, 0), ±(0, 1, 1), ±(1, 0, 1) (45)

はΦ(A(B2))の一部のみを与える. (有限型団パターンに対しては, cベクトルの個数は初期頂点
t0の取り方に依存しない.)

以下の問は, 団構造がどのような意味でルート系の理論の拡張理論になっているかを問うも
のである.

問題 2.6. 予想2.1が成立する団パターンに対して, 全てのcベクトルのなすルート系Φ(A(Bt0))

の部分集合をルート系の言葉で特徴づけよ.

なお, 団代数とルート系の別の方向の関連として, 対称化可能 Kac-Moody代数のWeyl群
(Coxeter群)が団パターンにより実現できるという事実が知られている [IIO19].

2.2. gベクトル扇
前節の cベクトルとパラレルに, 団パターンΣと初期頂点 t0により定まる各G行列Gt (t ∈ Tn)

に対して, その第 i列をgi;tと表し, これらを gベクトル (g-vectors)という. 分離公式 (28)より,

gベクトルgi;tはx変数xi;tの (ある意味の)トロピカル化と同一視された. また, 各G行列Gtに
対して, | detGt| = ±1がなりたつことが知られている.

定義 2.7. Rnにおいて頂点 tにおけるgベクトルたちg1;t, . . . , gn:tの張る (単体的)有理強凸多
面錐を gベクトル錐 (g-vector cone)という.

注意 2.8. C行列とG行列の双対性 (32)により, u,v ∈ Rnの内積を (u,v) := uTDv で定めた
ものに関して, cベクトルci;tは i番目以外のgベクトルの張るgベクトル錐の面の法ベクトルと
なる.

扇の定義を思い出しておこう.

定義 2.9. 空でないRnの有理強凸多面錐の集合∆に対して以下がなりたつとき, ∆を扇 (fan)

という. (∆が有限集合であることは要請しない.)

• σ ∈ ∆の任意の面は∆に含まれる.

• 任意のσ, τ ∈ ∆に対してσ ∩ τはσの面かつ τの面となる.

∆(Σ)を, 団パータンΣの全ての gベクトル騅の (自分自身を含む全ての次元の)面全体の集
合とする. G行列の変異の定義 (24)より, kにおける変異に対して, k番目の gベクトルgk;tの
みが変化する. すなわち, 新しい gベクトル錐は元の gベクトル錐と (gk;tを除く) k − 1個の g

ベクトルの張る錐の面で張り合う. しかし, あるgベクトル錐から変異を何度か繰り返して得ら
れる gベクトル錐が元の gベクトル錐と面以外では交わらないかは直ちにはわからない.

以下の事実はやはりGrossたち [GHKK18]によるものである (定理3.7を参照).

定理 2.10 ([GHKK18]). 任意の団パターンΣと任意の初期頂点 t0に対して, ∆(Σ)は扇となる.
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図 2: ランク2の gベクトル扇

扇∆(Σ)を団パターンΣに付随する gベクトル扇 (g-vector fan)という.

以下ではランク2の場合に具体的なgベクトル扇の様子を図示する. 団代数の型は, 初期交換
行列に対応するCartan行列の型を表す [Kac90].

(I). 有限型団パターン.

(a). A2型: 初期交換行列Bt0は以下のものとする.

B =

(
0 −1

1 0

)
. (46)

1.3節の結果から, 変異µ1, µ2を順に繰り返すとG行列は以下のものが得られる.(
1 0

0 1

)
,

(
−1 0

0 1

)
,

(
−1 0

0 −1

)
,

(
1 0

−1 −1

)
,

(
1 1

−1 0

)
,

(
0 1

1 0

)
. (47)

最後のG行列と初期G行列は同じ gベクトル錐を定めることに注意する.

(b). B2型: 初期交換行列Bt0は以下のものとする.

B =

(
0 −1

2 0

)
. (48)

Gt0 = Iから変異µ1, µ2を順に繰り返すと, 以下の gベクトルが順に現れ周期的になる.(
−1

0

)
,

(
0

−1

)
,

(
1

−2

)
,

(
1

−1

)
,

(
1

0

)
,

(
0

1

)
. (49)

(c). C2型: 初期交換行列Bt0は以下のものとする.

B =

(
0 −1

3 0

)
. (50)

Gt0 = Iから変異µ1, µ2を順に繰り返すと, 以下の gベクトルが順に現れ周期的になる.(
−1

0

)
,

(
0

−1

)
,

(
1

−3

)
,

(
1

−2

)
,

(
2

−3

)
,

(
1

−1

)
,

(
1

0

)
,

(
0

1

)
. (51)

以上をそれぞれ図2 (a)–(c)に図示すると, いずれもgベクトル錐が扇をなし, R2を埋め尽くす
(扇が完備となる)ことがわかる. また, A2, B2, G2のCoxeter数h = 3, 4, 6に対して, h+2 = 5,

6, 8がそれぞれの錐の個数を与えることがわかる. この図は対応する鏡映群 (Coxeter群)の基
本領域によるR2の分割のある種の類似と見ることができる.

(II). 無限型団パターン.



(d). A
(1)
1 型: 初期交換行列Bt0は以下のものとする.

B =

(
0 −1

3 0

)
. (52)

Gt0 = Iから変異µ1, µ2を順に繰り返すと, 以下の gベクトルが順に現れる.(
−1

0

)
,

(
0

−1

)
,

(
1

−2

)
,

(
2

−3

)
,

(
3

−4

)
, · · · . (53)

また, Gt0 = Iから変異µ2, µ1を順に繰り返すと, 以下の gベクトルが順に現れる.(
2

−1

)
,

(
3

−2

)
,

(
4

−3

)
,

(
5

−4

)
, · · · . (54)

以上を図2 (d)に図示すると, 無限個の gベクトル錐が扇をなし, R2から半直線R+(1,−1)を除
いた部分を埋め尽くすことがわかる.

(e). A
(2)
2 型: 初期交換行列Bt0は以下のものとする.

B =

(
0 −1

4 0

)
. (55)

A
(1)
1 型と同様に, 無限個の gベクトル錐が扇をなし, R2から半直線R+(1,−2)を除いた部分を
埋め尽くす (図2 (e)).

(f). 非アフィン型: 初期交換行列Bt0は以下のものとする. (b, c > 0, bc ≥ 5.)

B =

(
0 −c

b 0

)
. (56)

この場合, Gt0 = Iから変異µ1, µ2を順に繰り返して得られるgベクトルと, 変異µ1, µ2を順に
繰り返して得られる gベクトルは, それぞれ, 半直線

R+

(
−bc+

√
bc(bc−4)

2b

1

)
, R+

(
−bc−

√
bc(bc−4)

2b

1

)
(57)

へと近づく. そして, 図2 (f)のように, 無限個のgベクトル錐が扇をなし, R2からこの二つの半
直線のなす錐 (図でds = dark sideと書かれている部分)を除いた部分を埋め尽くす.

3. 散乱図式
散乱図式 (scattering diagram)は, 元々はKontsevich-Soibelman [KS06]がホモロジカル・ミ
ラー対称性におけるCalabi-Yau多様体のトーリック縮退の逆問題に関連して2次元の場合に導
入し, Gross-Schibert [GS11]が高次元に一般化したものである. 1.6節で述べたようにGross-

Hacking-Keel-Kontsevich [GHKK18]は, 散乱図式を用いて団パターンに対するC行列の符号
同一性予想やF多項式の正値性予想を肯定的に解決した.

3.1. Fock-Goncharovによる種子の変異の定式化
散乱図式を定義するにあたって, まずは背景となるFock-Goncharov [FG09]による種子とその
変異の定式化について述べる. 彼らは x変数, y変数を, それぞれ A変数, X 変数と呼び, ま
た交換行列の習慣が Fomin-Zelevinskyのものの転置であるので注意が必要である. 以下では
[GHKK18]の記号にしたがって述べる.

(a). 固定データ: まず始めに次のものを一つ選び, 固定する. これを固定データ (fixed data)

という.



• Nをn次元の格子とする.

• { , } : N ×N → Qを反対称双線形形式とする.

• N◦をNの有限指数の部分格子で, {N◦, N} ⊂ Zをみたすものとする.

• M = Hom(N,Z), M◦ = Hom(N◦,Z)をそれぞれN , N◦の双対格子とする. MをM◦の
部分格子とみなす.

• d1, . . . , dnを互いに素の正整数とする.

ただし, Fomin-Zelevinsky [FZ07]の交換行列の習慣に合わせるために, 本稿では反対称双線
形形式を [GHKK18]のものと第1成分, 第2成分を入れ替えた (以下同様).

(b). 種子データ: 以下をみたすNの元のn組s = (e1, . . . , en)を固定データに対する種子デー
タ (seed data)という.

• e1, . . . , enはNの基底であり, d1e1, . . . , dnenはN◦の基底である.

以下では少なくとも一つ種子データをもつ固定データを考える. 種子データに対して, Mの
双対基底 e∗1, . . . , e

∗
nおよびM◦の基底f1 = d−1

1 e∗1, . . . , fn = d−1
n e∗nが得られる.

Fomin-Zelevinskyの種子は種子データから以下のように構成される.

• x変数: xi = xfi (ただし, xm (m ∈ M◦)は変数xの形式的指数 (formal exponential))

• y変数: yi = yei (ただし, yn (n ∈ N)は変数yの形式的指数)

• 交換行列: bij = {diei, ej}.
(Bの反対称化子はD = diag(d0d

−1
1 , . . . , d0d

−1
n ), d0 = LCM(d1, . . . , dn)で与えられる.

よって, (1) のdiはd0d
−1
i で与えらえることに注意する.)

(c). 種子データの変異: 種子データ s = (e1, . . . , en)の k 方向への変異 τk(e1, . . . , en) =

(e′1, . . . , e
′
n)を以下で定める. (Bは上で与えた交換行列である.)

e′i =

−ek i = k,

ei + [bki]+ek i 6= k.
(58)

これは, (f1, . . . , fn)とBの以下への変異 (f ′
1, . . . , f

′
n), B

′を誘導する.

f ′
i =


−fk +

n∑
j=1

[−bjk]+fj i = k,

fi i 6= k,

(59)

b′ij =

−bij i = k or j = k,

bij + bik[bkj ]+ + [−bik]+bkj i, j 6= k.
(60)

Bの変異は交換行列の変異 (5)と一致する. 一方, (58), (59)は, 前項 (b)の対応を用いてx変数,

y変数で表すと, 以下のようになる.

x′i =


x−1
k

n∏
j=1

x
[−bji]+
j i = k,

xi i 6= k,

(61)



y′i =

y−1
k i = k,

yiy
[bki]+
k i 6= k.

(62)

これは, それぞれの変異 (9), (7)の単項式の部分であり, 変異とは一致しない. また, τkは対合的
でもない. この差を埋めるために, まず変異をそれぞれ以下で定まるx, yの形式的指数のそれ
ぞれの有理関数体の自己同形写像とみなす.

τ sk(xi) =


x−1
k

n∏
j=1

x
[−bji]+
j i = k,

xi i 6= k,

(63)

τ sk(yi) =

y−1
k i = k,

yiy
[bki]+
k i 6= k.

(64)

つぎに, sより定まる以下の自己同型写像を考える.

ρsk(xi) = xi(1 + ŷk)
−δik , ŷk =

n∏
j=1

x
bjk
j , (65)

ρsk(yi) = yi(1 + yk)
−bki . (66)

すると, 合成

µ̂s
k := ρsk ◦ τ sk (67)

に対して,

µ̂s
k(xi) =


x−1
k

 n∏
j=1

x
[−bji]+
j

 (1 + ŷk) i = k,

xi i 6= k,

(68)

µ̂s
k(yi) =

y−1
k i = k,

yiy
[bki]+
k (1 + yk)

−bki i 6= k
(69)

となり, 種子の変異が再現される. (67)を, 変異のFock-Goncharov分解と呼ぶ.

注意 3.1. 変異 (58)および (59)は, それぞれ,「cベクトルck;tの符号が正である場合における」
gベクトルの変異 (24) および cベクトルの変異 (22) に一致する.

注意 3.2. 変換 (65), (66) はx, yの一般のベキに対しては以下のように表される.

ρsk(x
m) = xm(1 + xp

∗
1(ek))−⟨dkek,m⟩ (m ∈ M◦), p∗1(ek) := {·, ek} ∈ M◦, (70)

ρsk(y
n) = yn(1 + yek)−{dkek,n} (n ∈ N). (71)

ただし, 〈n,m〉はn ∈ N◦とm ∈ M◦の標準ペアリングである.

3.2. 散乱図式
以下では [GHKK18]にしたがって散乱図式の定義と基本事項を述べる. より包括的な定式化は
紙数を要するので [GHKK18]に譲り, ここでの最低限必要な事項に絞って述べる.

前節の固定データに対して, 写像 p∗1 : N → M◦をn 7→ {·, n}で定める. 本節を通して, 以下
の技術的な仮定をする.



仮定 3.3 (単射性の仮定). 写像p∗1は単射である.

上の仮定は, 種子データで定まる交換行列Bが正則であることと同値である (注意3.4を参照).

以下では, 前節の種子データs = (e1, . . . , en)を一つ固定する. これは, 団パターンにおいて初
期頂点 t0と初期シードΣt0を与えることに相当する.

(a). モノイド環 k̂[P ]: 種子データ s = (e1, . . . , en)に対して, P ⊂ M◦を

P := σ ∩M◦, σ =

{
n∑

i=1

aip
∗
1(ei) | ai ∈ R≥0

}
⊂ MR := M ⊗Z R (72)

と定める. Pはモノイド (単位元を持つ半群)である. 標数0の体kに対して, k[P ]をk上のモノ
イド環k[P ]とする. イデアルJ := k[P ]− k0によるkPの完備化を k̂[P ]とする. 形式的な変数
zを用いて, k̂[P ]の元を無限和 ∑

m∈P
amzm, (am ∈ k) (73)

で表す.

注意 3.4. 写像 p∗1の団パターンにおける意味を説明する. 〈p∗1(ei), ej〉 = {ej , ei} = d−1
j bjiに注

意すると, p∗1(ei) =
∑n

j=1 d
−1
j bjie

∗
j =

∑n
j=1 bjifjとなる. したがって, (73)におけるzを前節 (b)

項における変数xと同一視すれば, zp
∗
1(ei) =

∏n
j x

bji
j となり, これは (8)の ŷ変数 ŷi である. す

なわち, 写像p∗1により初期y変数yi = yeiが初期 ŷ変数 ŷi = zp
∗
1(ei)に対応する. さらに, p∗1の準

同形性により, この ŷ変数は種子データの変異のもとで, y変数と同じ変換 (62)にしたがう.

(b). 壁: 種子データ s = (e1, . . . , en)に対して, N+ ⊂ Nを

N+ :=

{
n∑

i=1

aiei ∈ N | ai ∈ Z≥0,

n∑
i=1

ai > 0

}
(74)

と定める. 以下をみたすペア (d, fd)を壁 (wall)という.

• ある原始的なn0 ∈ N+に対して, fd = 1 +
∑∞

k=1 ckz
kp∗1(n0) ∈ k̂[P ].

• dは, 上のn0に対して d ⊂ n⊥
0 ⊂ MRをみたすn− 1次元の (強凸とは限らない)有理凸多

面錐である.

dを壁 (d, fd)の台 (support)という. 台 dのこともしばしば壁という. また, (本稿のみの用語
として) n0, fdを, それぞれ壁 (d, fd)の正法ベクトル, 壁関数という. 注意3.4より, 壁関数fdは
初期 ŷ変数の形式的ベキ級数とみなせる. 自然数 ℓに対して, fdの1以外の (非自明な)項の初期
ŷ変数に関する (全)次数がすべて ℓより大きいとき, fdは次数 ℓ以下で自明という.

(c). 散乱図式: 以下をみたす (有限個とは限らない)壁の集合Dを散乱図式 (scattering dia-

gram)という.

• 任意の自然数 ℓに対して, 壁関数 fdが次数 ℓ以下で非自明となる壁 (d, fd)は有限個しか
ない.

また,

Supp(D) :=
⋃
d∈D

d, Sing(D) :=
⋃
d∈D

δd ∪
⋃

d1,d2∈D
dim d1∩d2=n−2

d1 ∩ d2 (75)

を, それぞれ散乱図式Dの台 (support), 特異点集合 (singular locus)という.



以上で散乱図式の定義ができた. 次に, 散乱図式に関する基本的な定理を述べるために, さら
にいくつかの定義を与える.

(d). 自己同型写像pfd : 壁関数fd = 1+
∑∞

k=1 ckz
kp∗1(n0) ∈ k̂[P ]に対して, k̂[P ]の自己同形写

像pfdを

pfd(z
m) = zmf

⟨n′
0,m⟩

d , (m ∈ P ) (76)

と定める. ただし, n′
0はモノイドR≥0n0 ∩N◦の生成元であり, 〈n′

0,m〉はn′
0 ∈ N◦とm ∈ M◦

の標準ペアリングである.

注意 3.5. 特に, 二項式 fd = 1 + zp
∗
1(ek)に対しては, p−1

fd
(zm) = zmf

−⟨dkek,m⟩
d となる. これは,

変数 zとxの同一視のもとで, (70)と一致する.

(e) 壁越え自己同形写像pγ,D: 散乱図式Dに対して, γをMR − Sing(D)内のなめらかな曲線
で, 始点と終点はSupp(D) に含まれず, またDの壁 (の台)とは横断的に交わるものとする. 任
意の自然数 ℓに対して, 散乱図式の条件より, γと交わる壁で壁関数fd が次数 ℓ以下で非自明な
ものは有限個しかない. それらを, 始点から順に (d1, fd1), . . . , (ds, fds)とする. 各壁との交わり
の符号 ϵi (i = 1, . . . , s)を

ϵi =

+1 〈n0, γ
′〉 < 0

−1 〈n0, γ
′〉 > 0

(77)

と定める. ここで, n0 ∈ N+は diの正法ベクトルであり, γ′ ∈ MRは diとの交点における γの
速度ベクトルである. このとき, k̂[P ]の自己同形写像pℓγ,Dを

pℓγ,D = pϵsfds
· · · pϵ1fd1 (78)

と定め, さらに k̂[P ]の自己同形写像pγ,Dを極限

pγ,D = lim
ℓ→∞

pℓγ,D (79)

により定める. これを, 曲線 γに沿った壁越え自己同形写像 (wall-crossing automorphism)と
いう.

(f). 同値性: 二つの散乱図式D, D′が以下をみたすとき, DとD′は同値 (equivalent)という.

• pγ,D, pγ,D′がともに定義される任意の曲線γに対してpγ,D = pγ,D′が成り立つ.

(g). 整合性: 散乱図式Dが以下をみたすとき, Dは整合的 (consistent)という.

• pγ,Dが定義される任意の曲線γに対して, 壁越え自己同形写像pγ,Dはγの始点と終点にの
み依存する. (すなわち, pγ,Dが定義される任意の閉曲線γに対して, pγ,D = idとなる.)

(h). 壁の向き: 始めに, n0 ∈ N+に対して, 〈p∗(n0), n0〉 = {n0, n0} = 0, すなわち, p∗(n0) ∈
n⊥
0 ⊂ MRであることに注意する. そこで, 原始元n0 ∈ N+を正法ベクトルに持つ壁dにおいて,

p∗(n0) ∈ dとなるとき壁を内向き (incoming), そうでないとき外向き (outgoing)という. また,

−p∗(n0)を壁の向き (direction)という.

例えば, ei ∈ N+を正法ベクトルに持つ壁 d = e⊥i に対して, p∗(ei) ∈ dであるので, dは内向
きの壁である.

以上の準備のもとに, 散乱図式に対する最も基本的な二つの定理を述べる.

定理 3.6 ([GS11, KS14, GHKK18]). 任意の種子データ sに対して, 以下をみたす散乱図式Ds

が同値を除き一意的に存在する.



• Dsは整合的である.

• Dsは内向きの壁の集合Din,s = {(e⊥i , 1 + zp
∗
1(ei)) | i = 1, . . . , n}を含む.

• Din,sの壁以外のすべてのDsの壁は外向きである.

任意の初期データと種子データから定まる反対称化可能行列B, bij = {diei, ej}, に対して,

Σ(B)をBを初期頂点 t0 ∈ Tnにおける初期交換行列に持つ団パターンとする.

定理 3.7 ([GHKK18], [Rea20]). Bを初期交換行列に持つ団パターンΣの初期 gベクトルであ
るZnの単位ベクトルe1, . . . , enをMRの基底f1, . . . , fnと同一視することにより, Σのgベクト
ル扇∆(Σ)は定理3.6における散乱図式Dsの台に自然に埋め込まれる.

注意 3.8. 定理3.6および定理3.7はともに単射性の仮定 (3.3)の元で成立するが, 初期データを
2n次元に適当に拡大することで単射性の仮定はみたされ, これらの定理の団代数へのさまざま
な帰結は単射性の条件を外しても成立する.

注意 3.9. 散乱図式という用語を導入したのはGross-Siebert [GS11]である. 彼らは, 始めに内
向きの壁をインプットとして与え, それらを整合的に拡張するために外向きの壁を逐次付け加
えるという構成を, 内向きの壁が原点で衝突して外向きの壁を散乱させるととらえ, 散乱図式と
呼んだ. 次節の図3を参照されたし.

3.3. ランク2の例
ランクが2の場合に, 定理3.6および定理3.7を2.2節の gベクトル扇を用いて説明する.

(I). 有限型.

例として一番簡単なA2型を考える. 固定データをN = N◦ = Z2, d1 = d2 = 1, 反対称双線
形形式{·, ·}をNの標準基底 e1, e2に対して, {e1, e2} = −1で定まるものとする.

また, 種子データ s = (e1, e2)として上の標準基底そのものをとる. f1, f2をM = M◦の双対
基底とする. このとき, bij = {ei, ej}は (46)の行列Bを与える. また, 写像 p∗1 : N → M◦に対
して, p∗1(e1) = f2, p

∗
1(e2) = −f1となる.

x1 = zf1 , x2 = zf2 , ŷ1 = zp
∗
1(e1) = x2, ŷ2 = zp

∗
1(e2) = x−1

1 とおく.

このとき, 定理3.6におけるDin,sの壁

(e⊥1 , 1 + ŷ1), (e⊥2 , 1 + ŷ2) (80)

に, 外向きの壁

(R≥0(f1 − f2), 1 + ŷ1ŷ2), (81)

を加えた散乱図式Dを考える (図 3). Dの台は, 図 2 (a)のA2型の gベクトル扇に他ならない.

一方, 壁関数の非自明項は壁における団の変異に対応するトロピカル ŷ変数 (トロピカルy変数
を ŷに置き換えたもの)で与えられる. もう少し正確に言うと, γ1, γ2を図3の曲線とする. γ1に
沿ったC行列の変異は, 以下のものとなる.

C(0) =

(
1 0

0 1

)
µ1→C(1) =

(
−1 0

0 1

)
µ2→C(2) =

(
−1 0

0 −1

)
. (82)

このとき, 変異に対応する cベクトルは c1(0) = e1, c2(1) = e2であり, トロピカル y変数は
y1(0) = y1, y2(1) = y2となり, これらが (80)の壁関数に対応している. 一方, γ2に沿ったC行
列の変異は, 以下のものとなる.

C(0) =

(
1 0

0 1

)
µ2→C(−1) =

(
1 0

1 −1

)
µ1→C(−2) =

(
−1 1

−1 0

)
µ2→C(−3) =

(
0 −1

−1 0

)
. (83)
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図 3: A2型の整合的散乱図式

このとき, 変異に対応する cベクトルは c2(0) = e2, c1(−1) = e1 + e2, c1(−2) = e1 であり, ト
ロピカルy変数はy2(0) = y2, y1(−1) = y1y2, y2(−2) = y1となり, これらが (80), (81)の壁関数
に対応している.

事実 3.10. 上の cベクトルの符号 c1(0) = e1, c2(1) = e2, c2(0) = e2, c1(−1) = e1 + e2,

c1(−2) = e1はすべて正である.

このとき, 散乱図式Dは整合的になり, 定理3.6の散乱図式Dsを与える.

散乱図式Dが整合的となること, すなわち, 上の γ1, γ2に対して pγ1,D = pγ2,Dとなることは
直接両辺を計算して簡単に確かめられる. ここではむしろ, Dの整合性と団パターンの周期性
との関係を明らかにする. (このことをていねいに説明した文献を著者は知らないのでこの場を
借りてややていねいに説明する.)

まず, 2.2節のA2型の団パターンにおけるx変数に対して, 図 3の曲線 γ1と曲線 γ2に対応す
る変異を考える. すると, 互換 τ12に対する τ12周期性より,

µ2µ1 = τ12µ2µ1µ2. (84)

という関係がなりたつ. これを, (68)の写像 µ̂s
kを用いて書き直すと, (写像の合成の順序が逆に

なることに注意して)

µ̂1µ̂2 = µ̂2µ̂1µ̂2τ12 (85)

となる. ただし, 種子データの添字 sおよび写像の合成の記号 ◦は省略した. ここで Fock-

Goncharovの分解 (67)を代入して,

ρ1τ1ρ2τ2 = ρ2τ2ρ1τ1ρ2τ2τ12. (86)

τ1, τ2を右に集めると,

ρ1ρ
′
2τ1τ2 = ρ2ρ

′
1ρ

′′
2τ2τ1τ2τ12 (87)

ただし, ρ′2 = τ1ρ2τ
−1
1 , ρ′1 = τ2ρ1τ

−1
2 , ρ

′′
2 = τ2τ1ρ2τ

−1
1 τ−1

2 とおいた. ここで, 事実3.10, 注意3.1,

そしてG行列の τ12周期性より,

τ1τ2 = τ2τ1τ2τ12 (88)

が得られる. これを (87)に代入すると,

ρ1ρ
′
2 = ρ2ρ

′
1ρ

′′
2 (89)

となり, 両辺の逆をとると

ρ′2
−1ρ1

−1 = ρ′′2
−1ρ′1

−1ρ2
−1 (90)



が得られる. 一方, 再び, 事実3.10と注意3.1, 3.4, 3.5より,

ρ1 = p−1
1+ŷ1

, ρ′2 = p−1
1+ŷ2

, ρ2 = p−1
1+ŷ2

, ρ′1 = p−1
1+ŷ1ŷ2

, ρ′′2 = p−1
1+ŷ1

(91)

となる. したがって, (90)がまさに整合性の条件

pγ1,D = pγ2,D (92)

に他ならないことがわかる. 以上により, 散乱図式Dが整合的であることが確かめられた. また,

上の導出をよく見ると, 散乱図式の整合性は, G行列Gt (トロピカルx変数)の周期性からx変
数の組 (団) xtの周期性がしたがうという脱トロピカル化の性質に他ならないことがわかった.

関心のある読者は, B2, G2型についても同様のことを確かめられたい.

(II). アフィン無限型. 一方, 無限型の場合は, 有限型と本質的に異なる現象が起こる. 例
えば, A

(1)
1 型に対応する散乱図式Dsは, 有限型と同様に図 2(d)の gベクトル扇とトロピカル

ŷ変数の壁関数により得られる壁たちに加えて, ちょうど gベクトル扇の空白部分を埋める壁
d = R≥0(1,−1)が付け加わり, その壁関数fdは以下の無限和

fd =

( ∞∑
k=0

ŷk1 ŷ
k
2

)2

, ŷ1 = x22, ŷ2 = x−2
1 (93)

で与えられる [Rei11]. (これが, 完備化 k̂[P ]が必要な理由である.)

(III). 非アフィン無限型. 非アフィン無限型の場合は, さらに一層複雑な状況となる. 図 2(f)

のgベクトル扇の壁に加えて, さらに図2(f)のdark sideと呼んだ部分にも無限個の壁が存在す
る. この具体的な記述は実はまだわかっていないが, Grossたち [GHKK18]はその錐に含まれる
任意の有理的な傾きを持つ半直線がDsの壁になると予想している.

以上見たように, 散乱図式は任意の団パターンを包含するのみならず, 団パターンの変異では
到達できない未知なる団パターンの親類を無数に含むものであり, 今後のさらなる研究が必要
である.

問題 3.11. 散乱図式におけるdark sideは団パターンのどのような拡張を与えるのか?

問題 3.12. 散乱図式はなんらかの意味でルート系の理論の拡張とみなせるか?

3.4. 団代数への応用
1.6節で述べたとおり, Grossたち [GHKK18]は散乱図式を用いて団代数理論における二つの大
きな課題であったC行列の符合同一性予想 (定理 1.13)とLaurent正値性予想 (定理 1.14) を解
決した. それらについてごく簡単に説明して本稿を終える.

まず, C行列の符合同一性については, G行列とC行列の双対性 (32)の元で, 散乱図式の壁 (g

ベクトル錐の極大面)の正法ベクトルn0 ∈ N+は cベクトルの±1倍と同一視できる. 一方, n0

はもちろん正ベクトルであるので, これより cベクトルの符号同一性がわかる. (正確には, 双対
性 (32)と符合同一性をセットで変異に関する帰納法で示す.) すなわち, C行列の符合同一性自
体はあらかじめ散乱図式の定義に含まれていて, 非自明なのは定理3.6における散乱図式Dsの
存在と, gベクトル錐をDsに埋め込めるという事実 (定理 3.7)である. ただし, Grossたちは以
上のことには言及せず, 符合同一性をトーリック幾何的な性質に帰着させて示しているのでそ
ちらの方面に興味がある方は原論文を参照されたい.

一方, Laurent正値性予想は, 前節と同様の考察により, 壁越え自己同形写像の像pγ,D(z
m)の

Laurent正値性に帰着できる. そして, Grossたちは散乱図形に対する折線 (broken line)という
初等幾何的なデータを用いてpγ,D(z

m)の組み合わせ論的非負表示を与えることにより, Laurent

正値性を示した.
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