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分枝ブラウン運動とは, 分裂による個体数変動を伴いながら時間発展するブラウン粒
子系のことである. 本講演では, 分枝ブラウン運動の最大値過程に関する性質を紹介す
る. 特に空間非一様な分枝法則を持つ場合に焦点を当て, 最大値過程の挙動に関する結
果 (定理 2) や関連した結果を述べる.

1. モデル
初めに分枝ブラウン運動のモデルを導入する (分枝ブラウン運動を含む分枝マルコフ過
程に関する文献として, 例えば [8, 10, 11, 12] を挙げる). M = ({Bt}t≥0, {Px}x∈Rd) を
d 次元ブラウン運動とする. τ はM と独立な正値確率変数でパラメータ 1 の指数分布
に従うものとする. Rd 上の非負値関数 V (x) に対して確率変数 T を

T = inf

{
t > 0 |

∫ t

0

V (Bs) ds ≥ τ

}
と定める. ただし inf ∅ = ∞ と規約する. もし V ≡ c > 0 ならば T はパラメータ c の
指数分布に従う. {pn(x)}∞n=1 を Rd 上の確率関数とする. すなわち

0 ≤ pn(x) ≤ 1 (n ≥ 1),
∞∑
n=1

pn(x) = 1 (x ∈ Rd)

点 x から出発したブラウン粒子は, 時刻 T において確率 pn(BT ) で n 個のブラウン
粒子に分裂するものとする. これらの粒子が時刻 T で BT から出発し, 独立に同様の
規則に従い分裂を繰り返すことで時間発展する確率モデルのことを分枝ブラウン運動
という. ここでは, V (x) と {pn(x)}∞n=1 がともに x に依らないとき, 分枝ブラウン運動
は空間一様であると呼ぶことにする.

点 x から 1粒子として出発する分枝ブラウン運動の法則をPx とかき, P = P0 とす
る. 時刻 t での総個体数を Zt とかき, 集合 A 上の個体数を Zt(A) とかく. 点 x での1

回の分裂で生まれる平均個体数を

Q(x) =
∞∑
n=0

npn(x)

とかく. このとき, V と Q に関する適当な仮定 (例えば V と Q はともに Rd 上の有界
連続関数) の下で

Ex [Zt(A)] = Ex

[
exp

(∫ t

0

(Q(Bs)− 1)V (Bs) ds

)
;Bt ∈ A

]
(1)

が成立する (例えば [21, Lemma 3.9] を参照せよ). この右辺はシュレディンガー型作
用素 H = −∆/2− (Q− 1)V から生成される Feynman-Kac 半群 etHに対応する. 分
枝ブラウン運動が空間一様のとき, Q(x) ≡ m, V (x) ≡ c とおけば式 (1) は次のように
なる.

Ex [Zt(A)] = e(m−1)ctPx(Bt ∈ A) = e(m−1)ct 1

(2πt)d/2

∫
A

e−|x−y|2/2t dy
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2. 最大値過程
時刻 t での k 番目の個体の位置を Bk

t とかく. 分枝ブラウン運動の最大値過程とは次
で定義される確率過程のことである.

Rt =

 max
1≤k≤Zt

Bk
t (d = 1)

max
1≤k≤Zt

|Bk
t | (d ≥ 2)

最大値過程はブラウン粒子の拡散度と分裂による個体数の増大度との兼ね合いから定
まり, 分枝ブラウン運動の研究において基本的な解析対象の 1 つである. ちなみに
d = 1 のとき, Rt の分布関数 u(t, x, y) = Px(Rt ≤ y) は, (t, x) の関数と見なせば, 次
の Fisher-Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov 型の方程式の解である ([11, Example 3.4],

[18, 19], [9]).

∂u

∂t
=

1

2
∆u+ V

(
∞∑
n=1

pnu
n − u

)
, u(0, x, y) = 1{x≤y}

同様の関係式は d ≥ 2 でも成立する.

分枝ブラウン運動が空間一様なとき,最大値過程の挙動について次の定理が成立する.

定理 1. ([4, 20] (d = 1), [17] (d ≥ 2)) p2(x) ≡ 1, V (x) ≡ 1 と仮定する. このとき

Rt =
√
2t+

d− 4

2
√
2
log t+OP(1) (t → ∞) (2)

ただし OP(1) は確率過程 {Yt}t≥0 で次の等式を満たすものである.

lim
k→∞

sup
t≥0

P(|Yt| ≥ k) = 0

定理 1 より, 最大値過程は線形増大し, 対数項の係数が空間次元に依存することが分
かる. なお d ≥ 2 のとき, 式 (2) の線形項の係数は, [17] 以前にも [14] で求められて
いる.

次に空間非一様な1次元分枝ブラウン運動について,最大値過程の挙動に関する結果を
紹介する. 簡単のために p2(x) ≡ 1を仮定し,シュレディンガー型作用素 H = −∆/2−V

のスペクトルの下限を λ とかく.

定理 2. V は R 上の非負値連続関数で V ̸≡ 0 かつV (x) → 0 (|x| → ∞) を満たすもの
とする.

(i) ([9]) 次の等式が成立する.

lim
t→∞

Rt

t
=

√
−λ

2
, Px-a.s.

(ii) ([15]) さらに
∫
R V (y) dy < ∞ を仮定すると, 次の等式が成立する.

Rt =

√
−λ

2
t+OPx(1) (t → ∞) (3)

ただし, OPx(1) は定理 1 の OP(1) と同様に定義されるものである.



定理 2 より, たとえ遠方での分裂の効果が小さくとも, 最大値過程は線形増大するこ
とが分かる. さらに, 定理 1 の空間一様な場合とは異なり, 式 (3) の右辺には対数項が
現れない.

注意 3. (i) 定理 2 の仮定の下, λ はシュレディンガー型作用素 H = −∆/2−V の最
小固有値でλ < 0 となる.

(ii) [9]では, d = 1で原点のみで分裂が起こる場合 (形式的に V (x) = βδ0(x) (β > 0)),

もしくは d ≥ 2 で V (x) と {pn(x)}∞n=1 がともに球対称性を持つ場合にも, 定理 2

が成立することを注意している.

(iii) 定理 2 (ii) に関して, 実は [15] ではPx(Rt −
√

−λ/2t ≤ κ) (κ ∈ R) の t → ∞ で
の極限が具体的に求められており, H の最小固有値 λ と対応する固有関数から
定まるマルチンゲールの極限に関する期待値が現れる. また, [16] では V (x) が
|x| → ∞ で正定数に収束するような状況においても最大値過程の挙動が解析さ
れている.

1次元分枝ブラウン運動で,有限個の点のみで分裂が起こるものはcatalytic branch-

ing Brownian motion とも呼ばれる．特に原点のみで分裂が起こるモデルについて,

ブラウン運動と局所時間との同時分布を用いることで, 式 (1) で述べた個体数の期待
値などを具体的に計算できる. Bocharov-Harris [1, 2] (関連した結果について [3, 24]

も参照せよ) はこのことに着目して, 原点のみで分裂が起こる場合に, 個体数のモーメ
ント評価を用いて定理 2 を証明した. ちなみに, 対応するシュレディンガー型作用素
H = −∆/2 − βδ0 の最小固有値は λ = −β2/2 である. なお, Bocharov-Harris [1] は
定理 2 (i) の証明の過程において, 時刻 t で区間 It = (δt,∞) 上にいる個体数 (ただし
δ >

√
−λ/2 = β/2) の t → ∞ での指数増大度を求めている. この結果は d ≥ 1 で, V

がコンパクト台を持つ連続関数のとき, より一般には分裂時刻の分布がある加藤クラス
に属する測度から定まるときに拡張されている ([13, 22, 23]).

また, 整数格子状の分枝ランダムウォークで, 有限個の点でのみ分裂が起こるものは
catalytic branching random walk とも呼ばれる. このモデルでは, 各粒子の動きを
定めるランダムウォークが非対称で, 飛躍幅の裾が重い場合を含め, 最大値過程の挙動
が解析されている ([5, 6, 7]). 特に, ランダムウォークの非対称性は最大値過程の方向ご
との振る舞いに影響を与えるが, 分裂が起こる格子点の個数や配置は影響を与えない.

さらに, ランダムウォークの飛躍幅の裾が重いと, 最大値過程は指数増大的に振る舞う
([6]).
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