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この講義ノートは東北大学大学院理学研究科の談話会 (2018年 11月 12日)および集中講義「確率過程
論特選」(2018年 11月 13日„16日)の講義内容とそれに関連する内容をまとめたもので,ランダム媒質中
のディレクティドポリマー (DPRE)に関する進展の一部が記述されている.
集中講義ではランダム媒質中のディレクティドポリマーの定義から始めて,よく知られた性質をいくつか

証明していく. 特に近年 KPZ方程式と確率熱方程式に関連してランダム媒質中のディレクティドポリマー
は注目を浴びていることも鑑みて, Alberts-Khanin-Quastelらによる 1次元 DPREのある種のスケール極限
として確率熱方程式の難解が導けるという結果 [5]を紹介しつつ,自身の結果に触れようと思う.
このノートを読むにあたっては Durrett[48]による確率論の教科書の知識 (測度論的確率論,大数の法則,
中心極限定理, 独立性, マルコフ性, マルチンゲールなど)は必要であるができる限り参照していくことに
する.
なお,この講義ノートは現時点では一部未完成であるが集中講義で扱う予定の内容についてはカバーし

ている. またこの講義ノートにおける誤りは著者の責任であり,誤りをご指摘いただければ幸いである.

記号の定義

数列 tan : n ě 1uと tbn : n ě 1uに対して

• an „ bn ô limnÑ8
an
bn

“ 1

• an — bn ôある c1 ą 0,c2 ą 0が存在して n ě 1に対して c1 ď an
bn

ď c2

• an « bn ô logan „ logbn

関数の場合も同様に定義する.
確率空間 pΩ,F ,Pq上のR-値確率変数が与えられたとき, PrXsで X の (定義できる時に)期待値 (平均)を
表すことにする.
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1 ランダム媒質中のディレクティドポリマー

確率空間 pΩ,F ,Pq上で定義された確率変数 X に対して X の平均を PrXsと書くとする.

1.1 基本設定と性質

ランダム媒質中のディレクティドポリマー (Directed polymers in random environment, DPRE)は Henley,
Huseらによって導入された統計力学模型で不純物の混じった溶媒の中で成長する高分子の形状を調べるの
が一つの目標である.
標準的な設定では Zd 上の単純ランダムウォークを用いて定義するが,とりあえず最初は連結な無限グラ

フ G “ pV,Eq上のマルコフ連鎖 X “ tXn : n P Nuを用いることにする. この理由は既存の結果が主に単純ラ
ンダムウォークに対して得られているものでどの程度一般化して考えられるのかを今一度確認しておきた

いという思いからである.
(修士論文の内容として扱うにはちょうどよいのかもしれない.)

定義 1.1. (グラフ)

• G “ pV,Eqをグラフとする. ただし V はグラフ Gの頂点集合, E はグラフ Gの辺集合とする. 特
に V は Gの原点と呼ぶ頂点 o P V を持つとする.

• x,y P V に対して点列 x “ px0,x1, ¨ ¨ ¨ ,xmq Ă V で以下を満たすものを xから出発して yへ行く経路

と呼び, mを経路の長さと呼び ℓrxsと表す.

– 任意の 0 ď i ď mに対して xi P V であり, x0 “ x,xm “ y.

– 任意の 1 ď i ď mに対して xi´1,xi を結ぶ辺 ei P E が存在する.

• 任意の点 x,y P V に対して xから yへ行く経路が存在するときグラフ Gは連結であるという.

• xから xへの経路 x “ px0, ¨ ¨ ¨ ,xmqで xi “ x j (i “ j, 1 ď i, j ď m)が成り立つものが存在するとき x
を閉路という.

• グラフ G “ pV,Eqに対して x,y P V のグラフ距離を

dGpx,yq “ inftℓrxs : xは xから出発して yへ行く経路 u

と定義する.

例題 1.1. V “ Zd を頂点集合, E “ ttx,yu : x,y P Zd , |x ´ y| “ 1uと定義するとG “ pV,Eqはグラフである. た
だし x,y P Zd に対して |x ´ y|は Rd のユークリッド距離とする.

例題 1.2. b P Nに対してグラフ G “ pV,Eqを b分木とする. すなわち原点 o P V から b本の辺が出ており,
それ以外の頂点からは b ` 1本の辺が出ている閉路がないグラフのことをいう. 　特に原点 oからのグラフ

距離が nである点全体を第 n世代と呼び, x P V で dGpo,xq “ nであるとき |x| “ nと書くことがある.

ではグラフの上のマルコフ連鎖について見ていこう.
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図 1: b “ 2のときの 2分木. 樹形図のようになっており世代の呼び方も自然である.

定義 1.2. • X “ tXn : n P N0uを G上のマルコフ連鎖で遷移確率は p “ tppx,yq : x,y P V uで与えら

れるとする. すなわち任意の n P N0, x,y P V に対して

PpXn`1 “ y|Xn “ xq “ ppx,yq

を満たすとする. ただし任意の x P V に対して,

ppx,yq P r0,1sかつ
ÿ

yPV

ppx,yq “ 1を満たす.

x P V から出発するマルコフ連鎖 X の法則を Px と表すことにし,特に Po “ Pと書くことにする.
また n P N0, x,y P V に対して

pnpx,yq “ PpXn “ y|X0 “ xq (1.1)

と定義する.

注意 1.1. 特に記述がない限りマルコフ連鎖 X は適当な確率空間 pΩ,F ,Pq上に定義されているとする.

注意 1.2. DPREにおいてはマルコフ連鎖 X の時刻 nまでの点列 rXsn :“ pX0,X1, ¨ ¨ ¨ ,Xnqを高分子の構造を

表していると考える.

例題 1.3. (単純ランダムウォーク)
Zd 上のマルコフ連鎖 X で遷移確率が

ppx,yq “

$

&

%

1
2d , |x ´ y| “ 1

0, |x ´ y| “ 1

を満たすとき, X を Zd 上の単純ランダムウォークと呼ぶ. ただし x,y P Zd に対して |x ´ y|を x,yのユーク

リッド距離とする.

一般に遷移確率は対称とは限らない,すなわち ppx,yq “ ppy,xqとなるようなこともある.

例題 1.4. (Zd 上の対称でないマルコフ連鎖)

ppx,yq “

$

&

%

1
d , y “ x ` ei, i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,d

0, それ以外,

であるとき対称ではない. ただし ei(i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,d)は Rd の標準基底とする.
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例題 1.5. (b-分木上のマルコフ連鎖) b分木上のマルコフ連鎖 X として次のような遷移確率を考える.

ppx,yq “

$

&

%

1
b , |x| “ n, |y| “ n ` 1

0, それ以外

注意 1.3. 例題 1.5のようにマルコフ連鎖は既約とは限らない.

それでは早速 DPREの定義をしていこう.

G “ pV,Eqを連結なグラフとする.

定義 1.3. (ランダム媒質中のディレクティドポリマー (DPRE))

• (ランダム媒質) tηpn,xq : pn,xq P NˆV u: 確率空間 pΩ,G ,Qq上に定義された R-値の独立同分布
な確率変数とし, X とは独立であると仮定する.

β P Rに対してマルコフ連鎖 X の経路空間上に次のような確率測度を定義する:

µβ
n pdXq :“

1
Znpβ ,ηq

exp

˜

β
n
ÿ

k“1

ηpk,Xkq

¸

PpdXq.

ただし

Znpβ ,ηq :“ P

«

exp

˜

β
n
ÿ

k“1

ηpk,Xkq

¸ff

(1.2)

を分配関数と呼ぶ. β P Rは逆温度という.

• n P N, x P V に対して

Zn,xpβ ,ηq “ P

«

exp

˜

β
n
ÿ

k“1

ηpk,Xkq

¸

: Xn “ x

ff

(1.3)

と定義する.1

注意 1.4. • β ą 0pβ ă 0qのとき,
n
ÿ

k“1

ηpk,Xkqが大きい (小さい)ときほどマルコフ連鎖はその経路を選

びやすくなる. つまり時空間に配置された不純物は高分子を引きつける.

• β ą 0pβ ă 0qのとき,
n
ÿ

k“1

ηpk,Xkqが小さい (大きい)ときほどマルコフ連鎖はその経路を選びにくく

なる. つまり時空間に配置された不純物と高分子は反発する.

• β “ 0のときは高分子はマルコフ連鎖 pX ,Pqである.

注意 1.5. β や η を特に強調する必要がないときは Znpβ ,ηqや Zn,xpβ ,ηqを Znや Zn,xや Znpβ q, Znpβ qとい

うように省略していく.

注意 1.6. DPREの場合ポテンシャル η は時間 (n)と場所 (x P V )に対して独立同分布で与えられている. こ
れを場所に関してのみ独立同分布なものを考えて考えた模型はランダムポテンシャル中のランダムウォー

クやパラボリックアンダーソン模型と呼ばれたりする. このノートでは扱わない. 興味のある方は [54]を
参照されるとよい.

1Znpβ ,ηq を点から直線 (Point to Line) への分配関数, Zn,xpβ ,ηq を点から点 (Point to Point) への分配関数と呼ぶこともある.
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注意 1.7. n P Nを固定して β Ñ 8としたとき

1
β

logZnpβ ,ηq Ñ ess supX

n
ÿ

i“1

ηpi,Xiq

となることがわかる. これは有向ラストパッセージパーコレーションと呼ばれる確率模型に相当する.

さらに特に断りがない限り η には次のような仮定が与えられているものとする.� �
Qrηpn,xqs “ 0, 任意のβ P Rに対して Q rexppβηpn,xqqs ă 8 (仮定 A)� �

(仮定 A)を満たすとき

λ pβ q :“ logQrexppβηpn,xqqs P R

と定義する.
このとき次のことがわかる.

命題 1.1. 任意の β P R, n P N, x P V に対して

Q rZnpβ qs “ enλ pβ q, Q rZn,xpβ qs “ enλ pβ qPpXn “ xq

証明. 定義に戻ると

Q rZnpβ ,ηqs “ Q

«

P

«

exp

˜

β
n
ÿ

k“1

ηpk,Xkq

¸ffff

となる. 非負性と X と η の独立性から Pと Qに関する期待値は交換可能であるので

Q rZnpβ ,ηqs “ P

«

Q

«

exp

˜

β
n
ÿ

k“1

ηpk,Xkq

¸ffff

“ P

«

Q

«

n
ź

k“1

exppβηpk,Xkqq

ffff

“ P
”

enλ pβ q
ı

“ enλ pβ q p7 i “ jのときηpi,Xiqとηp j,X jqは独立 q

である. 後半も同様.� �
pm,yq P N0 ˆV に対して

θm,y ˝ η : “tηpn ` m,x ` yq;n P N,x P V u

でランダム媒質のシフトを定義し,可測関数 f : Ω Ñ Cに対して

θm,y ˝ f pηq “ f pθm,y ˝ ηq (1.4)

と定義する.� �
このとき X のマルコフ性から次のことがわかる: 任意の n,m P N0, z P V に対して

Zn`mpβ ,ηq “
ÿ

yPV

Zn,ypβ ,ηqθn,y ˝ Zmpβ ,ηq

Zn`m,zpβ ,ηq “
ÿ

yPV

Zn,ypβ ,ηqθn,y ˝ Zm,zpβ ,ηq.
(1.5)
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さらに重要な基本性質はマルチンゲール性である.

定理 1.1.

Wnpβ ,ηq “
Znpβ ,ηq

QrZnpβ ,ηqs

と定義し,正規化分配関数と呼ぶことにする.
G0 “ tH,Ωu, n ě1に対して Gn “ σ rηpi,xq : 1 ď i ď n,x P V sとする. このとき以下が成り立つ.

(i) Wnpβ ,ηqは Gn に関する非負マルチンゲールである.

(ii) ある非負確率変数W8pβ ,ηqが存在して

W8pβ ,ηq “ lim
nÑ8

Wnpβ ,ηq, Q-a.s. (1.6)

となる.

(iii) W8pβ ,ηqは次のことが成り立つ:

QpW8pβ ,ηq ą 0q P t0,1u (1.7)

注意 1.8. β や η を強調する必要がないときはWnpβ ,ηq, W8pβ ,ηqをWn, W8やWnpβ q, W8pβ qと表すこと

もある. 以下同様に β や η に関する関数に対して β や η を省略することがある.

証明. ([39, Lemma 2.3.1])
n P N, x P Zd に対して

en,xpβ ,ηq “ exppβηpn,xq ´ λ pβ qq

とおくと

Qren,xpβ ,ηqs “ 1, Qren,xpβ ,ηq2s “ exppλ p2β q ´ 2λ pβ qq (1.8)

である.
(i) n ě 0に対して

ζ0pβ ,η ,Xq “ 1
ζnpβ ,η ,Xq “

śn
i“1 ei,Xipβ ,ηq n ě 1

(1.9)

と定義すると

Wnpβ ,ηq “ P rζnpβ ,η ,Xqs

であることがわかる. Fubiniの定理より n ě 1に対して

Q rWnpβ ,ηq|Gn´1s “ P rQ rζnpβ ,η ,Xq|Gn´1ss

“ P rζn´1pβ ,η ,XqQ ren,Xnpβ ,ηq|Gn´1ss

“ Wn´1pβ ,ηq, Q-a.s.

となりマルチンゲールである. 非負性は定義から明らか.
(ii) (i)非負マルチンゲールに対する収束定理から従う [48, Section 4.2, (2.10)]. また任意の m P N0, x P V

に対して

θm,x ˝W8pβ ,ηq “ lim
nÑ8

θm,x ˝Wnpβ ,ηq, Q-a.s.

8



が成り立つことに注意する.
(iii) tW8pβ ,ηq ą 0uという事象は

č

ně1

σ rηp j,xq; j ě n,x P V s

可測である. よって Kolmogorovの 0 ´ 1法則より

QpW8pβ ,ηq ą 0q P t0,1u

である.

例題 1.6. b “ 1のときに例題 1.5上のマルコフ連鎖に対して DPREを考える. (x P V で |v| “ nとなるもの

は唯一であることに注意する.) ηpn,xq
d
„ Np0,1qとすると

Wnpβ ,ηq “

n
ź

i“1

exp
ˆ

βηpn,vq ´
β 2

2

˙

となる. 大数の法則からW8pβ ,ηq “ 0 (Q-a.s.)となることがわかる.

注意 1.9. 一般のマルコフ連鎖では成り立たないが Zd 上の単純ランダムウォークのとき

Q rW8s “

$

&

%

1, p1.6qが L1pQq-収束する

0, p1.6qが L1pQq-収束しない
(1.10)

が成り立つ. 実際 Fatouの補題から

0 ď ℓx :“ Q rθ0,x ˝W8s ď lim
nÑ8

Q rθ0,x ˝Wns “ 1

となる. グラフのシフト不変性より ℓx は x P Zd に依存しないことに注意し, ℓ :“ ℓ0 と定義する. このとき

ℓ2 “ ℓ (1.11)

が成り立つ.
実際,分配関数の定義から任意の n P Nに対して

W8pβ ,ηq “
ÿ

yPV

Wn,ypβ ,ηqθn,y ˝W8pβ ,ηq

となることがわかる. ただし n ě 0, y P Zd に対してWn,ypβ ,ηq “ Zn,ypβ ,ηqe´nλ pβ q とする.
Jensenの不等式より任意の n P Nに対して

Q rexpp´W8pβ ,ηqq |Gns ě expp´Q rW8pβ ,ηq|Gnsq “ expp´Wnpβ ,ηqℓq ě expp´Wnpβ ,ηqq

となり, n Ñ 8とすると

W8pβ ,ηqℓ “ W8pβ ,ηq Q-a.s.

となり両辺の Qについての期待値をとると (1.11)が求まる.
(1.6)が L1pQq-収束するとき Q rW8pβ ,ηqs “ 1であり, L1pQq-収束しないとき Q rW8pβ ,ηqs “ 1である

([48, Section 4.5, (5.2)])ので ℓ “ 0となる.
マルチンゲールの性質から以下の 2つは同値であることに注意する.

• (1.6)が L1pQq-収束する.

• tWnpβ ,ηq : n P Nuの一様可積分である.

9



1.2 相転移 I

この節ではマルコフ連鎖 X “ tXn : n P N0uは (1.28)を満たすものとする.
このとき DPREは次の重要な性質を満たす.

定理 1.2. (DPREの相転移 I)
ある定数 β 1,´

c ď 0 ď β 1,`
c が存在して

QpW8pβ q ą 0q “

$

&

%

1, β P pβ 1,´
c ,β 1,`

c q Y t0u

0, β P p´8,β 1,´
c q Y pβ 1,`

c ,8q

が成り立つ. 特に前者を媒質による摂動の弱い相,後者を媒質による摂動の強い相という.

注意 1.10. 簡単のため,媒質による摂動の弱い相を (WD)の相,媒質による摂動の強い相を (SD)の相と書く
ことにする.

注意 1.11. 臨界点 β 1,`
c ,β 1,´

c はマルコフ連鎖 X , η の分布 Qに依存する非ランダムな定数である.

証明. まず任意の δ P p0,1qに対して tWnpβ ,ηqδ : n ě 0uが一様可積分であることに注意する. このとき

lim
nÑ8

QrWnpβ ,ηqδ s “ QrW8pβ ,ηqδ s

が成り立つ. 注意 1.9より

QpW8pβ ,ηq ą 0q “ 1 ô p1.6qが L1pQq-収束

が成り立つ. これと (1.7)により任意の δ P p0,1qに対して

QpW8pβ ,ηq ą 0q “ 1 ô lim
nÑ8

QrWnpβ ,ηqδ s “ QrW8pβ ,ηqδ s ą 0 (1.12)

が成り立つ. よって以下 δ P p0,1qに対して β ě 0で

B

Bβ
QrWnpβ ,ηqδ s ď 0

であることを示せばよいが,次の補題 1.1を ϕpxq “ xδ に対して適用すればよい.

補題 1.1. [43, Lemma 3.3]実数値関数 ϕ P C1pp0,8qqは,ある定数C ą 0と p P r1,8qに対して

|ϕ 1puq| ď Cup `Cu´p, u ą 0

を満たすとする. このとき以下が成り立つ.

(i) ϕpWnpβ ,ηqq,
Bϕ
Bβ

pWnpβ ,ηqq P L1pQqであり, QrϕpWnpβ ,ηqqsは β P Rに関して連続微分可能. さ

らに

B

Bβ
Q rϕpWnpβ ,ηqqs “ Q

„

B

Bβ
ϕpWnpβ ,ηqq

ȷ

(ii) ϕ が p0,8q上で凹であるとする. このとき

B

Bβ
Q rϕpWnpβ ,ηqqs ď 0, β ě 0.
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証明. (i) p ě 1に対して

Wnpβ ,ηq´p “ P rζnpβ ,η ,Xqs
´p

ď P
“

ζnpβ ,η ,Xq´p‰ p7 Jensenの不等式 q

ď enpλ pβ qP

«

exp

˜

pβ
n
ÿ

i“1

|ηpi,Xiq|

¸ff

に注意すればよい. 他も同様. 後半は Fubiniの定理を用いればよい.
(ii) (i)と Fubiniの定理から

Q
„

B

Bβ
ϕpWnpβ ,ηqq

ȷ

“ P

«

Q

«

ϕ 1pWnpβ ,ηqq

˜

n
ÿ

i“1

ηpi,Xq ´ nλ 1pβ q

¸

ζnpβ ,η ,Xq

ffff

ここで各 X に対して Radon-Nikodym微分が

dQX

dQ
pηq “ ζnpβ ,η ,Xq

で与えられる pΩ,G q上の確率測度 QX を考える. このとき ϕ の凹性を用いると

ηに関して

$

&

%

řn
i“1 ηpi,Xq ´ nλ 1pβ qは単調増加

ϕ 1pWnpβ ,ηqqは単調減少

であることがわかる. よって FKG不等式から

Q
„

B

Bβ
ϕpWnpβ ,ηqq

ȷ

“ P

«

Q

«

ϕ 1pWnpβ ,ηqq

˜

n
ÿ

i“1

ηpi,Xq ´ nλ 1pβ q

¸

ζnpβ ,η ,Xq

ffff

ď P

«

QX
“

ϕ 1pWnpβ ,ηqq
‰

QX

«

n
ÿ

i“1

ηpi,Xq ´ nλ 1pβ q

ffff

“ 0

Zd 上の単純ランダムウォークで定義されたDPREに対して定理 1.2の相転移の臨界点について次のこと
が知られている.

定理 1.3. (i) d “ 1,2のとき β 1,`
c “ β 1,´

c “ 0.

(ii) d ě 3のとき β 1,´
c ă 0 ă β 1,`

c .

(i)の証明は第 3.2節で与える.

1.3 相転移 II

次に統計力学模型を解析する際に重要な役割を果たす自由エネルギーを定義する.
この節では Zd 上の単純ランダムウォークで定義された DPREについて扱う.
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定理 1.4. ([39, Proposition 1.5])任意の β P Rに対して

ψpβ q “ lim
nÑ8

1
n

Q rlogZnpβ ,ηqs

“ sup
ně1

1
n

Q rlogZnpβ ,ηqs P p´8,8s (1.13)

が存在する. この ψpβ qを DPREの自由エネルギーと呼ぶ.
また 1 ď p ă 8に対して

1
n

logZnpβ ,ηq Ñ ψpβ q in LppQq, Q-a.s. (1.14)

が成り立つ.

(1.13)の証明. 次のことを示せばよい.

任意の n,m P Nに対して Q rlogZn`ms ě Q rlogZns ` Q rlogZns (1.15)

これは Q rlogZnsが優加法的であることを意味しており,極限

lim
nÑ8

1
n

Q rlogZns “ sup
ně1

1
n

Q rlogZns (1.16)

が存在する.
(1.15)を示す. (1.5)より

Zn`mpβ ,ηq

Znpβ ,ηq
“

1
Znpβ ,ηq

ÿ

xPZd

Zn,xpβ ,ηqθn,x ˝ Zmpβ ,ηq

“ µn rθn,Xn ˝ Zmpβ ,ηqs

となることがわかる. よって

Q rlogZn`mpβ ,ηqs “Q rlogZnpβ ,ηqs ` Q rlog µn rθn,Xn ˝ Zmpβ ,ηqss

ěQ rlogZnpβ ,ηqs ` Q

«

ÿ

xPZd

µnpXn “ xq logθn,x ˝ Zmpβ ,ηq

ff

p7 Jensenの不等式 q

となる. 特に tµnpXn “ xq : x PZduはGn-可測であることと, logθn,x ˝Zmpβ ,ηqはσ rηpl,xq;n`1 ď l ď n`m,x P

Zds-可測であり分布が x P Zd についてシフト不変であることから (1.15)が示される.

(1.14)の証明は 1.4節に回す.

注意 1.12. Jensenの不等式を用いると

Q rlogZnpβ ,ηqs ď logQ rZnpβ ,ηqs “ nλ pβ q

が成り立つので

Fpβ q :“ ψpβ q ´ λ pβ q ď 0 (1.17)

となる. 以下ではこの Fpβ qを正規化自由エネルギーと呼ぶことにする.
また明らかに

logZnpβ ,ηq ě

ˆ

1
2d

˙n

exp

˜

n
ÿ

k“1

βηpk,ke1q

¸
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であるので

ψpβ q ě lim
nÑ8

1
n

n
ÿ

k“1

βηpk,ke1q ´ log2d “ ´ log2d (1.18)

となる. ただし e1 “ p1,0, ¨ ¨ ¨ ,0q P Zd とする.

このとき次のような相転移が成り立つことが知られている.

定理 1.5. (DPREの相転移 II)
ある定数 β 2,´

c ď 0 ď β 2,`
c が存在して

Fpβ q

$

&

%

“ 0, β P pβ 2,´
c ,β 2,`

c q Y t0u

ă 0, β P p´8,β 2,´
c q Y pβ 2,`

c ,8q

が成り立つ. 特に後者を媒質による摂動の非常に強い相という.

証明. 補題 1.1を ϕpxq “ logxに対して適用すればよい.

注意 1.13. 相転移の定義から

β 2,´
c ď β 1,´

c ď 0 ď β 1,`
c ď β 2,`

c

が成り立つことがわかる.

注意 1.14. 簡単のために媒質による摂動の非常に強い相を (VSD)の相と表すことにする.

また定理 1.3のように次のことが成り立つ.

定理 1.6. (i) d “ 1,2のとき β 2,`
c “ β 2,´

c “ 0.

(ii) d ě 3のとき β 2,´
c ă 0 ă β 2,`

c .

(i)の証明は第 3.2節,第 5.2節で与える.

Zd 上の単純ランダムウォークで定義される DPREに対して d ě 3のとき

Conjeccture 1. β 1,`
c “ β 2,`

c , β 1,´
c “ β 2,´

c

Conjeccture 2. W8pβ ,ηq “ 0 Q-a.s. ñ Fpβ q ă 0

また次のこともわかる.

定理 1.7. ([28, Theorem 1.1, Theorem 1.2]) ∆d “ tx “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xdq P Qd : |x1| ` ¨ ¨ ¨ ` |xd | ď 1u とする.
x P ∆d に対して

Nx :“ tn P N : nx P Zd ,n ` n|x1| ` ¨ ¨ ¨n|xd | P 2Nu
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と定義する. このとき x P ∆d に対して

ψpβ ,xq “ lim
nÑ8,nPNx

1
n

Q rlogZn,nxpβ ,ηqs

“ sup
nPNx

1
n

Q rlogZn,nxpβ ,ηqs (1.19)

が存在し, p P r1,8q

ψpβ ,xq “ lim
nÑ8,nPNx

1
n

logZn,nxpβ ,ηq, in LppQq, Q-a.s. (1.20)

が成り立つ. また

ψpβ q “ sup
xP∆d

ψpβ ,xq “ ψpβ ,0q (1.21)

が成り立つ.

(1.19), (1.20)の証明. x P ∆d を固定する. このとき定義から容易にわかることとして任意の m,n P Nx に対

して

Zm`n,pm`nqxpβ ,ηq ě Zm,nxpβ ,ηqθn,nx ˝ Zm,mxpβ ,ηq

である. 特に

θn,nx ˝ Zm,mxpβ ,ηq
d
„ Zm,mxpβ ,ηq,

logZm,mxpβ ,ηq P L1pQq

であり Zm,nxpβ ,ηqと θn,nx ˝ Zm,mxpβ ,ηqは独立なので Kingmanの劣加法エルゴード定理 (定理 1.10)より
(1.19), (1.20)の概収束性が従う.

1.4 (1.14), (1.21)の証明

この節では (1.14), (1.21)の証明を与える.
証明には次の優マルチンゲールに対する concentration不等式が重要になる.

pΩ,F ,Pqを確率空間とし,情報増大系 tFi : 0 ď i ď nuはF0 “ tH,Ωuを満たすとする.
さらに tSi : 0 ď i ď nuを R-値のFi-優マルチンゲールで S0 “ 0を満たすものとし, 1 ď i ď nに対し

て Xi “ Si ´ Si´1 と定義する.

定理 1.8. ある定数 K ą 0が存在して tXi : 1 ď i ď nuに対して

P
”

e|Xi||Fi´1

ı

ď K, P-a.s.

を満たすとき

P
“

etSn
‰

ď exp
ˆ

nKt2

1 ´ t

˙

, t P p0,1q (1.22)

が成り立つ. さらに

P
ˆ

Sn

n
ą x

˙

ď exp
ˆ

´n
´?

x ` K ´
?

K
¯2
˙

, x ą 0 (1.23)

が成り立つ.
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定理 1.8の証明はこの節の最後に回して (1.14), (1.21)の証明を先に与えよう. 証明は [39, Proposition 1.5]
証明を用いる. この証明のアイデアは第 5.3節でも利用する.

記号の簡略化のために pΩ̄,G ,Qq上の確率変数 V が V P L1pQqであるとき n “ 1,2, ¨ ¨ ¨ ,に対して

QnrV s :“ QrV |Gns

と定義する.

(1.14), (1.20)の証明. logZnpβ ,ηq ´ QrlogZnpβ ,ηqsと logZn,xpβ ,ηq ´ QrlogZn,xpβ ,ηqsについて調べていき

たいが,これは定義から logWnpβ ,ηq ´ QrlogWnpβ ,ηqsや logWn,xpβ ,ηq ´ QrlogWn,xpβ ,ηqsを調べることと

同値であることに注意する.
以下, n P Nに対してUn “ Wnpβ ,ηqまたはWn,xpβ ,ηqとおく. ただし x “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xdq P Zd は |x1| ` ¨ ¨ ¨ `

|xd | ` n P 2Nを満たすとする.
このとき j “ 1, ¨ ¨ ¨ ,nに対して G j-可測確率変数

Vn, j “ Q jrlogUns ´ Q j´1rlogUns

を考えると

logUn ´ QrlogUns “

n
ÿ

j“1

Vn, j

となる. ある定数 K ą 0が存在して

Q j´1

”

e|Vn, j|
ı

ď K, Q-a.s. (1.24)

が成り立つとき,定理 1.8より

Q rexpptplogUn ´ QrlogUnsqqs ď exp
ˆ

´
nKt2

1 ´ |t|

˙

, |t| P p0,1q (1.25)

PplogUn ´ QrlogUns ą nsq ď exp
ˆ

´n
´?

s ` K ´
?

K
¯2
˙

, s ą 0 (1.26)

が成り立つ. よって (1.24)を確認すればよい.
ここで j “ 1, ¨ ¨ ¨ ,nに対して

ζ̂ j
n pβ ,η ,Xq “

ź

1ďiďn
i“ j

ei,Xipβ ,ηq

とし,

Û j
n “

$

&

%

P
”

ζ̂ j
n pβ ,η ,Xq

ı

, Un “ Wnpβ ,ηq

P
”

ζ̂ j
n pβ ,η ,Xq : Xn “ x

ı

, Un “ Wn,xpβ ,ηq

とすると明らかに

Q jrlogÛ j
n s “ Q j´1rlogÛ j

n s, Q-a.s.

が成り立つ.
よって

Vn, j “ Q j

„

log
Un

Û j
n

ȷ

´ Q j´1

„

log
Un

Û j
n

ȷ

と書ける.
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ここでまず

0 ď ´Q j´1

„

log
Un

Û j
n

ȷ

ď λ pβ q

を示す. Zd 上の確率測度を

µ̂β
n, jpyq “

$

’

’

&

’

’

%

1

Û j
n

P
”

ζ̂ j
n pβ ,η ,Xq : X j “ y

ı

, Un “ Wnpβ ,ηq

1

Û j
n

P
”

ζ̂ j
n pβ ,η ,Xq : X j “ y,Xn “ x

ı

, Un “ Wn,xpβ ,ηq

と定義すると

Un

Û j
n

“
ÿ

yPZd

µ̂β
n, jpyqe j,ypβ ,ηq

となる. Jensenの不等式から

´Q j´1

„

log
Un

Û j
n

ȷ

“ ´Q j´1

»

–log

¨

˝

ÿ

yPZd

µ̂β
n, jpyqe j,ypβ ,ηq

˛

‚

fi

fl

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

ě ´ logQ j´1

»

–

¨

˝

ÿ

yPZd

µ̂β
n, jpyqe j,ypβ ,ηq

˛

‚

fi

fl “ 0

ď ´Q j´1

»

–

ÿ

yPZd

µ̂β
n, jpyq logpe j,ypβ ,ηqq

fi

fl “ λ pβ q

が成り立つ. よって t P t1,´1uに対して Jensenの不等式と x ÞÑ x´1, x ÞÑ xの凸性より

Q j´1
“

etVn, j
‰

ď exp
`

λ pβ qt`
˘

Q j´1

„

exp
ˆ

tQ j

„

log
Un

Û j
n

ȷ˙ȷ

ď exp
`

λ pβ qt`
˘

Q j´1

„

Q j

„ˆ

Un

Û j
n

˙tȷȷ

ď

$

&

%

exppλ pβ qq , t “ 1

exppλ pβ q ` λ p´β qq , t “ ´1

となり, K “ 2exppλ pβ q ` λ p´β qqにとして (1.24)が確認できた. ただし, t` “ maxtt,0u.

注意 1.15. 証明から (1.25), (1.26)に現れる K は x, nに依存しない定数であることがわかる. これはこの後
で重要な役割を果たす.

(1.21)の証明は [28, Proposition 2.4]を用いる.

(1.21)の証明. まず次のことに注意する. n P N, x P Zd が |x1| ` ¨ ¨ ¨ ` |xd | ` n P 2N, |x1| ` ¨ ¨ ¨ ` |xd | ď nを満た

すとき

Z2n,0pβ ,ηq ě Zn,xpβ ,ηqθn,x ˝ Zn,0pβ ,ηq

が成り立つので

QrlogZ2n,0pβ ,ηqs ě 2QrlogZn,xpβ ,ηqs. (1.27)
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ε P p0,1qに対して Jensenの不等式より

QrlogZnpβ ,ηqs “
1
ε

Q

«

log

˜

ÿ

xPZd

Zn,xpβ ,ηq

¸εff

ď
1
ε

logQ

«˜

ÿ

xPZd

Zn,xpβ ,ηq

¸εff

ď
1
ε

log

˜

ÿ

xPZd

Q rZn,xpβ ,ηqε s

¸

“
1
ε

log

˜

ÿ

xPZd

Q rexppεplogZn,xpβ ,ηq ´ QrlogZn,xpβ ,ηqsqqexppεQrlogZn,xpβ ,ηqsqs

¸

.

ただし 3行目は ε P p0,1qに対して a ě 0, b ě 0ならば pa ` bqε ď aε ` bε が成り立つことを用いた. ここで
(1.25)より

QrlogZnpβ ,ηqs ď
1
ε

log
ˆ

p2n ` 1qd exp
ˆ

´
nKε2

1 ´ ε

˙

exppεQrlogZn,xpβ ,ηqsq

˙

が成り立つことがわかる. (1.27)より

QrlogZnpβ ,ηqs ď
1
ε

ˆ

logp2n ` 1qd ´
nKε2

1 ´ ε
`

ε
2

QrlogZ2n,0pβ ,ηqs

˙

となり両辺を nで割り, n Ñ 8, ε Ñ 0の順で極限をとると (1.21)が従う.

1.4.1 定理 1.8の証明

定理 1.8の証明を与える. ここでは一般的な議論を行うので用いる記号はDPREのものとは独立している.

補題 1.2. ([58, Lemma 2.6])
Xを確率空間 pΩ,F ,Pq上で定義されたR-値確率変数でPrXs ď 0,あるK ą 0が存在しP rexpp|X |qs ď

K を満たすとする. このとき t P p0,1qに対して

P rexpptXqs ď exp
ˆ

Kt2

1 ´ t

˙

が成り立つ.

証明. t P p0,1qに対して

P rexpptXqs “

8
ÿ

k“0

E
„

Xk

k!

ȷ

tk

ď 1 `

8
ÿ

k“2

E
„

Xk

k!

ȷ

tk

ď 1 `

8
ÿ

k“2

Ere|X |stk ď 1 `
Kt2

1 ´ t
ď exp

ˆ

Kt2

1 ´ t

˙

.

定理 1.8の証明. 補題 1.2より帰納的に (1.22)がわかる. また任意の x ą 0, t P p0,1qに対して

P
ˆ

Sn

n
ą x

˙

ď exntP rexpptSnqs ď exp
ˆ

´n
ˆ

xt ´
Kt2

1 ´ t

˙˙
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となる.

sup
tPp0,1q

"

xt ´
Kt2

1 ´ t

*

“ p
?

x ` K ´
?

Kq2

であるので示された.

とりあえずこの章はこの程度で終えておく. 残りの 1.5節では上で定義したものとは少し異なるランダ
ム媒質中のディレクティドポリマーを紹介しておく. 1.6節では DPREと分枝ランダムウォークとの関連に
ついて紹介する. 詳しくは分枝ランダムウォークの文献を参照することを勧める.
次章以降は考える DPREは基本的には Zd 上の単純ランダムウォークで定義されるものを考える. 興味

のあるものは一般のマルコフ連鎖に対してどこまで同じことができるのかを考えながら読み進めるとよい.

1.5 様々なランダム媒質中のディレクティドポリマー

この節ではこの章を通して考えてきたランダム媒質中のディレクティドポリマーとは設定を変えて定義

されているランダム媒質中のディレクティドポリマーを紹介しておこう. ここで出てきた記号はこのノー
トで主に扱う内容のものとは独立である.

1.5.1 時空間 Parabolic Anderson模型

まずは DPREを時間を連続化したものと捉えることが出来る模型を紹介する.

定義 1.4. (時空間 parabolic Anderson模型 (時空間 PAM))

• ランダムウォーク: ttXtutě0,Pκ uを Zd 上の原点出発のジャンプレートが κ ą 0の単純ランダム
ウォーク, pΩ,F qをランダムウォーク tXt : t ě 0uの経路空間,

• ランダム媒質: ttBtpxqutě0,x P Zduを確率空間 pΩ̄,G ,Qq上で定義された 1次元ブラウン運動の族,

としこれらは独立であるとする.
このとき β P Rに対して pΩ,F q上の確率測度 µκ,β

t を次のように定義する:

µκ,β
t pdXq “

1

Zκ,β
t pBq

exp

˜

β
ÿ

xPZd

ż t

0
1tXs “ xudBspxq

¸

Pκ pdXq

ただし,

Zκ,β
t pBq “ Pκ

«

exp

˜

β
ÿ

xPZd

ż t

0
1tXs “ xudBspxq

¸ff

を分配関数, β を逆温度という.

注意 1.16. 時空間 PAM は DPRE と同様の結果が概ね確認できる [29]. また DPRE とは異なる解析手法
(Malliavin解析等)が利用でき, DPREより詳しいことがわかることもある [60, 36]. [29]以降に DPREで
新しくわかった結果がどこまで時空間 PAMで成立するかを確認することは重要だがほとんどが未着手で
ある.
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注意 1.17. t ě 0, x P Zd に対して

Zκ,β
t,x pBq “ Pκ

«

exp

˜

β
ÿ

xPZd

ż t

0
1tXs “ xudBspxq

¸

: Xt “ x

ff

と定義すると

dZκ,β
t,x “ κ∆Zκ,β

t,x dt ` βZκ,β
t,x dBtpxq

を満たすことが知られている. ただし f : Zd Ñ Rに対して

∆ f pxq “
1

2d

ÿ

yPZd ,|y´x|“1

p f pyq ´ f pxqq

を離散ラプラシアンとする.

1.5.2 ブラウン媒質中のディレクティドポリマー

次は DPREの空間を連続化した模型を紹介する.

定義 1.5. (ブラウン媒質中のディレクティドポリマー)

• ランダムウォーク: ttXnuně0,Puを Rd 上のランダムウォークで遷移確率が

PpXn`1 P dy|Xn “ xq “
1

p2πqd{2 exp
ˆ

´
|x ´ y|2

2

˙

dy

で与えられるものとする. pΩ,F qをランダムウォーク tXn : n ě 0uの経路空間とする.

• ランダム媒質: ttWnpxquxPRd : n ě 1uを確率空間 pΩ̄,G ,Qq上で定義された独立なガウス場の列で

次を満たすとする:

– 任意の x P Rd , n ě 1に対して QrW pxqs “ 0.

– ある正定値関数 g : Rd ˆRd Ñ Rが存在して

QrWmpxqWnpyqs “ δn,mgpx,yq, x,y P Rd ,n,m P N.

とし,これらは独立であるとする.
このとき β P Rに対して pΩ,F q上の確率測度 µβ

n を次のように定義する:

µβ
n pdXq “

1

Zβ
n pW q

exp

˜

β
n
ÿ

i“1

WipXiq

¸

PpdXq

ただし,

Zβ
n pBq “ P

«

exp

˜

β
n
ÿ

i“1

WipXiq

¸ff

を分配関数, β を逆温度という.

注意 1.18. 通常 gには連続性や平行移動不変性, |x ´ y| Ñ 8としたときの減衰の速さ等について様々な仮

定を与える.
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注意 1.19. ブラウン媒質中のディレクティドポリマーに関してはランダムウォークの遷移確率が熱核で与
えられることにより,離散的な Girsanovの定理を用いて DPREでは得られていない優拡散性を証明できる
[68].

1.5.3 ポアッソン媒質中のディレクティドブラウン運動

次は DPREの時間と空間を連続化した模型の一つを紹介する.

定義 1.6. (ポアッソン媒質中のディレクティドブラウン運動)

• ブラウン運動: ttBtutě0,Puを pΩ,F q上で定義された Rd 上の標準ブラウン運動とする.

• ランダム媒質: η を確率空間 pΩ̄,G ,Qq上で定義された r0,8q ˆRd 上の強度が 1のポアッソンラ
ンダム測度とする. すなわち任意の A1, ¨ ¨ ¨Ak P Bpr0,8q ˆRdqが有界で互いに素なものに対して

Q

˜

k
č

i“1

ηpAiq “ ni

¸

“

k
ź

i“1

expp´|Ai|q
|Ai|

ni

ni!
, n1, ¨ ¨ ¨ ,nk P N0

が成り立つ. ただし A P Bpr0,8q ˆRdqに対して |A|を Aのルベーグ測度とする.

• Rd のブラウン運動のグラフ tps,Bpsqq : s ě 0uに対して

Vt “ VtpBq “ tps,xq : 0 ď s ď t,x P UpBsqu

と定義する. ただしUpxqは x P Rd を中心とする体積が 1の閉球とする.

これらは独立であるとする.
このとき β P Rに対して pΩ,F q上の確率測度 µβ

t を次のように定義する:

µβ
t pdBq “

1

Zβ
t pηq

exppβηpVtpBqqqPpdXq

ただし,

Zβ
n pBq “ P rexppβηpVtpBqqqs

を分配関数, β を逆温度という.

注意 1.20. ポアッソン媒質中のディレクティドブラウン運動は DPREと同様の結果が概ね確認できる [42,
41, 34]. またブラウン媒質中のディレクティドポリマーのように空間次元が 1次元のときは優拡散性が証
明できる [74]. 他にもこの講義ノート 4章で扱う内容のことも示されている [46].

1.5.4 確率熱方程式

次は DPREの時間と空間の別の連続化した模型を紹介する.

定義 1.7. (確率熱方程式)

• ブラウン運動: ttBtutě0,Puを pΩ,F q上で定義された Rd 上の標準ブラウン運動とする.
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• ランダム媒質: tW pt,xq : t ě 0,x P Rduを確率空間 pΩ̄,G ,Qq上で定義されたガウス場で次を満た

すとする:

– 任意の x P Rd , t ě 0に対して QrW pt,xqs “ 0.

– ある正定値関数 g : Rd ˆRd Ñ Rが存在して

QrW ps,xqW pt,yqs “ ps ^ tqgpx,yq, x,y P Rd ,s, t ě 0

とし,これらは独立であるとする.
このとき β P Rに対して pΩ,F q上の確率測度 µβ

t を次のように定義する:

µβ
t pdBq “

1

Zβ
t pW q

exp
ˆ

β
ż t

0
W pds,dBsq

˙

PpdBq

ただし,

Zβ
t pW q “ P

„

exp
ˆ

β
ż t

0
W pds,dBsq

˙ȷ

を分配関数, β を逆温度という.

注意 1.21.
şt

0 W pds,dBsqの定義は形式的なものである. 正確な定義は [16]の 2章を参照するとよい.

注意 1.22. 通常 gには連続性や平行移動不変性, |x ´ y| Ñ 8としたときの減衰の速さ等について様々な仮

定を与える.

注意 1.23. x P Rd , t ą 0に対して

Zβ
t,xpW q “ P

„

exp
ˆ

β
ż t

0
W pds,dBsq

˙

|Bt “ x
ȷ

1
p2πtqd{2 exp

ˆ

´
|x|2

2t

˙

とおくと,

BtZ
β
t,xpW q “

1
2

∆Zβ
t,xpW q ` βZβ

t,xpW q 9W pt,xq, lim
tÑ0

Zβ
t,xpW qdx “ δ0pdxq

という確率熱方程式の解になる.

注意 1.24. 上で与えた確率熱方程式をポリマーの分野で研究されることもある [16, 35, 25, 24, 64]が,やは
り大半は確率熱方程式そのものが研究対象となっている.

1.6 分枝ランダムウォーク

この節では分枝ランダムウォークの研究に現れるランダム媒質中のディレクティドポリマーについて挙

げておく.
例題 1.2の頂点に次のように名前をつける.

定義 1.8. b ě 1の b-分木 G “ pV,Eqの頂点に次のように名前をつける.

(i) 原点を oと名付ける.

(ii) 第 n世代の頂点 vと繋がっている第 n`1世代の b個の頂点をそれぞれ v1, v2, ¨ ¨ ¨ , vbと名付ける.
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また第 n世代の頂点 vが v “ oi1 ¨ ¨ ¨ in (i1, ¨ ¨ ¨ , in P t1, ¨ ¨ ¨ ,bu)という名前を持っていたとき 0 ď k ď nに

対して

rvsk “ oi1 ¨ ¨ ¨ ik

と定義する.

図 2: 2-分木のときの名付け

注意 1.25. rvsk は頂点 vと原点 oを結ぶ最短の経路上にある第 k世代の頂点である.

次のように分枝ランダムウォークを定義する.

定義 1.9. (R上の分枝ランダムウォーク)

(i) 時刻 n “ 0で原点に 1つの個体 (o P V )がいる.

(ii) 時刻 nにいる個体 v P V はそれぞれ b個の個体 v1, ¨ ¨ ¨ ,vbに分裂し消滅し,分裂してできた個体は
親のいた位置からそれぞれ Lvi(1 ď i ď b)だけ移動する. ただし tLv : v P V uは R-値の独立同分布
な確率変数で

ErexppβLvqs ă 8, β P R

を満たすものとする.

注意 1.26. 第 n世代の個体頂点 vの R内の位置 Sv は

Sv “

n
ÿ

i“1

Lrvsi

と書ける.

補題 1.3. b-分木 G “ pV,Eqに対して定義された分枝ランダムウォークに対して

Mn “
ÿ

vPV
|v|“n

eSv
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と定義する. 例題 1.5のマルコフ連鎖 pX ,Pqに対して

Znpβ ,Lq “ P

«

exp

˜

β
n
ÿ

i“1

LrXnsi

¸ff

と定義すると

Mn “ bnZnp1,Lq

が成り立つ.

注意 1.27. Znpβ ,Lqは ηpn,vq “ Lv (v P V , |v| “ n)としてランダム媒質を定義したランダム媒質中のディレ
クティドポリマーの分配関数であることがわかる.

問 1.1. 補題 1.3で定義した分配関数に関して定理 1.2,定理 1.5が成り立つことを確認せよ.

分枝ランダムウォークの性質から次のこと知られている.

定理 1.9. ([50, Theorem1.1], [1, Theorem 1.1], [17, Corollary 1], [10, Theorem 0])
次のような ´8 ă β ´

0 ă 0 ă β `
0 ă 8が存在するとする:

λ pβ0q “ β0λ 1pβ0q.

このときこの DPREの臨界点について

β `
c “ β 1,`

c “ β 2,`
c β ´

c “ β 1,´
c “ β 2,´

c

が成り立つ. さらに i P t`,´uに対して,ある確率変数 D`, D´ で QpD` ą 0q “ QpD´ ą 0q “ 1かつ

lim
nÑ8

?
nWnpβ i

c,ηq “ Di in Q-probability

を満たすものが存在する.

注意 1.28. b-分木グラフ上で定義された DPREに関しては Conjecture 2が成り立たないことがわかる.

注意 1.29. 1.5節では主に考えていたグラフは NˆZd かそのいずれかまたは両方の連続版のグラフであっ

たのに対して, 1.6では木で与えられるグラフに対して考えていた. 当然他にも考えられるグラフはある. こ
こでは紹介しなかったがダイヤモンド格子上 [56, 3, 2, 31, 32]や完全グラフ上 [37]で定義された模型に対
しても一部結果は得られている.

1.7 補遺

1.7.1 Kingmanの劣加法エルゴード定理

定理 1.10. ([57, Chapter VI, 2, Theorem 2.6]) R-値確率変数の族 tXm,n : m ď nuが以下を満たすとする.

(i) 0 ď m ď nに対して X0,0 “ 0, X0,n ď X0,m ` Xm,n.

(ii) 各 k ě 1に対して tXpn´1qk,nk : n ě 1uは定常エルゴード的である.
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(iii) 各 m ě 0に対して tXm,m`k : k ě 0u
d
“ tXm`1,m`k`1 : k ě 0u.

(iv) P
”

X`
0,1

ı

ă 8.

ただし R-値確率変数 X に対して X` “ maxtX ,0uとする.
このとき

lim
nÑ8

X0,n

n
“ inf

ně1

PrX0,ns

n
P r´8,8q, P-a.s.

が成り立つ.

1.8 問題

問題 1.1. G “ pV,Eq上のマルコフ連鎖 X “ tXn : n P N0uは遷移確率 p “ tppx,yq : x,y P V uで定義されてい

るとする. このとき V 上の関数 h : V Ñ Rが x P V で正則であるとは

hpxq “ Px rhpX1qs “
ÿ

yPV

ppx,yqhpyq

を満たすときをいう.
マルコフ連鎖 X が次を満たすとき, (1.10)を満たすことを示せ.

任意の x P V で正則な有界な関数 h : V Ñ Rは定数関数のみである. (1.28)

問題 1.2. 一般のマルコフ連鎖で (1.10)が成り立たないようなものを作れ.

問題 1.3. 自由エネルギーψ : R Ñ Rは凸関数であることを示せ. (これによりψ,F P CpRqとなり Fpβ 2,´
c q “

Fpβ 2,`
c q “ 0がわかる.)
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2 媒質の摂動の弱い相

この章では DPREの摂動の弱い相での性質を述べていく.
まず定理 1.2と例題 1.9により媒質の摂動の弱い (WD)相であることは,

マルチンゲール tWnpβ ,ηq : n ě 0uが一様可積分である (2.1)

ことと同値であったことに注意しよう.

2.1 2次モーメント

d ě 3のとき DPREに対して媒質の摂動が弱い相が存在するための条件を確認しよう.

マルチンゲール tWn : n ě 0uが一様二乗可積分

ñマルチンゲール tWn : n ě 0uが一様可積分

であることとマルチンゲールの性質から

sup
ně0

Q
“

W 2
n
‰

ă 8 ñ (WD)

がわかる.
まずは Q

“

Wnpβ q2‰を求めてみよう.

補題 2.1. ([23, Lemma 2])
任意の β P Rに対して

Q
“

Wnpβ q2‰ “ PX ,X̂

“

exp
`

pλ p2β q ´ 2λ pβ qqLnpX , X̂q
˘‰

が成り立つ. ただし pX̂ , P̂qを pX ,Pq, tηpn,xq : n P N,x P Zduと独立な単純ランダムウォーク, PX ,X̂ “ Pb P̂

とし, Zd 上の 2つの経路 γ “ pxiqiě0, γ̂ “ px̂iqiě0 に対して Lnpγ, γ̂q “
řn

i“1 1txi “ x̂iuと定義する.

証明. 定義より 2つの独立な単純ランダムウォーク X , X̂ を用いて

Wnpβ ,ηq2 “ P rζnpβ ,η ,Xqs P̂
“

ζnpβ ,η , X̂q
‰

書くことができる. ζnpβ ,η ,Xqζnpβ ,η , X̂qは非負確率変数なので Fubiniの定理より

Q
“

Wnpβ ,ηq2‰ “ Q
“

P rζnpβ ,η ,Xqs P̂
“

ζnpβ ,η , X̂q
‰‰

“ PX ,X̂

“

Q
“

ζnpβ ,η ,Xqζnpβ ,η , X̂q
‰‰

.

固定されたランダムウォークの経路 X , X̂ に対して

Q
“

ζnpβ ,η ,Xqζnpβ ,η , X̂q
‰

“ Q

«

n
ź

i“1

ei,Xipβ ,ηqei,X̂i
pβ ,ηq

ff

“

n
ź

i“1

`

Qrei,Xipβ ,ηq2s1tXi “ X̂iu ` 1tXi “ X̂iu
˘

“

n
ź

i“1

exp
`

λ p2β q ´ 2λ pβ qq1tXi “ X̂iu
˘

となるので示された.
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補題 2.1より次のことがわかる.

定理 2.1. ([72, Lemma 1])
d ě 3かつ

γ1pβ q :“ λ p2β q ´ 2λ pβ q ă ´ logπd (2.2)

であるとき (WD)である. ただし πd “ Ppある n P Nに対して Xn “ 0qを単純ランダムウォークの再帰

確率とする.
特に β ´

˚ pdq ă 0 ă β `
˚ pdqを方程式 λ p2β q ´ 2λ pβ q “ ´ logπd の解とすると

β 1,´
c ď β ´

˚ pdq ă 0 ă β `
˚ pdq ď β 1,`

c (2.3)

が成り立つ.

注意 2.1. 単純ランダムウォークの対称性から

πd “ PX ,X̂ pある n ě 1が存在して Xn “ X̂nq

であることに注意する.

例題 2.1. ηpn,xq „ Np0,1qであるとき, λ pβ q “
β 2

2
より γ1pβ q “ β 2である. これより |β | ă

c

log
1

πd
のとき

(WD)である.

問 2.1. ηpn,xqが Qpηpn,xq “ 1q “ p “ 1 ´ Qpηpn,xq “ 0qとする. このとき, πd ă p ď 1ならば β `
˚ pdq “ 8

であることを示せ. これより β ě 0では常に (WD)となるようなものが存在することがわかる.

証明. 定義から固定されたランダムウォークの経路 X , X̂ に対して

exp
`

γ1pβ qLnpX , X̂q
˘

Õ exp
`

γ1pβ qLpX , X̂q
˘

pn Ñ 8q

が成り立つ. ただし

LpX , X̂q “
ÿ

ně1

1tXn “ X̂nu.

よって補題 2.1と単調収束定理より

sup
ně0

Q
“

Wnpβ q2‰ “ PX ,X̂

“

exp
`

γ1pβ qLpX , X̂q
˘‰

ここで k ě 0に対して

τ0pX , X̂q “ 0,

τk “ infti ą τk´1 : Xi “ X̂iu, k ě 1

と定義するとランダムウォークのMarkov性より

PX ,X̂

“

exp
`

γ1pβ qLpX , X̂q
˘‰

“ PX ,X̂ pτ1pX , X̂q “ 8q `

8
ÿ

k“1

PX ,X̂

“

exp
`

γ1LpX , X̂q
˘

: τ1pX , X̂q “ k
‰

“ p1 ´ πdq ` eγ1pβ qπdPX ,X̂

“

exp
`

γ1pβ qLpX , X̂q
˘‰

となる. よって

PX ,X̂

“

exp
`

γ1pβ qLpX , X̂q
˘‰

“

$

’

&

’

%

1 ´ πd

1 ´ πdeγ1pβ q
, γ1pβ q ă ´ logπd

8, γ1pβ q ě ´ logπd

.

となる.
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では (2.3)において等号は成り立つのだろうか. Garel, Monthusら [62]はこの等号が成立すると予想した
が Birknerら [13, 20, 21, 22, 11]によってこの予想は否定された. (第 2.3節)

2.2 中心極限定理

ひとまず (WD)の存在は言えたので, (WD)ではポリマーはどのような挙動をするのか調べていこう. (WD)
ではランダム媒質の影響は非常に小さく, µnは元の確率測度 Pから “大きくずれる”ことはないと思われる.
このことを正当化していこう.

命題 2.1. ([43, Proposition 4.1]) Zd 上の単純ランダムウォーク X “ tXn : n P N0u に対して, Fn “

σ rX0, ¨ ¨ ¨ ,Xns, F8 “ σ
“
Ť

ně0 Fn
‰

と定義する. β P Rで (WD)であるとき A P F8 に対して

µβ
8pAq :“ lim

mÑ8
µβ

mpAq, Q-a.s. (2.4)

が存在する. またF8 上の確率測度 Qµβ で

Qµβ pAq “ Qµβ
8pAq, A P

ď

ně0

Fn

を満たすものが一意に存在する. このとき

Qµβ pAq “ lim
nÑ8

Qµβ
n pAq, A P F8

P ! Qµβ ! P

が成り立つ.

証明. 定義より A P F8 を固定したとき

µβ
mpAq “

P rζmpβ ,η ,Xq : As

Wmpβ ,ηq

である. ただし ζ は (1.9)) で定義したものとする. このとき容易に tP rζmpβ ,η ,Xq : As : m P N0u が非

負マルチンゲールであり極限W β
8pη ,Aq が存在することがわかる. また (WD) であることからWmpβ ,ηq,

P rζmpβ ,η ,Xq : Asは共に一様可積分であることも従う.
よって Qµβ

8は
Ť

ně0 Fn上の有限加法的測度で Qµβ
8pΩq “ 1となることがわかり, Hopfの拡張定理から

F8 上の確率測度 Qµβ で Qµβ
8 の拡張となるものが一意に存在する.

また (2.4)の収束は L1pQq-収束でもあることは容易に分かる.
今, A P F8がPpAq “ 0ならばQµβ pAq “ 0となるのでQµβ ! Pが従う. 一方A P F8に対してQµβ pAq “ 0
とすると Q-a.s.で lim

nÑ8
µβ

n pAq “ 0となる. これにより Q-a.s.でWnpβ ,ηqµβ
n pAq Ñ 0となりW β

n pηqの一様可

積分性からWnpβ ,ηqµβ
n pAqは 0に L1pQq-収束する. すなわち

PpAq “ lim
nÑ8

Q
”

Wnpβ ,ηqµβ
n pAq

ı

“ 0

となり P ! Qµβ が従う.

これにより,例えば次のようなことがわかる.

Qµβ
ˆ

limsup
nÑ8

Xn
?

2n log logn
“ 1

˙

“ 1, p重複大数の法則 q

これより (WD)ではランダムウォークで成り立ったことが, µn に対して成り立つと期待してもよさそう

である. ここでは次のような中心極限定理が成り立つことを確かめる.
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定理 2.2. ([23, 6, 39] et.al.) d ě 3かつ (2.2)を仮定する. このとき任意の f P CbpRdqに対して

µβ
n

„

f
ˆ

Xn
?

n

˙ȷ

Ñ
1

p2πqd{2

ż

Rd
f
ˆ

x
?

d

˙

exp
ˆ

´
|x|2

2

˙

dx, Q-a.s. (2.5)

が成り立つ.

注意 2.2. f P CpolpRdqに対しても (2.5)が成り立つ. ただし CbpSqは S上の有界連続関数全体, CpolpSqは S

上の高々多項式増大の連続関数全体を表す.

注意 2.3. (2.2)を仮定しているので (WD)全体に対して (2.5)が成り立つかどうかは言えていない. しかし
Comets, Yoshida[43]により (WD)であれば (2.5)が Q-a.s.を Q-確率収束に置き換えて成立することが示さ
れている.

証明のアイデアは

(1) (WD)であるのでWnpβ ,ηqをかけたものに対して収束をいえば十分,

(2) 一般の f P CbpRdqではなく, x “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xdqに関する多項式に対する収束,

(3) 多項式の中でもランダムウォーク X に対してマルチンゲール性を持つようなものに対する収束,

といったものである. ただし x “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xdq P Rd , n “ pn1, ¨ ¨ ¨ ,ndq P Nd
0 に対して

xn “

d
ź

i“1

xni
i , |n| “

d
ÿ

i“1

ni

とし, f pxq “
ÿ

nPNd
0 ,|n|ďm

anxn (an P C)と表される関数を m次以下の多項式と呼ぶ.

証明. a P Nd
0 , x P Rd , n P N0 に対して

φapn,xq “
Ba1

Bθ a1
1

¨ ¨ ¨
Bad

Bθ ad
d

exppθ ¨ x ´ nρpθqq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

θ“0

と定義する. ただし exppρpθqq “ PX rexppθ ¨ X1qsとする.
このとき容易に次のことがわかる.

(P1) φapn,xqは |a|次以下の多項式でC1, C2, C3 ą 0で

|φapn,xq| ď C1 `C2|x||a| ` n|a|{2

が成り立つ.

(P2) tφapn,Xnq : n P N0uはFn-マルチンゲールである.

(P2)より Fubiniの定理から

Yapnq “ PX rφapn,Xnqζnpβ ,η ,Xqs

は Gn-マルチンゲールであることがわかる.
このマルチンゲールに対して次のことが成り立つ (問 2.3).

lim
nÑ8

Yapnq

n|a|{2 “ 0, Q-a.s. (2.6)
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ここで, a P Nd
0 , x P Rd , n P N0 に対して

ψapn,xq “
Ba1

Bθ a1
1

¨ ¨ ¨
Bad

Bθ ad
d

exp
ˆ

θ ¨ x ´ n
|θ |2

2d

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

θ“0

とおき, φapn,xqと ψapn,xqを比較すると,ある Aapb, jq P R (b P Nd
0 , j P N0)で

φapn,xq “ xa `
ÿ

|b|`2 jď|a|,
jě1

Aapb, jqxbn j

ψapn,xq “ xa `
ÿ

|b|`2 j“|a|,
jě1

Aapb, jqxbn j (2.7)

と書けるものが存在することがわかる. また ψa の定義から

1
p2πqd{2

ż

Rd
ψa

ˆ

1,
x

?
d

˙

exp
ˆ

´
|x|2

2d

˙

dx “ 0 (2.8)

であることがわかる.
よって (2.6), (2.7), (2.8)より帰納的に任意の a P Nd

0 に対して

ÿ

xPZd

ˆ

x
?

n

˙a

Wn,xpβ ,ηq Ñ W8pβ ,ηq
1

p2πqd{2

ż

Rd

ˆ

x
?

d

˙a

exp
ˆ

´
|x|2

2d

˙

dx, Q-a.s. (2.9)

が成り立つことが示される. 正規分布のモーメント問題は解けることから定理が示された.

問 2.2. (P1), (P2)を確かめよ.

問 2.3. ([39, Lemma 3.2.2]) (2.6)を以下の要領で示せ.

(1) Q
“

pYapnq ´Yapn ´ 1qq2
‰

“ PX ,X̂

“

φapn,Xnq2 exp
`

γ1pβ qLnpX , X̂q
˘

: Xn “ X̂n
‰

が成り立つことを示せ. ただ
し pX̂ ,PX̂ q, PX ,X̂ , LnpX , X̂qは補題 2.1で与えられたものとする.

(2) (難) (1)と (P1)より

Q
“

pYapnq ´Yapn ´ 1qq2‰ ď PX ,X̂

”´

C1 `C2|Xn||a| `C3n|a|{2
¯

exp
`

γ1pβ qLnpX , X̂q
˘

: Xn “ X̂n

ı

となる. ここで

Q
“

pYapnq ´Yapn ´ 1qq2‰ ď Can|a|´ d
2

であることを示せ. (ヒント: exp
`

γ1pβ qLnpX , X̂q
˘

“

n
ÿ

k“1

pexppγ1pβ qq ´ 1q
k

ÿ

1ď j1ď¨¨¨ď jkďn

k
ź

i“1

1tX ji “ X̂ jiu

を用いる.)

(3) (2)から
ÿ

ně1

1
n|a|

Q
“

pYapnq ´Yapn ´ 1qq2‰ ă 8となる. Gn-マルチンゲール Zapnq “

n
ÿ

k“1

Yapnq ´Yapn ´ 1q

n|a|{2

が Q-a.s.で収束することを示せ. (Kroneckerの補題より lim
nÑ8

Yapnq

n|a|{2 “ 0, Q-a.s.が従う.)

問 2.4. (2.7)を証明せよ.

問 2.5. (2.8)を証明せよ.

問 2.6. (2.9)の証明を与えよ. (a “ p0, ¨ ¨ ¨ ,0qの場合から始め, |a|に関する帰納法を用いる.)

中心極限定理が示されると普遍原理が成立するのかが問題になるが, これは [6]で示されている. この
ノートでは扱わないことにする.
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2.3 Size-biased directed polymers in random environment

ここでは (WD)となるための必要十分条件を size-biased DPRE(SBDPRE)と呼ばれるものを用いて記述
してみることにする.
注意 1.9より

pWDq ô tWnpβ ,ηq : n ě 1uが一様可積分

であることがわかる. さらに次の命題を考える.

命題 2.2. T “ N または p0,8qとする. 確率空間 pΩ,F ,Pq上で定義された r0,8q-値の確率変数の族
tXt : t P T uは PrXts “ θ ą 0を満たすとする.
このとき以下が成り立つ.

tXt : t P T uが一様可積分ô tX̂t : t P T uが緊密,すなわち lim
KÑ8

sup
tPT

P̂tpX̂t ą Kq “ 0 (2.10)

および

Xt
P

Ñ 0 pt Ñ 8q ô X̂t
P

Ñ 8 pt Ñ 8q (2.11)

ただし,ここで X̂t は

P̂tpX̂t P Aq “
1
θ

PrXt : Xt P As, A P BpRq

という分布に従う確率変数とする.

証明. (2.10): 定義から任意の K P Rに対して

PpXt : Xt ą Kq “ θ P̂tpX̂t ą Kq

であるのでわかる.
(2.11)のñ: Xt

P
Ñ 0 (t Ñ 8)と仮定する. このとき任意の 0 ă ε ă K に対して

P̂tpX̂t ď Kq “
1
θ

PrXt : Xt ď Ks “
1
θ

ż K

0
xPpXt P dxq ď

ε
θ

PpXt P r0,εqq `
K
θ

PpXt P pε,Ksq

となる. よって

lim
tÑ8

P̂tpX̂t ď Kq ď
ε
θ

となる. さらに ε Ñ 0とすることで示された.
(2.11)のð: X̂t

P
Ñ 8pt Ñ 8qと仮定する. δ ą 0, ε ą 0は εδ ă θ を満たすとする. このとき

PpXt ě δ q “ P
ˆ

Xt P

„

δ ,
θ
ε

ȷ˙

` P
ˆ

Xt ě
θ
ε

˙

ď P
ˆ

Xt P

„

δ ,
θ
ε

ȷ˙

` ε

となる. さらに P̂t

ˆ

X̂t P

„

δ ,
θ
ε

ȷ˙

“
1
θ

P
„

Xt : Xt P

„

δ ,
θ
ε

ȷȷ

ě
δ
θ

P
ˆ

Xt P

„

δ ,
θ
ε

ȷ˙

に注意すると

lim
tÑ8

PpXt ě δ q ď ε

となり ε ą 0は任意に小さく取れるので示された.

30



さて,では DPREの正規化分配関数Wnpβ ,ηqに対して命題 2.2で現れたような size-biasedな確率変数列
はどのようなものであろうか.

定理 2.3. ([19, Lemma 1]) β P Rに対して確率空間 pΩ̄,G ,Qq上に tei,xpβ ,ηq : pn,xq P NˆZduと独立な

確率変数の族

tên,x : pn,xq P NˆZdu

を次のようにとる.

(1) pn,xq P NˆZd に関して独立同分布である.

(2) Qpên,xpβ ,ηq P drq “ Q ren,xpβ ,ηq : en,xpβ ,ηq P drs

さらに pX̂ ,PX̂ qを原点出発の単純ランダムウォークで X ,e, êと独立なものとし,

ζ̃npβ ,η , ê,X , X̂q “

n
ź

i“1

´

êi,X̂i
pβ ,ηq1tXi “ X̂iu ` ei,Xi1tXi “ X̂iu

¯

Ŵnpβ ,η , ê, X̂q “ PX

”

ζ̃npβ ,η , ê,X , X̂q

ı

このとき任意の有界ボレル可測関数 f : R Ñ Rに対して

Q rWnpβ ,ηq f pWnpβ ,ηqqs “ PX̂ Q
““

f
`

Ŵnpβ ,η , ê, X̂q
˘‰‰

が成り立つ.

注意 2.4. êとして良い性質を持つものを構成することができる. (問題 2.1)

命題 2.2と合わせることにより Ŵn の緊密性が与えられれば (WD)であることがわかる. これにより

Q
“

Ŵnpβ ,η , ê, X̂q
‰

“ PX
“

exp
`

γ1LnpX , X̂q
˘‰

ă 8, PX̂ -a.s.

が成り立てば (WD)であるということになる. Birknerはこのことに注目し (WD)となるための十分条件を
考察し, (2.3)の等式が成立しないことを示した. 特に右辺はランダムウォークの経路を界面とするピニング
模型の分配関数とみなすことができ様々な研究がなされている [13, 20, 21, 22, 11].

2.4 問題

問題 2.1. pΩ,F ,Pq上で定義された確率変数U は p0,1q上の一様分布に従うとする. また R-値の確率変数
η は任意の β P Rに対して λ pβ q :“ Preβη s P Rが成り立つものとし,その分布関数を F とする. すなわち

Fpxq “ Ppη ď xq, x P R

とする. 以下の問に答えよ.

(i) F´1puq “ inftx P R : Fpxq ě uuとする. このとき F´1pUq
d
“ η を示せ.

(ii) β P r0,8q に対して Fβ pxq “ Prexppβη ´ λ pβ qq : η ď xs (x P R) とする. このとき 0 ď β ď γ ならば
Fβ pxq ď Fγ pxq (x P R)が成り立つことを示せ. (Hint: FKG不等式を使う.)

(iii) 確率空間 pΩ,F ,Pq上の確率変数の族 tηβ : β P r0,8quで以下を全ての条件を満たすものが存在する

ことを示せ.
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(a) 任意の β ě 0に対して Ppηβ ď xq “ Fβ pxq (x P R).

(b) Ppγ ě β ě 0ならばηγ ě ηβ q “ 1.

注意 2.5. 問題 2.1を用いると

Ŵnpβ ,η , ê, X̂q
d
“ PX

”

ζnpβ ,ηβ
X̂
,Xq

ı

が成り立つことがわかる. ただし

ηβ
X̂

“ ηpi,xq ` pηβ pi,xq ´ ηpi,xqq1tX̂i “ xu.
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3 媒質の摂動の強い相

この章では媒質の摂動の強い相 (SD)での性質を見ていく.

3.1 局在化

媒質の摂動が強いときには µβ
n の下での高分子の形状として現れるものは単純ランダムウォークとは性

質が大きく異なることが知られている.
Zd 上の単純ランダムウォークの場合にはランダムウォークの対称性と局所極限定理から,ある定数C “

Cd ą 0が存在して任意の n ě 1に対して

PX ,X̂ pXn “ X̂nq “ PpX2n “ 0q ď
C

nd{2

が成り立つことが知られている. つまり独立な 2つのランダムウォークが時刻 nで出会う確率は n´d{2 の

速さで減衰するのである. しかし (SD)の下ではこのようなことが起きない. 実際次のことが知られている.

定理 3.1. ([28, 38, 75]) β P Rzt0u, n ě 0に対して

Rn “
ÿ

xPZd

µβ
n pXn “ xq2 (3.1)

と定義する. このとき

tW8pβ ,ηq ą 0u“

#

8
ÿ

n“1

Rn ă 8

+

, Q-a.s. (3.2)

が成り立つ. 特に,ある定数 c1,c2 ą 0が存在して

tW8pβ ,ηq “ 0u
Q-a.s.
Ă

#

十分大きい n ě 1に対して´ c1 logWnpβ ,ηq ď

n´1
ÿ

k“0

Rk ď ´c2 logWnpβ ,ηq

+

(3.3)

が成り立つ.

注意 3.1. (SD)であるときある定数C ą 0が存在して

lim
nÑ8

max
xPZd

µβ
n pXn “ xq ą C, Q-a.s. (3.4)

が成り立つことも知られている [75, Theorem 1.4.2].

注意 3.2. Rnはスピングラスの用語に倣ってレプリカオーバーラップと呼ばれている. これは µβ
n に従う独

立な経路 X , X̂ を考えたときに

Rn “

´

µβ
n

¯b2
pXn “ X̂nq

となり, X と X̂ が時刻 nでぶつかる確率を表している. (3.4)から (SD)であるときは空間内に高い確率で高
分子 (Xn)が集まるような点がある (局在化)ということを言っている.

µβ
n は Zd 上の確率測度であるので

max
xPZd

µβ
n pXn “ xq2 ď Rn ď max

xPZd
µβ

n pXn “ xq
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が成り立つ.
証明には主に

R̃n´1 “
ÿ

xPZd

µβ
n´1pXn “ xq2

が現れるが

µβ
n´1pXn “ xq “

ÿ

y:|y´x|“1

1
2d

µβ
n´1pXn´1 “ yq

であるので

1
2d

Rn´1 ď R̃n´1 ď Rn´1

となり結論は変わらない.

注意 3.3. (3.3)と正規化自由エネルギーの定義を見比べると

Fpβ q ă 0 ô lim
nÑ8

1
n

n
ÿ

k“1

Rk ą Dc ą 0, Q-a.s.

がわかる.

注意 3.4. 時空間 Parabolic Anderson模型に対してはより強い経路のレプリカオーバーラップ
ż T

0

´

µκ,β
T

¯b2
pXt “ X̂tqdt

に関する結果が得られている [36]. ポアソン媒質中のディレクティドブラウン運動に対しても経路に対す
るレプリカオーバーラップに関する結果が得られている [44].

この節では数列 tan : n ě 0uに対して

∆an “ an ´ an´1, n ě 1

と定義する.
Wnpβ ,ηqは Gn-マルチンゲールなのでXnpβ ,ηq :“ ´ logWnpβ ,ηqは Gn-劣マルチンゲールである. Doob
分解 [48, Theorem 5.2.10]によって

Xn “ Mn `An, M0 “ 0,A0 “ 0

となる Gn-マルチンゲールMn と Gn-可予測で単調非減少なAn が取れる. すなわち

Mn “

n
ÿ

k“1

∆Mk “

n
ÿ

k“1

pXk ´ Q rXk|Gk´1sq

An “

n
ÿ

k“1

∆Ak “

n
ÿ

k“1

pQ rXk|Gk´1s ´Xk´1q

ただし logW0 “ 0を用いた. ここで Gn-劣マルチンゲールM 2
n に対して Doob分解を行うことで

M 2
n “ Yn ` xM yn

とできる. ただし Ynは Gn-マルチンゲール部分で xM ynはM 2
n ´Yn, xM y0 “ 0で定義される Gn-可予測な

単調非減少列であり

∆xM yn “ Q
”

p∆Mnq
2

|Gn´1

ı
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で表される [48, 5.4.1節].
このとき,ある c ą 0が存在して

∆xM yn ď cRn´1 (3.5)

Rn´1 — ∆An (3.6)

が成り立つ. これらを一旦認めて (3.2), (3.3)の証明を与える.

(3.2), (3.3)の証明. 次を示す.

(1) tW8 “ 0u
Q-a.s.
Ă tA8 “ 8u

Q-a.s.
“ t

ÿ

ně0

Rn “ 8u.

(2) t
ÿ

ně0

Rn “ 8u
Q-a.s.
Ă t十分大きい n ě 1に対して c1Xn ď

n´1
ÿ

k“0

Rk ď c2Xnu

二乗可積分マルチンゲールに対する性質 [48, Theorem 5.4.9, Theorem 5.4.10]から

txM y8 ă 8u
Q-a.s.
Ă

!

lim
nÑ8

Mnが存在
)

txM y8 “ 8u
Q-a.s.
Ă

"

lim
nÑ8

Mn

xM y n
“ 0

*

がわかる. (3.5), (3.6)と合わせると
#

8
ÿ

n“0

Rn ă 8

+

“ tA8 ă 8u

“ tA8 ă 8,xM y8 ă 8u

Q-a.s.
Ă

!

A8 ă 8, lim
nÑ8

Mnが存在
)

Ă tW8 ą 0u

となる.
また tA8 “ 8u

Q-a.s.
“ t

ř8
n“0 Rn “ 8uであることと (3.6)より

Xn
řn´1

k“0 Rk
—

Xn

An
“

Mn

An
` 1 (3.7)

となる. (2)は

tA8 “ 8u
Q-a.s.
Ă

"

Mn

An
Ñ 0

*

(3.8)

を示せばよい. A8 “ 8を仮定する. もし xM y8 ă 8ならば lim
nÑ8

Mn が存在するので (3.7)から
Mn

An
Ñ 0

となる. また xM y8 “ 8のとき

Mn

An
“

Mn

xM yn

xM yn

An

となるが (3.5), (3.6)と合わせるとこれは 0に収束することがわかるので (3.8)が示せた.

3.1.1 (3.5), (3.6)の証明

まずは以下のことに注意する.

∆An “ Q rXk|Gk´1s ´Xk´1 “ Q
„

´ log
Wn

Wn´1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gn´1

ȷ

“ Q
”

´ log
´

1 ` µβ
n´1 ren,Xn ´ 1s

¯ˇ

ˇ

ˇ
Gn´1

ı

∆Mn “ ´ log
´

1 ` µβ
n´1 ren,Xn ´ 1s

¯

` Q
”

log
´

1 ` µβ
n´1 ren,Xn ´ 1s

¯ˇ

ˇ

ˇ
Gn´1

ı
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であることに注意する. 特に

∆xM y “ Q
„

´

log
´

1 ` µβ
n´1 ren,Xn ´ 1s

¯¯2
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Gn´1

ȷ

まずは次の一般の確率変数に関する補題を示す.

補題 3.1. ([38, Lemma 2.1]) pΩ,F ,Pq上定義された定数でない非負値独立同分布な確率変数列 tei : 1 ď i ď mu

は

Qre1s “ 1,Qre3
1 ` log2 e1s ă 8,

を満たすとする. I “ t1, ¨ ¨ ¨ ,mu上の確率測度 α “ tαi : 1 ď i ď muに対してU “

m
ÿ

i“1

αiei ´ 1と定義したと

き,ある定数 c P p0,8qが存在して

1
c

m
ÿ

i“1

α2
i ďP

„

U2

2 `U

ȷ

(3.9)

1
c

m
ÿ

i“1

α2
i ď ´ P rlogp1 `Uqs ď c

m
ÿ

i“1

α2
i (3.10)

P
“

log2p1 `Uq
‰

ď
1
c

m
ÿ

i“1

α2
i (3.11)

これが示されると (3.5), (3.6)は α¨ “ µβ
n´1pXn “ ¨q, e¨ “ exppβηpn, ¨q ´ λ pβ qqとすることで従う.

注意 3.5. ei が定数の場合はU “ 0となるので当然成り立たない.

証明. 容易に

PrU2s “ Qre2
1s

m
ÿ

i“1

α2
i , PrU3s ď c1

m
ÿ

i“1

α2
i

が成り立つことがわかる.
(3.9)は

PrU2s “ P
„

U
?

U ` 2
U

?
2 `U

ȷ

ď P
„

U2

2 `U

ȷ1{2

PrU2 `U3s1{2 ď CP
„

U2

2 `U

ȷ1{2 m
ÿ

i“1

α2
i

から従う.
ϕ : p´1,8q Ñ Rを ϕpxq “ x´ logp1`xqとすると ϕpxq ě x2

4p2`xq
(x ą ´1)を満たし,特に´Prlogp1`Uqs “

PrϕpUqsなので (3.10)の左側が上からわかる.
ε P p0,1qに対して

PrϕpUqs “ PrϕpUq : 1 `U ě εs ` PrϕpUq : 1 `U ă εs

ď PrϕpUq : 1 `U ě εs ´ Prlogp1 `Uq : 1 `U ă εs

が成り立ち, 1 ` x ě ε のとき ϕpxq ď x2

xε2 が成り立つので

PrϕpUq : 1 `U ě εs ď
1

2ε2 PrU2s ď c2

m
ÿ

i“1

α2
i

となる. また γ :“ ´Prloge1s ě 0に対して ε ą 0を logp1{εq ´ γ ě 1となるようにする. V “

m
ÿ

i“1

αiplogei ` γq

とすると

t1 `U ď εu “ tV ´ ε ď logp1 `Uq ď logεu Ă t´ logp1 `Uq ď ´V ` γu X t1 ď ´V u
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が Jensenの不等式からわかるので

´Prlogp1 `Uq : 1 `U ă εs ď Pr´V : 1 ď ´V s ` γPp1 ď ´V q ď p1 ` γqPrV 2s ď c2

m
ÿ

i“1

α2
i

となるので (3.10)の右側の不等式が示された.
(3.11)も同様に示される.(問題 3.1)

3.2 臨界点 β 1,˘
c , β 2,˘

c

この節では定理 1.3の (1)の証明と定理 1.6(1)の d “ 1の証明, (VSD)となるための十分条件を与える.
第 5章で定理 1.6の (1)のより強い結果の証明を与えるので定理 1.3(1)の証明は飛ばしてもよい.

(1.12)から次のことがわかる.

補題 3.2. ある定数 c P p0,8q, θ P p0,1q,と非負単調増加数列 tan : n ě 0uで an Ñ 8となるものが存在して

Q
”

W θ
n

ı

ď cexpp´anq

となれば QpW8 ą 0q “ 0.

これを用いて次のことがわかる.

定理 3.2. d ě 1に対して

βλ 1pβ q ´ λ pβ q ą logp2dq

ならば Fpβ q ă 0が成り立つ.

証明. マルコフ性から

Wnpβ ,ηq “
ÿ

x:|x|“1

exppβηp1,xq ´ λ pβ qq

2d
θ1,x ˝Wn´1pβ ,ηq

が成り立つ. シフト θn,x の定義は (1.4)参照.
x ě 0, y ě 0のとき θ P p0,1qに対して px ` yqθ ď xθ ` yθ が成立するので

Wnpβ ,ηqθ ď
ÿ

x:|x|“1

ˆ

exppβηp1,xq ´ λ pβ qq

2d

˙θ
θ1,x ˝Wn´1pβ ,ηqθ

となり

Q
”

Wnpβ ,ηqθ
ı

ď
ÿ

x:|x|“1

Q

«

ˆ

exppβηp1,xq ´ λ pβ qq

2d

˙θ
ff

Q
”

Wn´1pβ ,ηqθ
ı

“ p2dq1´θ exppλ pθβ q ´ θλ pβ qqQ
”

Wn´1pβ ,ηqθ
ı

rpθq “ log
`

p2dq1´θ exppλ pθβ q ´ θλ pβ qq
˘

は 2階連続微分可能であり r2pθq ą 0となる. さらに rp1q “ 0 ă

rp0q “ logp2dqであるので θ P p0,1qで rpθq ă 0となるのは

0 ă
d

dθ
rpθq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

θ“1
“ ´ logp2dq ` βλ 1pβ q ´ λ pβ q

のときである.
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3.2.1 d “ 1,2

この節では補題 3.2が

an “

$

&

%

c1n1{3, d “ 1

c2
?

logn, d “ 2

として成立することを示す.
次の補題を用意する.

補題 3.3. Λ Ă Zd を有限集合とする. θ P p0,1qに対して

Q
”

W θ
n Rn

ı

ě
1

|Λ|
Q
”

W θ
n

ı

´
2

|Λ|
PpXn R Λq

θ

が成り立つ. ただし |Λ|は Λの要素の数とする.

証明.

Rn ě
ÿ

zPΛ
µβ

n pXn “ zq2

ě
1

|Λ|
µβ

n pXn P Λq2 “
1

|Λ|

´

1 ´ µβ
n pXn R Λq

¯2

ě
1

|Λ|

´

1 ´ 2µβ
n pXn R Λq

¯

ě
1

|Λ|

´

1 ´ 2µβ
n pXn R Λqθ

¯

となるので

Q
”

W θ
n Rn

ı

ě
1

|Λ|
Q
”

W θ
n

ı

´
2

|Λ|
Q
”

W θ
n µβ

n pXn R Λqθ
ı

ě
1

|Λ|
Q
”

W θ
n

ı

´
2

|Λ|
Q
”

Wnµβ
n pXn R Λq

ıθ

ě
1

|Λ|
Q
”

W θ
n

ı

´
2

|Λ|
PpXn R Λqθ .

定理 1.3(1)の証明 [39]. θ P p0,1qとする. f : p´1,8q Ñ r0,8qを

f pxq “ 1 ` θx ` p1 ` xqθ

とする. このときあるC P p0,8qが存在して

Cx2

2 ` θ
ď f pxq, x P p´1,8q

が成り立つ. よって

Q
”

W θ
n ´W θ

n´1|Gn´1

ı

“ W θ
n´1Q

”

p1 ` µβ
n´1ren,Xn ´ 1sqθ ´ 1|Gn´1

ı

“ ´W θ
n´1Q

”

f pµβ
n´1ren,Xn ´ 1sq|Gn´1

ı

ď ´W θ
n´1Q

«

Cµβ
n´1ren,Xn ´ 1s2

2 ` µβ
n´1ren,Xn ´ 1s

|Gn´1

ff
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(3.9)と注意 3.2を用いると

Q
”

W θ
n ´W θ

n´1|Gn´1

ı

ď ´C1W θ
n´1Rn´1

がわかる. よって補題 3.3から
”

W θ
n

ı

ď

ˆ

1 ´
C1

|Λ|

˙

Q
”

W θ
n´1

ı

`
2C1

|Λ|
PpXn´1 R Λqθ

となる.
d “ 1のとき Λ “ p´n2{3,n2{3s, d “ 2のときは Λ “ p´n1{2 log1{4 n,n1{2 log1{4 ns2 とおくと示される.

定理 1.3(1)のより簡潔な証明が [33]で与えられている.(問題 3.2,問題 3.3)

3.2.2 定理 1.6(1)の証明 (d “ 1)

ここでは d “ 1のときに定理 1.6(1)の証明を [40]に従って行う.

証明. θ P p0,1qに対して x ě 0,y ě 0ならば

px ` yqθ ď xθ ` yθ

が成り立つことから任意の n,m P N, θ P p0,1qに対して

1
mn

Q rlogWmns “
1

mnθ
Q
”

logW θ
mn

ı

ď
1

mnθ
logQ

”

W θ
mn

ı

ď
1

mnθ
logQ

«

ÿ

xPZd

W θ
pn´1qm,xθpn´1qm,x ˝W θ

m

ff

ď
1

mnθ
logQ

»

–

ÿ

xPZd

W θ
pn´1qm,x

ÿ

yPZd

θpn´1qm,x ˝W θ
m,y

fi

fl

ď
1

mnθ
logQ

«

ÿ

xPZd

W θ
m,x

ffn

“
1

mθ
logQ

«

ÿ

xPZd

W θ
m,x

ff

.

ただし 2行目では Jensenの不等式を用いた. ここで n Ñ 8とすると

Fpβ q ď
1

mθ
logQ

«

ÿ

xPZd

W θ
m,x

ff

となる. よって

Q

«

ÿ

xPZd

W θ
m,x

ff

ă 1 (3.12)

となるような θ P p0,1qと m P Nが存在すれば Fpβ q ă 0がわかる. 一方で

Q

«

ÿ

xPZd

W θ
m,x

ff

ď p2mqQ
”

W θ
m

ı

は明らかであるが 3.2.1節で θ P p0,1qに対して d “ 1のとき十分大きい mに対して

Q
”

W θ
m

ı

ď e´cm1{3

が成り立つことが言えていたので,これにより (3.12)が成り立つような θ P p0,1q, m P Nの存在が言えた.
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3.3 ポリマーの挙動

最後に媒質の摂動が強い相におけるポリマー測度 µβ
n の下での X の挙動について述べておく.

そのために次のようなものを考える.

定義 3.1. d ě 1, β P Rに対して

ξ pd,β q :“ inf
!

ξ ą 0 : Q
”

µβ
n

´

|Xn| ě nξ
¯ı

Ñ 0
)

χpd,β q :“ inftχ ą 0 : Qp|logZnpβ q ´ QrlogZnpβ qs| ě nχ q Ñ 0u

とする. それぞれポリマーの揺らぎ指数,自由エネルギーの揺らぎ指数

注意 3.6. 揺らぎ指数の定義の仕方はこれ以外にも考えられるが,それらが本当に一致するかどうかは調べ
られてはいない. この講義では定義の１つとして上のものを挙げておく. 文献ごとに異なる指数の定義をし
ているので注意が必要である.

このように指数を定義すると第 2.2節でも述べたように (WD)のときは µβ
n の下で X は中心極限定理が

成り立つ. よって次のことがわかる.� �
d ě 3かつ β P Rで DPREが (WD)であるとき ξ pd,β q “

1
2

, χpd,β q “ 0.� �
では (SD)の場合はどうだろうか. 上で見てきた結果ではポリマーは局在するということはわかったが,そ

れがどのような点であるかといったことは何も教えてくれない. そして知られている結果もほとんどない.
しかし, Auffinger-Damron[9]らは次のような関係が任意の d ě 1, β “ 0に対して成り立つことを示した.2

χpd,β q “ 2ξ pd,β q ´ 1

この指数に関する関係は統計物理の分野ではスケーリング等式と呼ばれており,様々な模型に対して成り
立つと予想している.
また d “ 1のときは次のことが成り立つことが知られている.

• [69] β “ 0のとき ξ p1,β q ą
1
2

.

• [61, 69]任意の d ě 1, β P Rに対して ξ pd,β q ď
3
4

.

特に d “ 1のときは次のことが成り立つことが期待されている.

Conjeccture 3. β “ 0のとき ξ p1,β q “
2
3

, χp1,β q “
1
3

.

この予想は KPZ方程式と KPZ普遍クラスに関する予想 (第 4.1.4節)から来ている.

• Q
`

e´ηp0,0q P dx
˘

“ 1
Γpθq

xθ´1e´xdxで与えられているとき,予想は証明されている [71]. 証明にはGamma
分布に対する Burke型定理を用いており,この場合にはある種の境界条件のようなものを与えること
で自由エネルギーが具体的に計算できる.

• ブラウン媒質中のディレクティドポリマー (定義 1.5)および確率熱方程式 (定義 1.7)に対しては ξ ě 3
5

であることが証明されている [68, 16].
2彼らが考えている模型は少しだけ定義が異なっている.
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3.4 問題

問題 3.1. (3.11)を以下の要領で示せ.

(i) ε P p0,1qとする. このとき ε ď 1 ` xに対して

| logp1 ` xq| ď
log 1

ε
ε

|x|

が成り立つことを示し,

Prlog2p1 `Uqs ď
log 1

ε
ε

PrU2s

が成り立つことを示せ.

(ii) 次の事象の包含関係

t1 `U ď εu Ă tlog2p1 `Uq ď 2V 2 ` 2γ2u X t´1 ď V u

が成り立つことを示し,ある定数 c P p0,8qが存在して

Prlog2p1 `Uq : 1 `U ď εs ď c
m
ÿ

i“1

α2
i

が成り立つことを示せ.

問題 3.2. (d “ 1のときの定理 1.3(1)の証明 [33, Section 6.2.1])

(i) 任意の z P Z, n P Nに対して
´

µβ
n

¯b2
pXn “ X̂n ` zq ď Rn

が成り立つことを示せ.

(ii) 1 ď p2n ` 1qRn が成り立つことを示すことで
8
ÿ

n“1

Rn “ 8が成り立つことを示せ.

問題 3.3. (d “ 2のときの定理 1.3(1)の証明 [33, Section 6.2.1]) β “ 0のときにW8pβ ,ηq ą 0となったと仮
定する. また K ą 0として

AK
n “ tX p1q

n ď K
a

n logn,X p2q
n ď K

a

n lognu, Wnpβ ,η ,AK
n q “ P

«

exp

˜

β
n
ÿ

i“1

ηpi,Xiq ´ nλ pβ q

¸

:
`

AK
n
˘c

ff

とおく. ただし Xn “ pX p1q
n ,X p2q

n qと成分表示したものとする. 以下の問に答えよ.

(i) Q
ˆ

Xn ě e´ K2
4 logn

˙

ď 4e´ K2
4 logn が成り立つことを示せ.

(ii) ある K˚ ą 0に対してWnpβ ,η ,AK˚

n q Ñ 0, Q-a.s.であることを示せ.

(iii) Cpn,K˚q “ r´K˚
?

n logn,K˚
?

n logns2 としたとき

´

1 ´ µβ
n

´´

AK˚

n

¯c¯¯2
ď

ÿ

Cpn,2K˚q

´

µβ
n

¯b2
pXn “ X̂n ` zq ď

´

4K˚
a

n logn
¯2

Rn

が成り立つことを示すことで矛盾を導け.
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4 KPZ方程式との関連
ランダム媒質中のディレクティドポリマーは KPZ普遍クラスに入っているという予想がある. これにつ

いて見ていこう.

4.1 KPZ方程式

KPZ方程式とは物理学者のMehran Kardar, Giorgio Parisi, Yi-Cheng Zhang[53]らによって導出された,あ
る界面の成長を記述する d “ 1上の非線形確率偏微分方程式

B

Bt
hpt,xq “ ν

B2

Bx2 hpt,xq `
λ
2

ˆ

B

Bx
hpt,xq

˙2

`
?

D 9W pt,xq, (4.1)

のことである. ただし λ ,ν ,D ą 0は定数でW は時空間 r0,8q ˆR上のホワイトノイズで 9W をその超関数

としての微分とする.
KPZ方程式は様々な確率模型と関連があり,その研究は非常に多岐に渡っている. 例えば非対称排他過
程 (asymmetric exclusion process), first/passage percolation, ランダム行列, 確率 Burgers方程式, 確率反応方
程式, 6-vertex modelなどとの関連が知られている.

4.1.1 時空間ホワイトノイズと確率積分

この節ではこの講義ノートで必要な範囲でのホワイトノイズと確率積分の定義と性質を与えておく.

定義 4.1. pS,BpSq,µqをボレル可測空間とする. またB f pSq “ tA P BpSq : µpAq ă 8uとする.
このとき確率空間 pΩW ,FW ,Qq上に定義された確率変数の系W “ tW pAq : A P B f pSquがホワイト

ノイズであるとは

• 任意の A P B f pSqに対してW pAq
d
“ Np0,µpAqq.

• 任意の A,B P B f pSqに対してQrW pAqW pBqs “ µpA X Bq

を満たすときをいう.3

注意 4.1. 正規分布の性質から A,B P B f pSqが A X B “ HならばW pAqとW pBqは独立であり,

W pA Y Bq “ W pAq `W pBq, Q-a.s.

となる.

例題 4.1. S “ r0,1sのときBpSqをボレル集合族, µ をルベーグ測度とする. このとき

Bt “ W pr0, tsq, t P r0,1s

とすると, B “ tBt : t P r0,1suの連続な修正として 1次元標準ブラウン運動がある4.
3このようなガウス系が存在するのかは問題となるが L2pSqが可分な Hilbert空間ならばその完全正規直交系 tϕk : k P Nuと独立同

分布な確率変数 tBk : k P Nu で B1
d
“ Np0,1q を用いて

W pAq “
ÿ

kPN
Bkpϕk,1Aq, A P B f pSq

と与えると得られる. ただし f ,g P L2pSqに対して p f ,gq “
ş

S f psqgpsqµpdsqと定義する. 右辺は L2pQq-収束しガウス確率変数の和な
ので分布は正規分布である. 特に平均は 0で分散は

ř

kPNpϕk,1Aq2 “ µpAqと与えられる. また QrW pAqW pBqs “ µpA X Bqを満たす.
4定義 4.1 から独立増分性やその分布はわかるが連続性は定義の性質から導けるものではない
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注意 4.2. 9W pt,xqを r0,8q ˆRd 上の超関数値ガウス場で平均 0で共分散が

Qr 9W pt,xq 9W pt 1,x1qs “ δt´t1δx´x1 , t, t 1 P r0,8q,x,x1 P Rd

となるものと書くこともある.

例題 4.2. ユークリッド空間で考えているときに時空間ホワイトノイズとは d ě 1に対して

S “ r0,8q ˆRd , BpSq “ Bpr0,8q ˆRdq, µpdsq “ dtdx (ルベーグ測度) (4.2)

という測度空間 (もしくはその制限)に対して定義されたホワイトノイズを指す.

では時空間ホワイトノイズに関する確率積分の定義を与える [70].
まずはランダムでない可測関数に対して定義していく. W が S上の符号付き測度のようなものであると

思えば構成方法は単関数から始めて,何らかの可測関数に拡張するという流れは自然である.

定義 4.2. (S上の可測関数に対する確率積分)
pS,S ,µqを (4.2)のようにとる.

• a1, ¨ ¨ ¨an P R, A1, ¨ ¨ ¨ ,An P B f pSqで Ai X A j “ H(i “ j)に対して可測単関数 f pt,xq “

n
ÿ

i“1

ai1Aipt,xq

の確率積分を

ż

r0,8qˆRd
f pt,xqW pdtdxq “

n
ÿ

i“1

aiW pAiq

と定義する.

• f P L2pSqに対して単関数列 fn で

lim
nÑ8

ż

r0,8qˆRd
| fnpt,xq ´ f pt,xq|2dtdx “ 0

を満たすものに対して
ż

r0,8qˆRd
f pt,xqW pdtdxq “ lim

nÑ8

ż

r0,8qˆRd
fnpt,xqW pdtdxq

と定義する. ただし右辺は L2pQq-収束極限を表している. (この極限は fn の選び方によらない)
また A P Bpr0,8q ˆRdqと S上の可測関数 f で f 1A P L2pSqとなるものに対して

ż

A
f pt,xqW pdtdxq “

ż

S
f pt,xq1Apt,xqW pdtdxq

と定義する.

注意 4.3. r0,8q ˆRd 上の単関数 f に対する確率積分
ż

r0,8qˆRd
f pt,xqW pdtdxqの分布は Np0,

n
ÿ

i“1

a2
i |Ai|qで

与えられることは容易にわかる. また f P L2pSqに対して
ż

r0,8qˆRd
f pt,xqW pdtdxq

d
„ N

`

0,σ2
f
˘

, ただしσ2
f “

ż

r0,8qˆRd
| f pt,xq|2dtdx

となることがわかる. (必要ならば特性関数を計算してみる.)

さて目標は確率偏微分方程式について考えることであるので非ランダムな関数に対する確率積分だけで

なく,ランダムな関数に対して確率積分を定義する必要がある. しかしBpr0,8q ˆRdq b FW -可測な関数
に対して定義することはしない.
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定義 4.3. pΩW ,FW ,Qq上で定義された pr0,8q ˆRdqのホワイトノイズW に対して

FW
t “ σ

„
ż

r0,tsˆRd
f pt,xqW pdtdxq : f P L2pr0, ts ˆRdq

ȷ

によって確率空間 pΩ,FW ,Qqにフィルトレーションを定義する.

• 単過程 f : r0,8q ˆ Rd ˆ ΩW Ñ R とは, ある 0 “ s0 ă s1 ă ¨¨ ¨ ă sn ă 8, ϕi P L2pRdq,
FW

si´1
-可測な確率変数 Xipωq P L2pQqが存在して

f pt,x,ωq “

n
ÿ

i“1

1psi´1,sisptqϕpxqXipωq (4.3)

と表せるものをいう. 単過程全体をS と書くことにする.

• f P S が (4.3)のように表せているとする. このとき f のW に関する確率積分を

ż

r0,8qˆRd
f pt,x,ωqW pdtdxq “

n
ÿ

i“1

Xipωq

ż

r0,8qˆRd
1psi´1,sisptqϕpxqW pdtdxq

と定義する.

• A P Bpr0,8q ˆRdqと f P S に対して f 1A P S である. この f 1A の確率積分を
ż

A
f pt,x,ωqW pdtdxq “

ż

r0,8qˆRd
f pt,xq1Apt,x,ωqW pdtdxq

と定義する. 特に A “ r0, ts ˆRd のときは

Itp f q “

ż t

0

ż

Rd
f ps,x,ωqW pdsdxq (4.4)

と書くこともある.

• Bpr0,8q ˆRdq bFW の部分 σ -加法族でS で生成されるものをP と書くことにする. このと
きP-可測で二乗可積分な関数を L2pr0,8q ˆRd ˆ ΩW ,Pqと表す.

注意 4.4. 定義から 0 ď s ď t ă 8としたとき任意のFW
s -可測な確率変数 X と任意の A P B f pRdqに対して

W prs, ts ˆ Aqは独立である.

このように定義したとき次のことがわかる.(問題 4.1)

命題 4.1. f P S のとき

Q

«

ˆ
ż

r0,8qˆRd
f pt,x,ωqW pdtdxq

˙2
ff

“

ż

r0,8qˆRd
Q
“

f pt,x,ωq2‰dtdx

問 4.1. f P S に対して (4.4)で定義した確率積分 Itp f qを考えたとき tItp f q : t ě 0uは確率 1で連続となる
ような修正をもつことを示せ.

問 4.1により Itp f qを連続な確率過程とみなしてよいことがわかる.
またS に対する確率積分に関する基本的な性質としては次のものがある. これはブラウン運動に関する
確率積分と同じ内容である.
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補題 4.1. f ,g P S とする. このとき 0 ď s ď t ă 8に対して次が成り立つ.

(i) I0p f q “ 0 Q-a.s.

(ii) Q
“

Itp f q|FW
s
‰

“ Isp f q Q-a.s.

(iii) Q
“

Itp f q2‰ “

ż t

0

ż

Rd
Qr f ps,x,ωq2sdsdx.

(iv) Q
”

pItp f q ´ Isp f qq
2
ˇ

ˇ

ˇ
FW

s

ı

“ Q

„
ż t

s

ż

Rd
f pu,x,ωq2dudx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

FW
s

ȷ

Q-a.s.

(v) Itpα f ` βgq “ αItp f q ` β Itpgq Q-a.s. (α,β P R)

特に (ii)と問 4.1から tItp f q : t ě 0uは連続マルチンゲールであることがわかる.

さて f P L2pr0,8q ˆRd ˆ ΩW ,Pqに対する確率積分を構成しよう. これにはブラウン運動に関する確率
積分のときと同様に近似列をとることが必要である. そのために次の命題を用意する. (問題 4.3)

命題 4.2. S は L2pr0,8q ˆRd ˆ ΩW ,Pqで稠密である.

では確率積分を構成しよう.

命題 4.2からS の列 t fn : n Pě 1uで f に L2pr0,8q ˆRd ˆ ΩW ,Pq-収束するものが存在する. すなわち

lim
nÑ8

ż

r0,8qˆRd
Q
”

p fnpt,x,ωq ´ f pt,x,ωqq
2
ı

dtdx “ 0

を満たすものがある. このような fn に対して

Ip fn,ωq “

ż

r0,8qˆRd
fnpt,x,ωqW pdtdxq (4.5)

を考えると tIp fn,ωq : n ě 1uは L2pΩW ,FW ,Qqのコーシー列であることが命題 4.1から従い (問題 4.2),
よって L2pQq-極限

Ip f ,ωq “ lim
nÑ8

ż

r0,8qˆRd
fnpt,x,ωqW pdt,dxq

が存在する. これを f のW に関する確率積分といい
ż

r0,8qˆRd
f pt,x,ωqW pdt,dxq

と表す.
A P Bpr0,8q ˆRdqとP-可測関数 f で f 1A P L2pr0,8q ˆRd ˆ ΩW ,Pqとなるものに対して

ż

A
f pt,x,ωqW pdtdxq “

ż

r0,8qˆRd
f pt,xq1Apt,x,ωqW pdtdxq

と定義する. 特に A “ r0, ts ˆRd のときは

Itp f q “

ż t

0

ż

Rd
f pt,x,ωqW pdtdxq

と書くこともある.
このように定義したとき次のことがわかる.
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補題 4.2. 補題 4.1の主張は f ,g P L2pr0,8q ˆRd ˆ ΩW ,Pqqの場合にも成り立つ.

注意 4.5. 補題 4.2の証明で注意しなければいけないのは tItp f q : t ě 0uが連続マルチンゲールであること

である. これは実際には t fn : n ě 1uを単過程の列で f に L2-収束するものとする. このとき tItp fnq : n ě 1u

は連続マルチンゲールの列になるが Burkholder-Davis-Gundyの不等式 (定理 A.2)からある定数C ą 0が存
在して

Q

«

sup
tPr0,T s

|Itp fnq ´ Itp fmq|2

ff

ď C
ż T

0

ż

Rd
Q
”

p fnpt,x,ωq ´ fmpt,x,ωqq
2
ı

dtdx

が成り立つ. よってこれにより部分列 tItp fnk quが確率 1で r0,T s上一様収束するものがとれる.

注意 4.6. 確率積分と呼んで積分の記号を用いて表しているがブラウン運動の時と同様に実際に積分をして
いるわけではない. f に対応して上記のようにして定まる Ip f q P L2pΩW qや二乗可積分連続マルチンゲー

ル Itp f qのことを確率積分と呼んでいるのである. 特に I は L2pr0,8q ˆRd ˆ ΩW ,Pqから L2pΩW qへの等

長な線形写像である. (¶の取り方によってこの等長性が成り立っているのである.)

4.1.2 Wiener chaos

この節ではW に関する多重確率積分の定義と確率熱方程式の解のWiener chaos表示について述べる.

定義 4.4. k ě 1と 0 ď s ď t ă 8に対して

Λk “ tt “ pt1, ¨ ¨ ¨ , tkq P r0,8qk : 0 ď t1 ă ¨¨ ¨ ă tk ă 8u

Λkps, tq “ tt “ pt1, ¨ ¨ ¨ , tkq P r0,8qk : s ď t1 ă ¨¨ ¨ ă tk ď tu

と定義する.

さて多重積分を考えよう. ここでは f P L2pΛk ˆRdkqをW に関して多重確率積分
ż

ΛkˆRdk
f pt,xqW pdt1dx1q ¨ ¨ ¨W pdtkdxkq

を定義することを目標にする. ただし x “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xkq P Rdk (xi P Rd , i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,k)と表記している.

定義 4.5. • 有界区間 A1, ¨ ¨ ¨ ,Ak Ă Rを互いに素なもので i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,k ´ 1に対して supAi ď infAi`1

が成り立つものとし, B1, ¨ ¨ ¨ ,Bk P B f pRdqに対して

f pt,xq “

k
ź

i“1

1Aiptiq1Bipxiq (4.6)

と書けるBpΛk ˆRdkq-可測関数 f に対する k-次の多重確率積分 Ipkqp f qを

Ipkqp f q “

k
ź

i“1

W pAi ˆ Biq

と定義する.
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• (4.6)のように表せるBpΛk ˆRdkq-可測関数の有限線形和で与えられる関数全体の集合をSk と

表すことにする.

f P Skが (4.6)の形でかける n個の関数 F1, ¨ ¨ ¨ ,Fnと a1, ¨ ¨ ¨ ,an P Rを用いて f pt,xq “ a1F1pt,xq `

¨ ¨ ¨ ` anFnpt,xqと表せるとき

Ipkqp f q “

n
ÿ

i“1

aiIpkqpFiq

と定義する.

問 4.2. f P L2pΛk ˆRdkqに対して

} f }L2pΛkˆRdkq “

ˆ
ż

ΛkˆRdk
f pt,xq2dtdx

˙
1
2

と定義する.
Ipkqp f qを (4.6)で与えられたものとする. このとき

Q
”

Ipkqp f q2
ı

“ } f }2
L2pΛkˆRdkq

となることを示せ.
また f P Sk, g P Sl としたとき

Q
”

Ipkqp f qIplqpgq

ı

“

$

’

&

’

%

ż

ΛkˆRdk
f pt,xqgpt,xqdtdx, k “ l

0, k “ l

が成り立つことを示せ.

SkはBpΛk ˆRdkqの単関数全体と思うことができるので,任意の f P L2pΛk ˆRdkqに対して } ¨}L2pΛkˆRdkq

で収束するようなSk の列 t fn : n ě 1uが存在する. このことに注意すると問 4.2から tIpkqp fnq : n ě 1uは

L2pΩW q内のコーシー列になる. よってその L2pΩW q-極限が存在する. これを

Ipkqp f q “ lim
nÑ8

Ipkqp fnq “:
ż

ΛkˆRdk
f pt,xqW bkpdtdxq

と表し, k-次の多重確率積分と定義する. Λkp0, tqˆRdkで考えるときは f pt,xq1Λkp0,tqˆRdk に対して定義する.
このように k-次の多重積分を考えると実は次のようなことが知られている.

定理 4.1. (Wiener chaos展開 [51]) X P L2pΩW qとする. このとき p f0, f1, ¨ ¨ ¨ q P

8
â

k“0
L2

´

Λk ˆRdk
¯

が存

在して

X “

8
ÿ

k“0

Ipkqp fkq

と表すことができる. ただし f0 “ QrXsであり Ip0qp f0q “ f0 と定義しておく. 特にこのとき

QrX2s “

8
ÿ

k“0

} fk}L2pΛkˆRdkq

となる.
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このWiener chaos展開は KPZ方程式の Hopf-Cole解として与えられた確率熱方程式の解を記述する際
に非常に有効である.

4.1.3 確率熱方程式

本来ならばここで確率偏微分方程式の解について色々と書いた方がよいのかもしれない.
しかしこのノートはあくまでもランダム媒質中のディレクティドポリマーに関するものなので余分なこ

とは書かずにここでは次の確率熱方程式に関してのみ述べておく. 確率偏微分方程式については様々な文
献 ([59, 47]等)があるのでそちらを参考にされたい.

BtZ pt,xq “
1
2

∆Z pt,xq ` βZ pt,xq 9W pt,xq. (4.7)

ただし β P Rとする. 今考えるのは d “ 1の場合である.
(4.7)の解を考えるときには初期値を設定しなければいけばい. 通常よく使われるのはある定数 c ą 0と
任意の n P Nに対して

Q

«

sup
AĂr´n,ns

ż

A
Z0pxqdx

ff

ă cecn (4.8)

という条件を満たすFW
0 -可測なランダム測度Z0pdxqである.5

定義 4.6. d “ 1とする. tZβ pt,xq : pt,xq P r0,8qˆRuが初期条件 (4.8)を満たす (4.7)の軟解であるとは
Zβ はP-可測で

ż t

0

ż

R
ρt´spx ´ yq2QrZβ ps,yq2sdsdy ă 8, t ą 0,x P R

を満たし,かつ

Zβ pt,xq “

ż

R
ρtpx,yqZ0pdyq `

ż t

0

ż

R
βZβ ps,yqρt´spx,yqW pdsdyq

を満たすときをいう. ただし

ρtpx,yq “
1

?
2πt

exp
ˆ

´
px ´ yq2

2t

˙

, t ą 0,x,y P R

とし, ρtp0,xq “ ρtpxqと書く.

注意 4.7. (4.7)で,もし 9W pt,xqがC1,2pr0,T s ˆRqで十分良い条件を満たすと仮定すれば,これは Feynman-
Kacの公式の範疇に入り,その解は

Z pt,xq “

ż

R
dyZ0pyqPy

B

„

exp
ˆ

β
ż t

0
W ps,Bsqds

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bt “ x
ȷ

ρtpy,xq, t ą 0,x P R (4.9)

と表せる6. ただし pB,Px
BqはW と独立な x P Rを出発点とする Brown運動である.

9W pt,xqはC1,2pr0,T s ˆRqではないのでこのような表現はできない. しかし (4.7)の軟解については次の
ようなWiener-chaos展開が知られている.

5符号付測度を考えても良いが測度で十分である.
6通常の Feynman-Kac の公式とは形は違うが後ろで扱う DPRE との比較を行う上ではこちらの方がわかりやすい
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定理 4.2. 初期条件 (4.8)を満たす (4.7)の軟解は

Zβ pt,xq “

8
ÿ

k“0

β k
ż

Λkp0,tq

ż

Rk

ˆ
ż

R
ρkps,y|0,y0; t,xqZ0pdy0q

˙

W bkpdtdyq (4.10)

ただし

ρ0ps,y|s,y0; t,xq “ ρt´spy0,xq, s P r0, ts,y0,x P R

とし, k ě 1に対して s “ ps1, ¨ ¨ ¨ ,skq P Λkps, tq, y “ py1, ¨ ¨ ¨ ,ykq P Rk に対して

ρkps,y|s,y0; t,xq “ ρs1´spy1 ´ yq

k´1
ź

i“1

ρsi`1´sipyi`1 ´ yiqρt´sk px ´ ykq

とおく.

注意 4.8. Z0pdyq “ δ0pdyqのとき (4.7)の軟解は

Zβ pt,xq “

8
ÿ

k“0

Ipkqpβ kρkp¨, ¨|0,0; t,xqq (4.11)

と書けることがわかる. 特に (A.6)より

Q
“

Zβ pt,xq2‰ “

8
ÿ

k“0

β 2k
ż

Λkp0,tq

ż

Rk
ρ2

k ps,y|0,0; t,xq2dtdy “

8
ÿ

k“0

β 2kt
k´1

2

2k`1Γ
` k`1

2

˘ρ t
2
pxq

となる. 右辺の収束は容易に確認できる.
また軟解の性質を見るために次のような 4つのパラメータをもつランダム場を考える. 0 ď s ă t, x,y P R

に対して

Zβ ps,x; t,yq “

8
ÿ

k“0

Ipkqpρkp¨, ¨|s,x; t,yqq

とおく. このとき次のことが知られている.

定理 4.3. ([4, 63])以下のことが成り立つ.

(1) Q
“

Zβ ps,x; t,yq
‰

“ ρt´spx,yq

(2) (平行移動不変)任意の u P r0,8q, z P Rに対してZβ ps ` u,x ` z; t ` u,y ` zq
d
“ Zβ ps,x; t,yq.

(3) (スケール変換)任意の r ą 0に対してZβ pr2s,rx;r2t,ryq
d
“

1
r
Zβ

?
rps,x; t,yq.

(4) 確率 1で任意の x,y P R, 0 ď s ă t ă 8に対してZβ ps,x; t,yq ą 0.

(5)
Zβ ps,x; t,yq

ρt´spx,yq
の分布は x,yに依存しない.

(6) 任意の互いに素な区間 tpsi, tis : 1 ď i ď nuと xi,yi P Rに対して tZβ psi,xi; ti,yiq : 1 ď i ď nuは独立

である.

(7) (Chapman-Kolmogorov方程式)確率 1で任意の x,y P R, 0 ď s ă r ă t ă 8に対して

Zβ ps,x; t,yq “

ż

R
Zβ ps,x;r,zqZβ pr,z; t,yqdz, (4.12)
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証明. (1), (2), (6), (7)は定義から容易に確かめられる. また (3)は問題 4.4と ρr2tprxq “ 1
r ρtpxqを用いると

定義から確かめられる. (4)はここでは証明を与えない. これより強い Zβ ps,x; t,yq´1 の可積分性を確かめ

ることができる (定理 5.5).

(5): 平行移動不変性とスケール変換から
Zβ p0,0;1,xq

ρ1pxq
について考えれば十分である. これのWiener-chaos

展開を考えると k “ 0は 1である. また各 k ě 1に対しては

ρkpt,y|0,0;1,xq

ρ1pxq
, t P Λkp0,1q,y P Rk

に対する多重確率積分を考えることになる. これは t “ 0で原点を出発し, t “ 1で xに到達するブラウン橋

の k-次時間分布の密度関数である. ブラウン橋 0 Ñ xはブラウン橋 (0 Ñ 0)へ変換することができる. すな
わち

ρkpt, tx ` y|0,0;1,xq

ρ1pxq
“

ρkpt,y|0,0;1,0q

ρ1p0q
, t P Λkp0,1q,y P Rk

が成り立つ. ただし tx “ pt1x, ¨ ¨ ¨ tkxq P Rk とする. これと問題 4.5を合わせると導ける.

4.1.4 KPZ方程式と KPZ普遍クラス（準備中）

次の結果が知られている.

定理 4.4. ([8])任意の s P Rに対して t Ñ 8のとき

Q

˜

log
Z1pt, t

2
3 xq

ρtpt
2
3 xq

`
t
4!

ď st
1
3

¸

Ñ FGUEp2
1
3 sq

が成り立つ. ただし FGUE は GUE Tracy-Widom分布である. すなわちガウス型ユニタリアンサンブル
の最大固有値を中心化したもののスケール極限の分布である.

4.1.5 KPZ方程式と確率熱方程式

この節のまとめとして本来の目的である KPZ方程式と 4.1.3節で考えた確率熱方程式の関係を述べて
おく.

KPZ方程式の形 (4.1)を見るともし解を持ったとするとノイズ項の影響でその解の空間方向への正則性
は低くなり,右辺の第 2項が意味を持たない. そういった意味で (4.1)は ill-definedである. しかし Lorenzo

Bertini, Giambattista Giacominらは非負対称な J P C8
0 pRqで

ż

R
Jpxqdx “ 1となるものを用いて, κ ą 0に対

して

Jκ
x px1q “ κJpκpx ´ x1qq

W κ pt,xq “

ż

r0,ts

ż

R
Jκ

x px1qW pdtdx1q

という軟化を考えた. このときW κ は任意の t,s ě 0, x,y P Rに対して

Q rW κ pt,xqW κ ps,yqs “ s ^ tCκ px ´ x1q, Cκ pxq “

ż

R
Jκ

x px1qJκ
0 px1qdx1

が成り立つ.
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このW κ に対して (4.7)の軟化を考えると

BtZ
κ pt,xq “

1
2
Z κ pt,xq ` βZ κ pt,xq 9W κ pt,xq (4.13)

となる. この解を考えると Z0 に良い仮定を与えたとき,各 t ą 0に対して x Ñ Zβ pt,xqはQ-a.s.で微分可
能になる [14]. このとき hκ pt,xq :“ logZ κ

β pt,xqに対して

Bthκ pt,xq “
BtZ κ

β pt,xq

Z κ
β pt,xq

´
1
2

dxZ κ
β p¨,xqyt

Z κ
β pt,xq2

Bxhκ pt,xq “
BxZ κ

β pt,xq

Z κ
β pt,xq

∆hκ pt,xq “
∆Z κ

β pt,xq

Z κ
β pt,xq

´

´

BxZ κ
β pt,xq

¯2

Z κ
β pt,xq2

となる. これらと

dxZ κ
β p¨,xqyt “ β 2Z κ

β pt,xq2Cκ p0q

となることに注意すると

Bthκ pt,xq “
1
2

∆hκ pt,xq `
1
2

”

p∇hκ ps,xqq
2

´ β 2Cκ p0q

ı

` βW κ pt,xq

に対応する. Bertini, Giacominらはこの thκ P Cpr0,8q : CpRqq : κ ą 0uが κ Ñ 0としたときに弱収束極限を
持つことを示した. それを (4.1)の解と定義した.

注意 4.9. Cκ p0q “ 1
κ
ş

R Jpxq2dx

注意 4.10. 元の論文では (4.13)はノイズ項は´βZ κ pt,xq 9W κ pt,xqで hκ pt,xq “ ´ logZ κ
β pt,xqとして定義さ

れている. これは Burgers方程式の Cole-Hopf解に相当するものを考えるときに使う手法である. r0,8qˆR
上で定義された関数 upt,xqが満たす非線形偏微分方程式

B

Bt
upt,xq ` upt,xq

B

Bx
upt,xq “ ν∆upt,xq

を Burgers方程式と呼ぶ. この非線形偏微分方程式の解は

B

Bt
ψpt,xq “ ν∆ψpt,xq

の解 ψ を用いて

upt,xq “ ´2ν
B

Bx
logψpt,xq

と記述できる. このような変換を Cole-Hopf変換と呼ぶ. 容易にわかるように vpt,xq “ ´2ν logψpt,xq

B

Bt
vpt,xq “ ν∆vpt,xq ´

1
2

ˆ

B

Bx
vpt,xq

˙2

となる. (4.1)はこの偏微分方程式にノイズ項が加わった形になっていることが見て取れる.

4.2 1次元DPREと確率熱方程式

この節では DPREと確率熱方程式の関係について述べていこう.
DPREの点から点への分配関数 (1.3):

Znpβ ,ηq “ P

«

exp

˜

β
n
ÿ

i“1

ηpi,Xiq

¸

: Xn “ x

ff
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と初期値が Z0pdyq “ δ0pdyqのときの確率熱方程式の形式的な解 (4.9)

Z pt,xq “ PB

„

exp
ˆ

β
ż t

0
W ps,Bsqds

˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Bt “ x
ȷ

ρtpxq (4.14)

を比較してみよう. (4.14)をもう少し形式的に書くと

Z pt,xq “ PB

„

exp
ˆ

β
ż t

0
W ps,Bsqds

˙

: Bt “ x
ȷ

となることがわかる. この 2つを比較すると

DPRE 確率熱方程式

ベースとなる確率過程 ランダムウォーク ブラウン運動

ランダム媒質 tηpi,xqu: 時空間 i.i.d. 9W pt,xq: 時空間ホワイトノイズ

ハミルトニアン 級数 積分

という離散Ø連続の対応があることがわかる. そこで非常に雑な見方をすれば 1次元 DPREは 1次元確
率熱方程式の離散版と思うこともできる.
こういった意味で 1次元 DPREは KPZ方程式の解が満たす性質を満たすと予想されており,特に KPZ

普遍クラスに入っていると考えられている.
この節の残りでは次のように, 1次元 DPREにより 1次元確率熱方程式の近似になっていることを示す.

定理 4.5. ([5]) d “ 1とする. n ě 1に対して βn “ βn´ 1
4 (β ě 0)とする. また η は

Qrηpn,xq2s “ 1

を満たすものとする. このとき任意の t ą 0, x P Rに対して

Wntpβn,ηq ñ

ż

R
Z?

2β pt,yqdy
?

nt
2

Wnt,x
?

npβn,ηq ñ Z?
2β pt,xq

が成り立つ. ただし nt や nxは整数部分を表すものとする.

注意 4.11. より正確にはそれぞれ R, CpRq-値の連続な確率過程としての法則収束,同時分布の法則収束,出
発点を pns,y

?
yqへシフトしたものに関する法則収束も言える.

証明の話に入る前になぜ β を n´1{4 の速さで 0に近づけるのかについて簡単な説明を与える. それは補
題 2.1を思い出すと

Q
“

Wnpβn,ηq2‰ “ PX ,X̂

“

exp
`

pλ p2βnq ´ 2λ pβnqqLnpX , X̂q
˘‰

となる. LnpX , X̂qは二つの単純ランダムウォークが時刻 nまでにぶつかった回数であり,この期待値は n1{2

の速さで発散する. 一方で λ pxqの x “ 0でのテーラー展開を考えると

λ p2β q ´ 2λ pβ q “ λ 1p0qp2β q `
λ 2p0q

2
p2β q2 ` Opβ 3q ´ 2

ˆ

λ 1p0qβ `
λ 2p0q

2
β 2 ` Opβ 3q

˙

“ λ 2p0qβ 2 ` Opβ 3q

となる. λ 1p0q “ Qrηpn,xqs “ 0, λ 2p0q “ Qrηpn,xq2s “ 1であることから βn “ βn´ 1
4 とすると

pλ p2βnq ´ 2λ pβnqqLnpX , X̂q
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が自明でない値に収束することがわかる.

証明は実際に (4.11)に法則収束することを示す. そのために以下のような展開を考える.

Wntpβn,ηq “ PX

«

nt
ź

i“1

p1 ` ωnpi,Xiqq

ff

“ PX

»

–

nt
ÿ

k“0

ÿ

1ď j1ă¨¨¨ă jkďnt

k
ź

i“1

ωnpi,Xiq

fi

fl

“ 1 `

nt
ÿ

k“1

ÿ

1ď j1ă¨¨¨ă jkďnt

ÿ

x1,¨¨¨ ,xkPZ

k
ź

i“1

ωnp ji,xiqp ji´ ji´1pxi´1,x jq. (4.15)

ただし,

ωnpi,xq “ pexppβnηpi,xq ´ λ pβnqq ´ 1q

とする. pnpx,yqの定義は (1.1)で与えられたランダムウォークの時刻 nでの遷移確率である.
ここで注意することとして (4.15) の j “ p j1, ¨ ¨ ¨ , jkq と x “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xkq に関する級数で実際に意味を持

つのは各 1 ď i ď k に対して ji ´ xi が偶数となるときである. そこで記号として j “ p j1, ¨ ¨ ¨ , jkq P Nk と

x “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xkq P Zk に対して

j Ø x ô 1 ď i ď kに対して ji ´ xi P 2Z

と記号を導入し,さらに

Dpnq

k pntq “ tj “ p j1, ¨ ¨ ¨ , jkq P Nk : 1 ď j1 ă ¨¨ ¨ ă jk ď tu

と定義する.
このとき (4.15)は

Wntpβn,ηq “ 1 `

nt
ÿ

k“1

ÿ

Dpnq
k ptq

ÿ

xPZk

jØx

k
ź

i“1

ωnp ji,xiqp ji´ ji´1pxi´1,x jq.

また n
1
4 ωnpi,xq “ ω̃npi,xqとおくと

1 `

nt
ÿ

k“1

ÿ

Dpnq
k ptq

ÿ

xPZk

jØx

k
ź

i“1

ω̃npi,xiqn
1
2 p ji´ ji´1pxi´1,x jq

n
3
4

(4.16)

となる.
上で確認したことから

Qrω̃npi,xq2s Ñ β 2

であり,ランダムウォークの局所極限定理から
j
n

Ñ s,
x

?
n

Ñ yで i ´ x P 2Zのとき

n
1
2 p jpxq Ñ 2ρspyq

が成り立つことから nが十分大きいとき

1 `

8
ÿ

k“1

ÿ

Dpnq
k ptq

ÿ

xPZk

jØx

k
ź

i“1

ω̃npi,xiq

n
3
4

2ρ j j´ ji´1
n

ˆ

xi´1
?

n
,

x j
?

n

˙
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のように見え,特に ω̃nの時空間の和のオーダーが n
3
2 となる. 分母の n3{4は中心極限定理のオーダーになっ

ているので (若干無茶があるが)時空間ホワイトノイズへ法則収束すると想像するのは可能である. この流
れを丁寧に行っていくことが証明になる.
まずは証明のために記号を定義していく.

Dpnq

k ptq ˜̂ Zk “ tpj,xq P Dpnq

k ptq ˆZk : j Ø xu

とし, Dpnq

k ptq ˜̂ Zk 上の関数 f に対して

Spkq
n,t pω̃n, f q “

ÿ

pj,xqPDpnq
k ptq ˜̂ Zk

f pj,xq

k
ź

i“1

ω̃np ji,xiq

n
3
4

(4.17)

と定義する. (ただし右辺の級数が L2pQq-収束するものについてのみ考える.)

R
pnq

k “:
"

Rpnq

k pj,xq “

ˆ

j ´ 1
n

,
j
n

ȷ

ˆ

ˆ

x ´ 1
?

n
,

x ` 1
?

n

ȷ

: j P Dpnq

k ptq,x P Zk, j Ø x
*

とおく. ただし 1 “ p1, ¨ ¨ ¨ ,1qとし a “ pa1 ¨ ¨ ¨ ,akq, b “ pb1, ¨ ¨ ¨ ,bkq P Rk が 1 ď i ď kに対して ai ď bi を満た

すとき

pa,bs “

k
ź

i“1

pai,bis

と定義する. このとき Rpnq

k pj,xq P R
pnq

k のルベーグ測度は

|Rpnq

k pj,xq| “ 2kn´ 3k
2

である.
また f P L2

`

∆kp0,T q ˆRk
˘

に対して

f pnqpj,xq “
1

|Rpnq

k pi,xq|

ż

Rpnq
k pj,xq

f ps,yqdsdy, j P Dpnq

k ptq,x P Zk, j Ø x (4.18)

と定義する. また f P L2
`

∆kp0,T q ˆRk
˘

に対して Spkq
n,t pω̃n, f q “ Spkq

n,t pω̃n, f pnqqと書くものとする. Lebsegueの
微分定理から j

n Ñ s P Λkp0, tq, x
n Ñ y P Rk となるとき

f pnqpj,xq “ f ps,yq, ps,yq-a.e.

が成り立つ.
さてここで定理 4.5の証明にうつっていく. 証明は段階をおって行う.

Step 1 k “ 1で,さらに ru,vs ˆ ra,bs Ă r0, ts ˆRに対して

f ps,xq “ 1Aps,xq

とし, f pnq を考える. このとき

Sp1q
n,t pω̃n, f pnqq ñ

β
?

2
W pAq “ Ip1qp2´ 1

2 β1Aq
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証明. 定義に戻ると
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

Sp1q
n,t pω̃n, f pnqq ´

1

n
3
4

ÿ

nuďiďnv

ÿ

?
naďxď

?
nb

iØx

ω̃npi,xq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď n´ 3
4

ÿ

i“nu,nv
または x“

?
na,

?
nb

iØx

ω̃npi,xq f pnqpi,xq

がわかる. ただし右辺は (4.18)によって生じた誤差の評価で n Ñ 8としたときに 0に L2pQq-収束すること
は容易に分かる.
また

1

n
3
4

ÿ

nuďiďnv

ÿ

?
naďxď

?
nb

iØx

ω̃npi,xq

は独立同分布で平均 0,分散がβ 2 `op1qの確率変数の
n

3
2 pv ´ uqpb ´ aq

2
`Opnq個の和である. よってLindberg-

Fellerの定理 (定理 A.1)を適用すると n Ñ 8とすると Np0,2´1β 2pv ´ uqpb ´ aqqへ法則収束する.

Step 2 r0, ts ˆ R の中の有界な矩形集合で互いに素なもの A1, ¨ ¨ ¨ ,Ap を考え, それらの定義関数を
f1, ¨ ¨ ¨ , fp とする. このとき p-次ベクトルの法則収束

´

Sp1q
n,t pω̃n, f1q, ¨ ¨ ¨ ,Sp1q

n,t pω̃n, fpq

¯

ñ pIp1qp2´ 1
2 β f1q, ¨ ¨ ¨ , Ip1qp2´ 1

2 β fpqq

が成り立つ. 特に任意の線形和

f “ α1 f1 ` ¨¨ ¨ ` αp fp

に対して

Sp1q
n,t pω̃n, f q ñ α1Ip1qp2´ 1

2 β f1q ¨ ¨ ¨ ` αpIp1qp2´ 1
2 β fpq

となる.

証明. すでに Step 1で各成分は正規分布に法則収束することは確認した. あとは同時分布を見る必要があ
るが共分散は集合が互いに素であることから極限の共分散は 0であることがわかる. また同時分布が法則
収束することから線形和に関する法則収束もわかる.

Step 3 r0, ts ˆRの単関数でその表現として矩形集合に関する定義関数の線形和で表されるものを考え
る. すなわち,ある矩形集合 A1, ¨ ¨ ¨ ,Al Ă r0, ts ˆRと定数 α1, ¨ ¨ ¨ ,αl P Rに対して

f ps,xq “

l
ÿ

i“1

αi1Aips,xq, ps,xq P r0, ts ˆR (4.19)

と書けるものを考える. このような単関数を m個考え g1, ¨ ¨ ¨ ,gmとする. このとき l-次ベクトル
の法則収束

´

Sp1q
n,t pω̃n,g1q, ¨ ¨ ¨ ,Sp1q

n,t pω̃n,glq

¯

ñ pIp1qp2´ 1
2 βg1q, ¨ ¨ ¨ , Ip1qp2´ 1

2 βglqq

が成り立つ.
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証明. Cramer-Wold の手法を用いるとよい. すなわちベクトル値確率変数列 Xn “ pX p1q
n , ¨ ¨ ¨ ,X pkq

n q が Y “

pY p1q, ¨ ¨ ¨ ,Y pkqqに法則収束することと任意のベクトル v P Rk に対して v ¨ Xn ñ v ¨Y が同値であることから

従う.

ここまでで定義 4.2の可測単関数 (一部)に関する確率積分への収束が言えたことになる.
次は f P L2pr0, ts ˆRqに対して証明する.

Step 4 f P L2pr0, ts ˆRqを考える. このとき

Sp1q
n,t pω̃n, f q ñ Ip f q “

ż t

0

ż

R
2´ 1

2 β f ps,xqW pdsdxq

が成り立つ.

証明. r0, ts ˆRの単関数の列 t fm : m ě 1uで f に L2-収束するものが存在する. 特に各 fm が (4.19)のよう
な表現を持つものとしてよい. このとき Step 3から

Sp1q
n,t pω̃n, fmq ñ Ip1qp2´ 1

2 β fmq

が成り立つ. また確率積分の定義から

Q

„

ˇ

ˇ

ˇ
Ip1qp2´ 1

2 β fmq ´ Ip1qp2´ 1
2 β f q

ˇ

ˇ

ˇ

2
ȷ

“

ż t

0

ż

R

β 2

2
p fmps,xq ´ f ps,xqq2dsdx Ñ 0

となる.
Sp1q

n,t pω̃n, f pnq
m q

nÑ8
ÝÝÝÝÑ Ip1qp2´ 1

2 β fmq
§

§

đ

mÑ8

Ip1qp2´ 1
2 β f q

の関係がわかる. また

Q
„

´

Sp1q
n,t pω̃n, fmq ´ Sp1q

n,t pω̃n, f q

¯2
ȷ

“
Qrω̃2

n p0,0q2s

|Rpnq

1 p0,0q|2

ÿ

p j,xqPDpnq
1 ptq ˜̂ Z

p f pnqp j,xq ´ f pnq
m p j,xqq2

n
3
2

ď
Qrω̃2

n p0,0q2s

|Rpnq

1 p0,0q|2

1

n
3
2

ÿ

p j,xqPDpnq
1 ptq ˜̂ Z

ż

Rpnq
1 pi,xq

p f ps,yq ´ fmps,yqq
2 dsdy|Rpnq

1 pi,xq|

ď
Qrω̃2

n p0,0q2s

2

ż

r0,tsˆR
p f ps,yq ´ fmps,yqq

2 dsdy

となり,

Sp1q
n,t pω̃n, fmq

P
Ñ Sp1q

n,t pω̃n, f q, m Ñ 8 (4.20)

がわかった. 特に (4.20)は nに関して一様に成立することがわかる. すなわち

任意のε ą 0に対して, lim
mÑ8

sup
ně1

Q
´ˇ

ˇ

ˇ
Sp1q

n,t pω̃n, fmq ´ Sp1q
n,t pω̃n, f q

ˇ

ˇ

ˇ
ą ε

¯

“ 0

となる. このとき
Sp1q

n,t pω̃n, fmq
nÑ8

ÝÝÝÝÑ Ip1qp2´ 1
2 β fmq

mÑ8p 一様 q

§

§

đ

§

§

đ

mÑ8

Sp1q
n,t pω̃n, f q

nÑ8
ÝÝÝÝÑ

p˚q
Ip1qp2´ 1

2 β f q

で (*)の収束が成立することが知られている (補題 4.3).
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補題 4.3. ([18, Theorem 3.2]) tY m
n : n ě 1,m ě 1uを Rk-値の確率変数の族, tYn : n ě 1u, tY m : m ě 1uを

Rk-値確率変数列, Y を Rk-値確率変数とする.

(i) n Ñ 8としたとき, Y m
n ñ Y m

(ii) m Ñ 8としたとき, Y m P
Ñ Y

(iii) m Ñ 8としたとき,任意の ε ą 0に対して

lim
mÑ8

lim
nÑ8

Pp|Y m
n ´Yn| ą εq “ 0

が成り立つとする. このとき Yn ñ Y が成り立つ.

さて,これでようやく k “ 1に対して証明が完成した. では次は k ą 1の場合である.

Step 5 k ě 2とする. 任意の f P L2pΛkp0, tq ˆRkqに対して

Spkq
n,t pω̃n, f q ñ Ipkqp2´ k

2 β k f q

となる.

証明. まずは f P L2pΛkp0, tq ˆRkqが,ある g1, ¨ ¨ ¨ ,gk P L2pr0, ts ˆRqでそれぞれの台は互いに素であるよう

なものを用いて

f pt,xq “ g1pt1,x1q ¨ ¨ ¨gkptk,xkq (4.21)

と書ける場合を考える. このとき

Spkq
n,t pω̃n, f q “

k
ź

i“1

Spnq
n,t pω̃n,giq

が成り立つ. 7

Step 4より積のそれぞれの項が Ipiqpgiqに法則収束することはわかるが,共分散が 0に収束することから
同時分布の法則収束もわかるので

Spkq
n,t pω̃n, f q ñ

k
ź

i“1

Ip1qp2´ 1
2 βgiq “ Ipkqp2´ k

2 β k f q

がわかる. また (4.21)のような関数の線形和全体の集合は L2pΛkp0, tq ˆRkqで稠密であることに注意する

と Step 4と同じような議論ができる.

Step 6 p f0, f1, ¨ ¨ ¨ q P

8
â

k“0
L2

´

Λkp0, tq ˆRk
¯

に対して

8
ÿ

k“0

Spkq
n,t pω̃n, fkq ñ

8
ÿ

k“0

Ipkqp2´ k
2 β k fkq (4.22)

となる.

7正確には誤差項があるが煩雑になるのでここでは省略しておく.
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注意 4.12. (4.22)の左辺の級数は k “ nt ` 1以降は 0である.

証明. Spkq
n,t の有限和に関する弱収束はこれまでの議論によりわかる. また

M
ÿ

k“0

Ipkqp2´ k
2 β k fkq Ñ

8
ÿ

k“0

Ipkqp2´ k
2 β k fkq

が L2pQq-収束することも定義からわかる. さらに k “ l ならば

Q
”

Spkq
n,t pω̃n, f pnq

k qSplq
n,t pω̃n, f pnq

l q

ı

“ 0

であり k ě 1ならば

Q
„

´

Spkq
n,t pω̃n, f pnq

k q

¯2
ȷ

ď Qrω̃2
n sk

ż

Λkp0,tqˆRk
| fkpt,xq|2dtdx

が成り立つので,補題 4.3を用いると示される.

さてこれで f “ p f0, f1, ¨ ¨ ¨ q P

8
â

k“0
L2

´

Λkp0, tq ˆRk
¯

に対して, (4.18)によって定義された近似 f pnq に関す

る (4.17)の和がWiener-chaos展開に法則収束することが示された. あとは別の近似に関して成立するかを
確かめれば良い. 特に今回は局所極限定理に関する近似について確かめればよい.

Step 7 βn “ βn
1
4 とする. このとき任意の t ą 0, x P Rに対して

Wntpβn,ηq ñ

ż

R
Z?

2β pt,xqdx
?

nt
2

Wnt,
?

nxpβn,ηq ñ Z?
2β pt,xq

証明. ここではWntpβn,ηqの法則収束のみを考える. もう一方も証明方法は同じである.
今,

nt
ÿ

k“1

Spkq
n,t pω̃n,2kρkp¨, ¨|0,0; t,˚qq

を考えると Step 6より
ż

R
Z?

2β pt,xqdxに法則収束することがわかる. ただし

ρkpt,x|0,0; t,˚q “

ż

R
ρkpt,x|0,0; t,yqdy

とする.
また (4.16)より

Wntpβn,ηq “ 1 `

nt
ÿ

k“1

Spkq
n,t pω̃n, ppnq

k q

と書ける. ただし

ppnq

k pj,xq “

n
ź

i“1

´

n
1
2 p ji´ ji´1pxi´1,xiq

¯

, pj,xq P Dpnq

k ptq ˜̂ Zk

とする. このとき

nt
ÿ

k“1

´

Spkq
n,t pω̃n,2kρkp¨, ¨|0,0; t,˚qq ´ Spkq

n,t pω̃n, ppnq

k q

¯
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を考えると

Q

»

–

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

Spkq
n,t pω̃n,2kρkp¨, ¨|0,0; t,˚qq ´ Spkq

n,t pω̃n, ppnq

k q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

2
fi

fl

“

nt
ÿ

k“1

Q
„

´

Spkq
n,t pω̃n,2kρkp¨, ¨|0,0; t,˚qq ´ Spkq

n,t pω̃n, ppnq

k q

¯2
ȷ

“
Qrω̃2

n sk

n
3k
2

nt
ÿ

k“1

ÿ

pj,xqPDpnq
k ptq ˜̂ Zk

´

2kρpnq

k pj,x|0,0; t,˚q ´ ppnq

k pj,xq

¯2

ď
Qrω̃2

n sk

2

›

›

›
2kρpnq

k p¨, ¨|0,0; t,˚q ´ ppnq

k p¨n, ¨
?

nq

›

›

›

2

Λkp0,tqˆRk

となる. ただし最後の行では ppnq

k を分割 R
pnq

k の上では定数関数となる Λkp0, tq ˆRk の関数と見なしてい

る. ここで n Ñ 8とすると
›

›

›
2kρpnq

k p¨, ¨|0,0; t,˚q ´ ppnq

k p¨n, ¨
?

nq

›

›

›

Λkp0,tqˆRk
Ñ 0

となることがわかる.8

また定数C ą 0が存在して任意の k ě 0

sup
ně1

›

›

›
ppnq

k p¨n, ¨
?

nq

›

›

›

2

Λkp0,tqˆRk
ď Ck

›

›

›
2kρpnq

k p¨, ¨|0,0; t,˚q

›

›

›

2

Λkp0,tqˆRk
(4.23)

となることも示される. 特に
ÿ

kě1

β 2kCk
›

›

›
2kρpnq

k p¨, ¨|0,0; t,˚q

›

›

›

2

Λkp0,tqˆRk
ă 8 (4.24)

が言えるので優収束定理から

Q

»

–

˜

nt
ÿ

k“1

´

Spkq
n,t pω̃n,2kρkp¨, ¨|0,0; t,˚qq ´ Spkq

n,t pω̃n, ppnq

k q

¯

¸2
fi

fl Ñ 0

が言えるので示された.

注意 4.13. (4.23, (4.24))から tWtnpβn,ηquは L2-有界であることがわかる.

注意 4.14. 証明をじっくり読めばわかるが,結局のところ証明に最も重要な要素は遷移確率に関する局所極
限定理が成り立つことである (もちろん他にも要素は多々あるが). Caravenna, Sun, Zygourasらはその点に
注目して単純ランダムウォークの場合のみならず d “ 1次元で

Xrnts

n1{α がパラメータ α P p1,2sの stable過程

に法則収束するような模型に対して同様の結果を与えている [26]. この場合 βn “ n´ α´1
2α と選んでいる.

また Corwin, Nicaらは単純ランダムウォークの代わりに非衝突ランダムウォークに対して DPREのよう
な分配関数等を与え,それに対して同じスケーリングで極限を得ている [45].
他にはダイヤモンド格子,またはその一般化である階層格子に対して同様にスケール極限を求めた結果
も存在する [31].

4.3 2次元DPREと確率熱方程式

前節では d “ 1の場合に DPREは確率熱方程式の “近似”になっていることがわかった. では d ě 2の場
合にはどうであろうか. d “ 1のときとは異なり確率熱方程式 (4.7)は d ě 2のときには連続関数としては
存在しない.

8オリジナルの論文ではとんでもない議論がなされているが,ここでは述べない. 正しい証明は [26, Theorem 3.8] の証明で与えら
れている.
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Bertini, Cancriniらは d “ 2のときには [15]のようにホワイトノイズW をW κ を空間に関して軟化した

ものと ϕ P L2pR2qに対して次のような確率熱方程式

Btuκ pt,xq “
1
2

∆uκ pt,xq ` βκ uκ pt,xq 9W κ pt,xq, up0,xq “ ϕpxq

の解 uκ を考えた. ただし βκ は

β κ “

d

2π
logκ´1 `

s
plogκ´1q2 , s P R

と書けるものである. このとき Bertiniらは任意の ψ P L2pR2qに対して

xuκ pt, ¨q,ψy :“
ˆ
ż

R2
uκ pt,xqψpxqdx

˙

の二次モーメントが κ Œ 0としたときに発散しないことを示した. これにより xuκ pt, ¨q,ψyは緊密となり弱

収束部分列が存在することがわかった. 特に xuκ pt, ¨q,ψyの二次メーメントは κ Ñ 0の極限が非自明なもの
で与えられており,弱収束極限点には何か面白いものが現れることが期待されていた. ごく最近まで弱収束
極限点が自明かどうかはわかっていなかったが, Caravenna, Sun, Zygourasらにより三次モーメントも有界
であることを示されたので,少なくとも弱収束極限点が非自明であることは導かれた [27]. 今後発展してい
く可能性に期待して注視していく必要がある.
また Chatterjee, Dunlapらは 2次元トーラス上で (4.1)のW をW κ で置き換えたものを考え,さらに係数

?
Dも

?
Dκ と置き換えた解 h̃κ を考えたとき hκ :“ h̃κ ´Qrh̃κ sが緊密であることを示している. 彼らはこ

れを KPZ方程式の 2次元での定義にしてはどうかと提唱している [30].

4.4 問題

問題 4.1. 命題 4.1の証明せよ.

問題 4.2. (4.5)が L2pQq-コーシー列であることを示せ.

問題 4.3. 命題 4.2を以下の要領で証明せよ.

(1) f P L2pr0,8q ˆRd ˆ ΩW ,Pqに対して fnpt,x,ωq “ f pt,x,ωq1| f |ďn,tďn,|x|ďnpt,x,ωqと定義する. このと
き fnはP-可測な有界関数で,各 ω に対して fnp¨, ¨,ωq : r0,8qˆRd Ñ Rの台がコンパクトであり,さ
らに

Q
„
ż

r0,8qˆRd
| fnpt,x,ωq ´ f pt,x,ωq|2dtdx

ȷ

Ñ 0

を満たすことを示せ.

(2) 任意のP-可測な有界関数 gで各 ω に対して gp¨, ¨,ωq : r0,8q ˆRd Ñ Rの台がコンパクトとなるよ
うなものに対して

gnpt,x,ωq “

2n
ÿ

k“1

1
p k

2n ,
k`1
2n s

ptq
1
2n

ż k
2n

k´1
2n

gps,x,ωqds

と定義するとき gn P S であり

Q
„
ż

r0,8qˆRd
|gnpt,x,ωq ´ gpt,x,ωq|2dtdx

ȷ

Ñ 0

が成り立つことを示せ. (Lebesgueの微分定理を用いる.)
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問題 4.4. A P B f pr0,8q ˆRdqとする. r “ pr0,r1, ¨ ¨ ¨ ,rdq P r0,8qd`1 に対して

ż

r0,8qˆRd
1Apr0t,r1x1, ¨ ¨ ¨ ,rdxdqW pdtdxq

d
“

d
ź

i“0

r´1{2
i W pAq

が成り立つことを示せ. またこれを用いて任意の f P L2pΛk ˆRdkqに対して

ż

Λk

ż

Rdk
f pr0t,rxqW bkpdtdxq

d
“

˜

d
ź

i“0

r´1{2
i

¸k

Ipkqp f q

が成り立つことを示せ.

問題 4.5. A P B f pr0,8q ˆRdqとする. b “ pb1, ¨ ¨ ¨ ,bdq P Rd に対して

Rb ` A “ tpt,y1 ` tb1, ¨ ¨ ¨ ,yd ` tbdq : pt,y1, ¨ ¨ ¨ ,ydq P Au

としたとき

W pRb ` Aq
d
“ W pAq

が成り立つことを示せ.
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5 自由エネルギーの高温での挙動

5.1 分数モーメント法と粗視化法

この節では分数モーメント法,粗視化法,測度の変換を用いた Fpβ qの上からの評価を与える手法を紹介

する. 特に定理 1.6の d “ 1,2に対する証明が与えられる.
まずは正則化自由エネルギーの定義 (1.17)を思い出すと

Fpβ q “ lim
nÑ8

1
n

QrlogWnpβ ,ηqs

であったので任意の n P N, θ P p0,1qに対して

Fpβ q “ lim
NÑ8

1
Nn

QrlogWNnpβ ,ηqs

“ lim
NÑ8

1
Nnθ

QrlogWNnpβ ,ηqθ s

ď lim
NÑ8

1
Nnθ

logQrWNnpβ ,ηqθ s (5.1)

が成り立つ. ただし最後の不等式は Jensenの不等式による. よって β ą 0に対してある n P N, θ P p0,1qに

対して

lim
NÑ8

1
N

logQrWNnpβ ,ηqθ s ă 0

が言えたとすると Fpβ q ă 0となり 0 ď β 2,`
c ă β がわかる. (β 2,´

c の場合も同様)
以下は β ą 0として議論していく.
ここから先は

QrWNnpβ ,ηqθ s

を上から評価していくことに集中する. まず Zd を一辺が長さ 2
?

nのブロック (区間,正方形,立方体)に分
割する. すなわち

KZ “

d
ź

i“1

pp2zi ´ 1q
?

n,p2zi ` 1q
?

ns XZd , Z “ pz1, ¨ ¨ ¨ ,zdq P Zd (5.2)

とする.

WNnpβ ,ηq “ P rζNnpβ ,η ,Xqs

であるが,右辺の期待値をランダムウォークが時刻 in (i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,N)で通ったブロックによって分けると

WNnpβ ,ηq “
ÿ

Z1,¨¨¨ ,ZN PZd

P rζNnpβ ,η ,Xq : Xin P KZi , i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,Ns

と書ける. Z “ pZ1, ¨ ¨ ¨ ,ZNq P
`

Zd
˘N
に対して

W Z
Nnpβ ,ηq “ P rζNnpβ ,η ,Xq : Xin P KZi , i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,Ns

とおくことにする.
ここで x ě 0, y ě 0ならば px ` yqθ ď xθ ` yθ が成り立つことを用いると

QrWNnpβ ,ηqθ s ď
ÿ

ZPZdN

Q
”

W Z
Nnpβ ,ηqθ

ı
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という評価ができる. 右辺をそのまま評価することは難しいので次のようなものを考える. 1 ď i ď n, z P Zd

に対して σ rηp j,xq : pi ´ 1qn ` 1 ď j ď in,x P Zds-可測な独立同分布な確率変数 Vnpi,zqで

QrVnpZi,ηqs “ 0,QrVnpZi,ηq2s “ 1 (5.3)

となるようなものを考える.9

L ą 0, M ą 0に対して

fL,Mpxq “ L1tx ě Mu gL,Mpxq “ e fL,Mpxq

という関数を考え,

gZpn,N,ηq “

N
ź

i“1

gL,MpVnpZi,ηqq

と定義すると Hölderの不等式から

QrWNnpβ ,ηqθ s ď
ÿ

ZPZdN

Q
”

gZpn,N,ηqθ `gZpn,N,ηq´1W Z
Nnpβ ,ηq

˘θ
ı

ď
ÿ

ZPZdN

Q
”

gZpn,N,ηq
θ

1´θ
ı1´θ

Q
“

gZpn,N,ηq´1W Z
Nnpβ ,ηq

‰θ
.

このとき

Q
”

gZpn,N,ηq
θ

1´θ
ı

“ QrgL,MpVnpZ1,ηqq
θ

1´θ sN

“

´

Q r1 : VnpZ1,ηq ă Ms ` Q
”

e
Lθ

1´θ : VnpZ1,ηq ě M
ı¯N

となるので (5.3)より任意の L ą 0に対してM ą 0を十分大きく取ることで

Q
”

gZpn,N,ηq
θ

1´θ
ı1´θ

ď 2N

とできる. あとは

ÿ

ZPZdN

Q
“

gZpn,N,ηq´1W Z
Nnpβ ,ηq

‰θ
ď

ˆ

1 ´ ε
2

˙N

(5.4)

となるような ε P p0,1qが存在するかどうかである. 左辺を評価するために

Q
“

gZpn,N,ηq´1W Z
Nnpβ ,ηq

‰

“ Q
“

gZpn,N,ηq´1P rζNnpβ ,η ,Xq : Xin P KZi , i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,Ns
‰

“ P
“

Q
“

ζNnpβ ,η ,XqgZpn,N,ηq´1‰ : Xin P KZi , i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,N
‰

“ P
“

QX
“

gZpn,N,ηq´1‰ : Xin P KZi , i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,N
‰

と書く. ただし QX は補題 1.1の証明で考えた pΩ,G q上の確率測度. 10 ランダムウォークのマルコフ性を

用いると

P
“

QX
“

gZpn,N,ηq´1‰ : Xin P KZi , i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,N
‰

ď

N
ź

i“1

max
xPKZi´1

Px “QX
“

gL,MpVnpZi,ηqq´1‰ : Xn P KZi

‰

9VnpZi,ηq の選び方は d によって変えることになる. また (5.3) も Vn の緊密性に置き換えてよい.
10定理 2.3 と問題 2.1 で考えた siza-biasedランダム媒質を用いると

P
”

Q
”

gZpn,N,ηβ
X q´1

ı

: Xin P KZi , i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,N
ı

と書ける.
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となり11η のシフト普遍性から
ÿ

ZPZdN

Q
“

gZpn,N,ηq´1W Z
Nnpβ ,ηq

‰θ
ď

ÿ

zPZd

max
xPK0

Px “QX
“

gL,MpVnpZi,ηqq´1‰ : Xn P Kz
‰θN

が導けた. あとは
ÿ

zPZd

max
xPK0

Px “QX
“

gL,MpVnpZi,ηqq´1‰ : Xn P Kz
‰θ

ă
1 ´ ε

2

となるかどうかである. 構成から g´1
L,M ď 1であることに注意すると単純ランダムウォークの性質 (局所極限

定理等)から,ある R ą 0が存在して
ÿ

|z|ąR

max
xPK0

Px “QX
“

gL,MpVnpZi,ηqq´1‰ : Xn P Kz
‰θ

ď
ÿ

|z|ąR

max
xPK0

PxpXn P Kzq
θ ă ε

とできる. 残すは
ÿ

|z|ďR

max
xPK0

Px “QX
“

gL,MpVnpZi,ηqq´1‰ : Xn P Kz
‰θ

ď 1 ´ 2ε

となるかである. 突き詰めれば

max
xPK0

PxQX pVnpZi,ηq ą Mq Ñ 1

となればよいのである.
ここまでの考察をまとめると次のようになる.

補題 5.1. (1) n P Nに対して Zd を一辺の長さが 2
?

nのブロック tKpnq
z : z P Zduに分割する (5.2).

(2) Gn-可測で平行移動不変な確率変数 Vnpηqで次の条件を満たすものが存在するとする.

• tVnpηq : n P Nuは Qの下で緊密である.

• 任意のM ą 0に対して n Ñ 8としたとき maxxPK0 PxQX pVnpηq ą Mq Ñ 1.

このとき Fpβ q ă 0である.

定理 1.3,定理 1.6の d “ 1,2の証明は β も βn に依存して 0に近づけている.
命題 2.2より PQX の下でWnpβ ,ηqは発散することがわかっているので d ě 3のときの予想 1, 2を考え
るときには

Vnpηq “
1

nd{2

ÿ

xPK0

W x
n pβ ,ηq

“
1

nd{2

ÿ

xPK0

Px rζnpβ ,ηqs

とおくことで何かが言えそうである. (open problem!!)
上の議論で (5.1)で n P N, θ P p0,1qを固定すると

nFpβ q ď lim
NÑ8

1
Nθ

logQ
”

WNnpβ ,ηqθ
ı

が成り立つことがわかる. ここで β 2,`
c “ 0を言うためにより強い結果である次のことが言える.

以下, 5章では定理 1.6の証明を与えていく. またこの章の残りでは (仮定 A)に加えて次のことを仮定
する.� �

Qrηpn,xq2s “ 1,� �
11ここで x P KZi´1 は pi ´ 1qn ´ |x| P 2Z となるようなものについてのみ考えている. 他の場合も同様である.
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5.2 d “ 2

この節では定理 1.6の証明を d “ 2の場合に与えていく.
より詳しくは次のことが知られている.

定理 5.1. ([55, 65, 12]) d “ 2とする. このとき β Ñ 0としたとき

log |Fpβ q| „ ´
π
β 2

この定理の証明は主に 2つのことを行う.

(1) 任意の ε ą 0に対して, n “ exp
ˆ

p1 ` εq
π
β 2

n

˙

となるような βn ą 0を考え

lim
nÑ8

1
n

Fpβnq ă 0

を示す.

(2) 任意の ε ą 0に対して, n “ exp
ˆ

p1 ´ εq
π
β 2

n

˙

としたとき, (1.19)より

nFpβnq ě QrlogWnpβnqs (5.5)

が成り立つ. この右辺が ´Cplognq2 となることを示す.

特に (1)の証明には前節で用いた手法を適用する. そのためには補題 5.1(2)を満たすような Vn を見つけ

ればよいことがわかる.
では、どのような Vn がよいのか. 候補として考えられるのが

1
2n

ÿ

xPK0

W z
n pβ ,ηq

である.
これが補題 5.1(2)の緊密性を満たすことは L1-有界性から従う. 後半の条件は非常に雑に言うと命題 2.2
と (1.10)から PxQX の下でW x

n pβ ,ηqが発散することから想像できる. 原稿作成時点ではこのように Vn を

選んで証明することには成功していないが, [55, 65, 12]における証明のアイデアはここから来ていると考
えられる.
ここでは [65]における証明の概要を与える.
まず次のことに注目する.

補題 5.2. 0 ă γ ă 1に対して γn “ γ
b

π
logn とする. このとき Q

“

Wnpγn,ηq2
‰

ă 8である.

この補題は補題 2.1を適用すると

Q
“

Wnpγn,ηq2‰ “ PX ,X̂

„

exp
ˆˆ

λ
ˆ

2γ
c

π
logn

˙

´ 2λ
ˆ

γ
c

π
logn

˙˙

LnpX , X̂q

˙ȷ

となるが, 2次元単純ランダムウォークに対して LnpX ,X̂q

logn ñ Exppπqが成り立つ [49]ことと,

logn
ˆ

λ
ˆ

2γ
c

π
logn

˙

´ 2λ
ˆ

γ
c

π
logn

˙˙

Ñ γ2π
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であることから予想することはできる. (実際には定理 4.5のようにランダムウォークの局所極限定理を用
いて具体的に評価していく必要がある.)
またさらに実際にWnpγn,ηqが弱収束極限を持つことが示されている.

定理 5.2. ([27]) γ ą 0に対して γn “ γ
b

π
logn とする. このとき

Wnpγn,ηq ñ Wγ “

$

’

’

&

’

’

%

exp

˜

σγ B ´
σ2

γ

2

¸

, γ P p0,1q

0, γ ě 1

が成り立つ. ただし σ2
γ “ log 1

1´γ2 , Bは標準正規分布に従う確率変数とする.

注意 5.1. この定理を用いれば (5.5)より強いことが言えそうに思えるが,実際には一様可積分性などの問題
がある.

定理 5.1の証明では

1
2n

ÿ

xPK0

W x
n pγn,ηq

に対して補題 5.1は確認していない. その代わりに定理 4.5の証明のように展開

1
2n

n
ÿ

k“0

ÿ

zPK0

ÿ

1ď j1ă¨¨¨ă jkďn

ÿ

x1,¨¨¨ ,xkPZ2

k
ź

i“1

ωnp ji,xiqp ji´ ji´1pxi ´ xi´1q

“:
1

2n

n
ÿ

k“0

Apkq
n pηq

を考え,

Vnpηq “

?
logn
2n

Apkq
n (5.6)

と設定することで上からの評価が得られる.
[55]では Ap2q

n , [65]では任意の k ě 2に対して Apkq
n , [12]では Aplog lognq

n に注目して補題 5.1を確認してい
る. ただし ωn や pは 2次元の設定に合わせて適当に定義し直している. またこのとき

βn “ Cplognq´ k´1
2k

と選んでいる.

注意 5.2. [55]では d “ 1のときも上のような展開を考えることで自由エネルギーの評価を与えている. た
だし d “ 1のときは実は k “ 1の場合で問題ない.

注意 5.3. (5.6)で
?

lognをかける理由は計算してみるとわかるが各 k ě 1に対してQrpApkq
n q2s “ Opplognq´1q

となってしまうからである. これは主に d 次元のランダムウォークでは

n
ÿ

i“1

P0,0
X ,X̂

pXi “ X̂iq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

Opn
1
2 q, d “ 1

Oplognq, d “ 2

Op1q, d ě 3

,
1

n
d
2

ÿ

|z|ďn

n
ÿ

i“1

P0,z
X ,X̂

pXi “ X̂iq “ Opn1´ d
2 q

が成り立つことに起因する.
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5.3 d “ 1

この節では定理 1.6の証明を d “ 1の場合に与えていく. すでに 3.2.2節で証明は与えられているのでよ
り詳しい結果を与える.

定理 5.3. ([55, 7])ある定数C P p0,8qとある β0 ą 0が存在して, 0 ă β ă β0 ならば

´
1
C

ď
Fpβ q

β 4 ď ´C

仮定を強めることでより詳細な挙動がつかめる. そのために次のような仮定を η に与える.� �
仮定: 自由次元集中不等式
ある非減少関数 g : p0,8q Ñ r0,8qで以下のようなものが存在する.

(i)
ż 8

0
gptqdt ă 8.

(ii) 任意の n P Nと任意の微分可能な凸関数 f : Rn Ñ Rに対して

Qp f pηq ă a ´ tqQp f pηq ą a, |∇ f pηq| ď cq ď g
´ t

c

¯

, a P R, t,c P p0,8q (5.7)

が成り立つ. ただし η “ pη1, ¨ ¨ ¨ ,ηnqは Rn-値確率変数で tηi : 1 ď i ď nuは独立同分布で Qpη1 P

dxq “ Qpηp0,0q P dxqとする.� �
注意 5.4. このような仮定はどの程度一般的なのかは知識不足ゆえにわからないが次のような仮定の下では

gptq “ c1 exp
ˆ

´
|t|γ

c2

˙

の形で成り立つことが知られている. ただし c1,c2,γ ą 0とする.

• γ “ 2. η1 が有界のとき.

• γ “ 2. η1が log-Sobolevの不等式を満たすとき. 特に正規分布やUpxq ´ cx2が凸で,かつV pxqが有界

となる関数U,V が存在して η1 の密度関数が e´U´V に絶対連続な場合.

• γ P r1,2q. η1 の密度関数が cγ e´|x|γ に関して絶対連続な場合.

上で与えている仮定はもっと広いクラスの gについて考えている.

定理 5.4. ([66]) d “ 1とする. また自由次元集中不等式に関する仮定を満たすとする. このとき

lim
β Ñ0

Fpβ q

β 4 “ lim
T Ñ8

1
T

Q

„

log
ż

R
Z?

2pT,xqdx
ȷ

“ ´

?
2

4

24

右辺の ´
?

24

24 “ ´ 1
6 は定理 4.4と定理 4.3(3)の組み合わせから導出される値であるが直接導ける結果で

はないことに留意しておく.
ここで１つ目の等号が成り立つのかの直感的な説明を与えておこう. βn “ n´ 1

4 としたとき自由エネル

ギーの定義から

Fpβnq “ lim
T Ñ8

1
T n

Q rlogWT npβn,ηqs
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が成り立つ. 両辺に n “ β ´4
n をかけて,さらに nについて極限をとると

lim
nÑ8

Fpβnq

β 4
n

“ lim
nÑ8

lim
T Ñ8

1
T

Q rlogWT npβn,ηqs

となる. “もし”nと T に関する極限が交換でき, logWT npβn,ηqが nについて一様可積分であったならば定

理 4.5から

lim
nÑ8

Fpβnq

β 4
n

“ lim
T Ñ8

lim
nÑ8

1
T

Q rlogWT npβn,ηqs “ lim
T Ñ8

1
T

Q

„

log
ż

R
Z?

2pT,xqdx
ȷ

となるのである. つまり上の定理は極限の交換可能性といういたって初等的な問題を扱っているのである.
さて,この節の残りでは講義ノートの主題でもある定理 5.4の証明を与えていく.
証明は主に

• (下極限) lim
β Ñ0

Fpβ 4q

β 4 ě lim
T Ñ8

1
T

Q

„

log
ż

R
Z?

2pT,xqdx
ȷ

• (上極限) lim
β Ñ0

Fpβ 4q

β 4 ď lim
T Ñ8

1
T

Q

„

log
ż

R
Z?

2pT,xqdx
ȷ

• (極限の値) lim
T Ñ8

1
T

Q

„

log
ż

R
Z?

2pT,xqdx
ȷ

“ ´
1
6

の 3点を示すことである.
以降は簡単のために

Zt,x :“ Z?
2pt,xq, Zt :“

ż

R
Z?

2pt,xqdx, pt,xq P p0,8q ˆR

と書くことにする.

5.3.1 定理 5.4の証明: 下極限

まずは比較的簡単な下極限の評価から与えていこう. なぜ簡単かと言うと (1.13)から任意の T ą 0, n P N
に対して

Fpβnq ě
1

T n
QrlogWT npβn,ηqs

が成り立つので

β ´4
n Fpβnq ě

1
T

QrlogWT npβn,ηqs

となるので, tlogWT npβn,ηq : n ě 1uが一様可積分であったならば

lim
nÑ8

β ´4
n Fpβnq ě

1
T

Q rlogZT s

となり, T Ñ 8とすればよい. つまり下極限の評価は tlogWT npβn,ηq : n ě 1uの一様可積分性を確かめれば

よいのである. この一様可積分性を示すために自由次元集中不等式を仮定している.

tlogWT npβn,ηq : n ě 1uの一様可積分性の証明. まず注意 4.13より tlogWT npβn,ηq _ 0 : n ě 1uは一様可積

分であることが従う. よって問題は tlogWT npβn,ηq ^ 0 : n ě 1uの一様可積分性である.
f pηq “ logWT npβn,ηqに対して自由次元集中不等式を適用してみよう. 実際 f は Rt1,¨¨¨ ,T nuˆt´T n,¨¨¨ ,T nu上

の関数として,微分可能な凸関数である (問題 5.1). よって (5.7)が適用でできる. つまり任意の

QplogWT npβn,ηq ă a ´ tq ď QplogWT npβn,ηq ą a, , |∇ logWT npβn,ηq| ď cq´1g
´ t

c

¯

,a P R, t,c P p0,8q
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が成り立つ. tlogWT npβn,ηq ^ 0 : n ě 1uの一様可積分性とは

lim
MÑ8

sup
nPN

ż 8

M
Qp´ logWT npβn,ηq ą tqdt “ 0

のことであるが,これを確認するためには適当な a P Rと c P p0,8qに対して

QplogWT npβn,ηq ą a, |∇ logWT npβn,ηq| ď cq´1

が有界であることを示せば十分である.
まず簡単な計算で次のことがわかる.

|∇ logWT npβn,ηq|2 “ β 2
n Rβn

T n.

ただしRβn
n は β “ βn のときに (3.1)で定義された確率変数である (問題 5.1).

ここで定数C1 ą 0に対して

An “ tlogWT npβn,ηq ě ´ log2u X tβ 2
n Rβn

n ď C1u “ Ap1q
n X Ap2q

n

としたとき

QpAnq “ QpAp1q
n q ´ QpAp1q

n zAp2q
n q

ě QpAp1q
n q ´ Q

ˆ

PX ,X 1

“

β 2
n LT npX ,X 1qζT npβn,η ,XqζT npβn,η ,X 1q

‰

ą
C1

4

˙

ě QpAp1q
n q ´

4
C1

Q
“

PX ,X 1

“

β 2
n LT npX ,X 1qζT npβn,η ,XqζT npβn,η ,X 1q

‰‰

となる. 特に QrWT npβn,ηqs “ 1であるので Payley-Zygmundの不等式から

QpAp1q
n q ě

1
4

1
QrWT npβn,ηq2s

が得られる. 特に注意 4.13からある定数C2 ą 0が存在して

QpAp1q
n q ě

1
4C2

とできる. また似たような議論を行うことで

Q
“

PX ,X 1

“

β 2
n LT npX ,X 1qζT npβn,η ,XqζT npβn,η ,X 1q

‰‰

“ PX ,X 1

“

β 2
n LT npX ,X 1qexp

`

pλ p2βnq ´ 2λ pβnqqLT npX ,X 1q
˘‰

ă C3 (5.8)

とすることができる (問題 5.2)ので

QpAnq ě
1

4C2
´

4C3

C1

となる. ここでC1 ą 0を十分大きくとることができるので証明できた.

注意 5.5. この下極限の評価では tlogWT npβnq : n ě 1u の一様可積分性を確かめた. しかし同様の手法で
␣

log
?

nWT n,x
?

n : n ě 1
(

の一様可積分性なども確かめられる. 特に η を標準正規分布と取ることで ZT や

ZT,x などの可積分性に対して次のことを示すことができる.
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定理 5.5. ([63])任意の p ą 0に対して,ある局所有界で局所的に 0から一様に離れている関数κppt,xq ą 0
が存在し,

Q
”

Z ´p
t,x

ı

ď κppt,xqexp
ˆ

p2

κppt,xq

˙

, pt,xq P p0,8q ˆR

が成り立つ.
また

Qpある t ą 0,x P Rに対してZt,x ą 0q “ 0

が成り立つ.

5.3.2 定理 5.4の証明: 上極限

次は上極限の評価を与えていく. これは厳密に書くと非常に長くなるので,主な証明の流れを追っていく
ことにする. (いくつかの面倒な補題の証明は省略する.)
基本的には 5.1で扱った分数モーメント法と粗視化法と似たことを行う. とにかく logの期待値なんて

ものは扱いづらいことこの上ないので,まずはまだ扱いやすい分数モーメントの期待値で上から評価して
いく.
以下, βn “ n´ 1

4 とする. このとき任意の θ P p0,1q, T,N P Nに対して Jensenの不等式により

1
NT

Q rlogWNT npβnqs “
1

θNT
Q
”

logWNT npβnqθ
ı

ď
1

θNT
logQ

”

WNT npβnqθ
ı

となるので自由エネルギーの定義から

lim
nÑ8

1
β 4

n
Fpβnq ď lim

nÑ8
lim

NÑ8

1
θT N

logQ
”

WNT npβnqθ
ı

.

さらに T Ñ 8, θ Ñ 0とすると

lim
nÑ8

1
β 4

n
Fpβnq ď lim

θÑ0
lim

T Ñ8
lim

nÑ8
lim

NÑ8

1
θT N

logQ
”

WNT npβnqθ
ı

(5.9)

となる. (ここで (5.1)よりも極限をとるパラメータが増えている. なぜこのようにするのかも述べておこう.)
5.1節のように空間 Zを長さ 2

?
nの互いに素な区間に分割する. つまり

KZ “ pp2z ´ 1q
?

n,p2z ` 1q
?

ns XZ, z P Z

とする. このとき,定義を思い出してみると

WNT npβnq “ PX rζNT npβn,Xqs

であったが,このランダムウォークに関する平均を各 iT n (i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,N ´ 1)で通過する区間によって場合分
けをして和を考えると

WNT npβnq “
ÿ

Z“pz1,¨¨¨ ,zN´1q

PX rζNT npβn,Xq : XiT n P Kzi , i “ 1, ¨ ¨ ¨ ,N ´ 1s

とすることができる. このとき x,y ě 0, θ P p0,1qならば px ` yqθ ď xθ ` yθ が成り立つので

Q
”

WNT npβnqθ
ı

ď
ÿ

Z

Q
”

WZpNT n,βnqθ
ı
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とできる.

**************************************************************************************
非常に雑な話をしてしまうとこのような経路 Z はほとんどが “良い経路”であり,それら Z に関しては

Q
”

WZpNT n,βnqθ
ı

ď QrWT npβnqθ sN

が期待される. もし “良い経路”だけに注目すればよいとし,さらにそのような経路が T 2N 程度しかないす

ると (5.9)の右辺の N に関する上極限を取り払うことができる. つまり定理 4.5と合わせると

lim
nÑ8

1
β 4

n
Fpβnq ď lim

θÑ0
lim

T Ñ8
lim

nÑ8

1
θT

logT 2Q
”

WT npβnqθ
ı

“ lim
θÑ0

lim
T Ñ8

1
T θ

logQrZ θ
T s

となる. この右辺を計算する必要があるが,これは実は DPREの自由エネルギーを求めた時と似た方法で計
算することができるのである.
当然だが上の議論はすべて雑な話であるが,とりあえず N に関する極限を処理するために何か N 個の積

を無理やり導出し,また nに関する極限は定理 4.5を用いて処理することでZT に関する話に帰着させるの

である.
**************************************************************************************

では実際に証明を与えていこう. (とりあえず N 個の積を出す. そのために)Markov性と環境の shift普遍
性より

Q
”

WZpNT n,βnqθ
ı

ď Q

«

N´1
ź

i“0

max
xPKzi

Px
X
“

θiT n,0 ˝ ζT npβn,Xq : XT n P Kzi`1

‰θ
ff

“

˜

ÿ

zPZ
Q
„

max
xPK0

Px
X rζT npβn,Xq : XT n P Kzs

θ
ȷ

¸N

となるので,これ以降は
ÿ

zPZ
Q
„

max
xPK0

Px
X rζT npβn,Xq : XT n P Kzs

θ
ȷ
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を評価していく. (n, T , θ に関する極限を処理していく.) ここで

ÿ

zPZ
Q
„

max
xPK0

Px
X rθ0,x ˝ ζT npβn,Xq : XT n P Kzs

θ
ȷ

ď
ÿ

|z|ąT 2

Q
„

max
xPK0

Px
X rζT npβn,Xq : XT n P Kzs

θ
ȷ

`
ÿ

|z|ďT 2

Q
„

max
xPK0

Px
X rζT npβn,Xq : XT n P Kzs

θ
ȷ

ď
ÿ

|z|ąT 2

Q
„

max
xPK0

Px
X rζT npβn,Xq : XT n P Kzs

θ
ȷ

` 2T 2Q
„

max
xPK0

WT n,xpβnqθ
ȷ

と分解する. (T を固定するごとに後者の和はたかだか有限和であるので定理 4.5を適用しやすい. さらに期
待されることは前者の和が nに関して一様に e´cT 3

の速さで 0に収束する)
ここで次の補題が成立する.

補題 5.3.

lim
nÑ8

Q
„

max
xPK0

WT n,xpβnqθ
ȷ

Ñ Q

«

sup
xPr´1,1s

pZ x
T q

θ

ff

補題 5.4. 定数Cθ ,1 ą 0, Cθ ,2 ą 0が存在して,任意の n ě 1, T ě 1に対して

ÿ

|z|ąT 2

Q
„

max
xPK0

Px
X rζT npβn,Xq : XT n P Kzs

θ
ȷ

ď Cθ ,1 exp
`

´Cθ ,2T 3˘

が成り立つ.

注意 5.6. 補題 5.3, 5.4は Qによる平均の中にmaxが入っているせいで手間がかかってしまうが,もしmax
がなければ容易に導くことができる. (問題 5.3,問題 5.4)

これらを用いると

lim
nÑ8

1
β 4

n
Fpβnq ď

1
θT

log

˜

Cθ ,1 exp
`

´Cθ ,2T 3˘` 2T 2Q

«

sup
xPr´1,1s

pZ x
T q

θ

ff¸

となる.
最後に

lim
θÑ8

lim
T Ñ8

1
θT

logQ

«

sup
xPr´1,1s

pZ x
T q

θ

ff

ď lim
T Ñ8

1
T

Q rlogZT s (5.10)

を示せば,求めたかった上極限が得られるのである.

l

(5.10)はまったくもって自明ではない. このノートでは次の補題の証明を与えよう.

補題 5.5.
lim

θÑ8
lim

T Ñ8

1
θT

logQ
”

pZT q
θ
ı

ď lim
T Ñ8

1
T

Q rlogZT s

注意 5.7. 右辺の極限が存在することも証明する必要がある. (問題 5.5)

注意 5.8. 証明は第 1.4で与えた (1.14), (1.21)の証明の類似である.
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証明. T P Nとして次を示す. ある定数 K ą 0が存在して

Q rexppθ plogZT ´Q rlogZT sqqs ď exp
ˆ

T θ 2K
1 ´ |θ |

˙

, |θ | ă 1 (5.11)

(5.11)が示されると補題の主張はすぐに従う.

FW
i “ σ rW pt,xq : 0 ď t ď i,x P Rs

とする. (FW はフィルトレーションである.)
このとき

logZT ´Q rlogZT s “

T
ÿ

i“1

Q
”

logZT |FW
i

ı

´Q
”

logZT |FW
i´1

ı

“

T
ÿ

i“1

V T
i

と表す. ここで

ẐT piq “

ż

R2
Zi´1,xρ1px,yqZ i,y

T dxdy, i ě 0 ď i ď T

という確率変数列を考える. ただし ps,xq,pt,xq P p0,8q ˆRに対して

Z s,x
t,y “ Z?

2ps,x; t,yq, Z s,x
t “

ż

R
Z s,x

t,y dy

とする. このとき定理 4.3(6)から

Q
”

logẐT piq|FW
i´1

ı

“ Q
”

logẐT piq|FW
i

ı

が成り立つので

V T
i “ Q

„

log
ZT

ẐT piq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

FW
i

ȷ

´Q

„

log
ZT

ẐT piq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

FW
i´1

ȷ

となる. ここで R2 上の確率測度

µ i
T px,yqdxdy “

1
ẐT piq

Zi´1,xρ1px,yqZ i,y
T dxdy

で定義すると,定理 4.3(1), (2), (6), (7)より

ZT

ẐT piq
“

ż

R2

Z i´1,x
i,y

ρ1px,yq
µ i

T px,yqdxdy, Q

„

ZT

ẐT piq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

FW
i´1

ȷ

“ 1

が成り立つ. Jensenの不等式,定理 5.5,定理 4.3(5)から,ある定数C ą 0が存在して

Q
”

exp
`

|V T
i |
˘

|FW
i´1

ı

ď C (5.12)

とできる (問題 5.6). よって定理 1.8の仮定が満たされたので示された.

補題 5.3,補題 5.4の証明は与えないが補遺 A.4で述べられていることを用いるとmaxxPK0 Xxといった確

率変数のモーメントを (計算は大変だが)容易に評価できるのである.
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(5.10)の証明にも補遺 A.4の内容を用いるが,ここが一番の難点である. 補題 5.3,補題 5.4の証明では結
局Wβnpβnqのモーメントを評価すればよいが, (5.10)の証明にそのまま適用しようとすると, θ P p0,1qに対

して

Q

«

sup
xPr´1,1s

pZ x
T q

θ

ff

ď Q
”

Z θ
T

ı

`Q

«

sup
x,yPr´1,1s

ˇ

ˇZ x
T ´Z y

T

ˇ

ˇ

θ
ff

となる. よってQ

«

sup
x,yPr´1,1s

ˇ

ˇZ x
T ´Z y

T

ˇ

ˇ

θ
ff

を評価できれば良いことはわかる. その結果,どこかで

Q
“ˇ

ˇZ x
T ´Z y

T

ˇ

ˇ

p‰
, p ě 2

を計算することになる. しかし定数C ą 0が存在して

Q
”

ˇ

ˇZ x
T ´Z y

T

ˇ

ˇ

2
ı

ď C
ÿ

ně1

|x ´ y|T
n´1

2

2
n´2

2 Γ
` n`1

2

˘

となることがわかる. 特に右辺は T に関して指数の速さで発散してしまうのである. つまり最初に ZT の

ppě 2q次のモーメントを用いることを諦めなけらばいけない. ではどうするかというと

Z x
T “

ż

R
Z x

1,yZ
1,y

T dy “

ż

R

Z x
1,y

ρ1pyq
Z 1,y

T ρ1pyqdy

として
Z x

1,y

ρ1pyq
に対して補題 A.2を適用することで解決することができる (あとはハードな計算である).

5.3.3 定理 5.4の証明: 極限の値

最後は極限の値が実際に´ 1
6 であることを証明することである. 　まず１つ重要なこととして補題 5.5の

証明がZT をZT,x に置き換えても成り立つのである. 特に

1
T

logZT,0 ´
1
T

Q rlogZT,0s

が 0に確率収束することが導かれる. すなわち定理 4.3(3),定理 4.4と合わせると
1
T

Q rlogZT,0s Ñ ´
1
6
で

ある.

1
T

Q rlogZT s Ñ ´
1
6

が成り立つのだろうか.
Jensenの不等式と定理 4.3(5)を用いると

Q rlogZT s ě

ż

R
Q

„

log
ZT,x

ρT pxq

ȷ

ρT pxqdx

“ Q

„

log
ZT,x

ρT p0q

ȷ

となるので下からの評価は簡単に得られる.
上からの評価は (5.10)の証明に似ている.

ZT “

ż 2T 3`1

´2T 3´1
ZT,xdx `

ż ´2T 3´1

´8

ZT,xdx `

ż 8

2T 3`1
ZT,xdx
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とすると, θ P p0,1qに対して

Q
”

Z θ
T

ı

ď

T 3
ÿ

k“´T 3

Q

»

–

˜

ż 2k`1

2k´1

ZT,x

ρT pxq
ρT pxqdx

¸θ
fi

fl`Q

»

–

˜

ż ´2T 3´1

´8

ZT,xdx

¸θ
fi

fl`Q

«

ˆ
ż 8

2T 3`1
ZT,xdx

˙θ
ff

となる. 後ろ 2項目は無視してよいことはすぐにわかる. また定理 4.3(5)から

Q

»

–

˜

ż 2k`1

2k´1

ZT,x

ρT pxq
ρT pxqdx

¸θ
fi

fl “ Q

«

ˆ
ż 1

´1

ZT,x

ρT pxq
ρT px ` 2kqdx

˙θff

となる. よって

lim
θÑ0

lim
T Ñ8

1
T θ

logQ

»

–

˜

sup
xPr´1,1s

ZT,x

ρT pxq

¸θ
fi

fl ď ´
1
6

を示せばよい. ここから先は (5.10)と同じことの繰り返しになる.

注意 5.9. ここまででひとまず証明は終わりである. 証明では定理 4.3で挙げた確率熱方程式の解の性質を
すべてが証明に使われているということである. そういった点ではこの証明は非常に特殊なものになって
おり,別の確率模型に対して適応できるかと問われると答えは Noである. (汎用性に欠けているという点で
はこれからもっと改良する必要はあるのかもしれない)

5.4 問題

問題 5.1. En “ t1, ¨ ¨ ¨ ,nuˆ´n,nとする. このとき関数 f pηq “ logWnpβ ,ηqはREn 上の関数とみなすことが

できる. 以下のことを示せ.

(i) f は連続微分可能であることを示せ.

(ii) f は凸関数であることを示せ. すなわち任意の s P r0,1sと η ,η 1 P REn に対して

f psη ` p1 ´ sqη 1q ď s f pηq ` p1 ´ sq f pηq

が成り立つことを示せ.

(iii) |∇ f pηq|2 “ β 2Rn であることを示せ. ただしRn は (3.1)で与えられたものである.

問題 5.2. (5.8)を証明せよ.

問題 5.3. θ P p0,1qとする. このとき任意の T ą 0に対して

lim
nÑ8

Q
”

WT npβnqθ
ı

Ñ Q
”

pZT q
θ
ı

が成り立つことを示せ.

問題 5.4. 定数Cθ ,3 ą 0, Cθ ,4 ą 0が存在して,任意の n ě 1, T ě 1に対して
ÿ

|z|ąT 2

Q
”

PX rζT npβn,Xq : XT n P Kzs
θ
ı

ď Cθ ,3 exp
`

´Cθ ,4T 3˘

が成り立つことを示せ.

問題 5.5. t P p0,8qを固定する. n ě 1に対して

aptq
n “ Q rlogZnts , n ě 1

とする. 以下の問に答えよ.
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(i) n,m ě 1のとき aptq
n`m ě aptq

n ` aptq
m が成り立つことを示せ.

(ii) (i)より極限 aptq “ lim
nÑ8

aptq
n が存在することがわかる. 任意の t ą 0に対して

aptq “ lim
T Ñ8

1
T

Q rlogZT s

が成り立つことを示せ. ただし右辺は連続な T に関する極限である.

問題 5.6. (5.12)を以下の要領で証明せよ.

(i) ある定数C1 ą 0が存在して

0 ď ´Q

„

ZT

ẐT piq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

FW
i´1

ȷ

ď C1

となることを示し,特に

Q
”

exppV T
i q|FW

i´1

ı

ď eC1

が成り立つことを示せ.

(ii) ある定数C2 ą 0が存在して

Q
”

expp´V T
i q|FW

i´1

ı

ď C2

となることを示せ.
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A 役立つ道具

以下では講義ノートを読んでいく上で知っておくと良いことについて記述していくことにする.

補題 A.1. 確率空間 pΩ,F ,Pq上で定義された R-値確率変数 X を考える. また x ą 0とする. このとき
以下の不等式が成り立つ.

• (マルコフの不等式) X P L1pPqのとき, Pp|X | ą xq ď
Er|X |s

x
.

• (チェビシェフの不等式) X P L2pPqのとき, Pp|X ´ ErXs| ą xq ď
Var|X |

x
.

• (イェンセンの不等式) f を R上の凸関数とする. また f pXq,X P L1pPqのとき

f pErXsq ď E r f pXqs

A.1 中心極限定理

通常の中心極限定理の知識は仮定するが,すこし一般化した中心極限定理の主張を与えておく.

定理 A.1. (Lindberg-Fellerの定理 [48, Theorem 3.4.5])各 nに対して tXn,m : 1 ď m ď nuは独立な確率

変数で PrXn,ms “ 0となるとする. さらに以下を仮定する.

(1)
n
ÿ

m“1

PrX2
n,ms Ñ σ2.

(2) 任意の ε ą 0に対して
řn

m“1 P
“

X2
n,m : |Xn,m| ą ε

‰

Ñ 0.

このとき Sn “ Xn,1 ` ¨¨ ¨ ` Xn,n の法則は Np0,σ2qに法則収束する.

A.2 条件付期待値とマルチンゲール

ここでは確率変数の条件付期待値について述べたあと,離散時間,および連続時間マルチンゲールについ
て述べる.

定義 A.1. pΩ,F ,Pqを確率空間とし, G Ă G を部分 σ -加法族とする. F -可測な R-値が X P L1pPqであ

るとき,次のような G -可測な R-値確率変数 Y が存在する. この Y を X の G に関する条件付期待値と

いい, PrX |G sと表す.

任意の A P G に対して PrX : As :“
ż

A
XpωqPpdωq “ PrX : As.

ただし,このような Y は零集合を除いて一意に定まる.
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例題 A.1. 確率空間 pΩ,F ,Pq上のR-値確率変数 X1,X2 が与えられたとする. このとき

σ rX1s :“ tX´1
1 pAq : A P BpRqu

を X1が生成する部分 σ -加法族という. R2上の可測な関数 f が Pr| f pX1,X2q|s ă 8を満たすとする. もし X1

と X2 が独立なとき Pr f pX1,X2q|σ rX1ssは X1 を固定して, X2 に対してのみ確率変数 f pX1,X2qの期待値とっ

たものと一致する.

この講義ノートでは主にこの例で考える条件付期待値を知っていれば内容を理解できる.

さて,では確率過程のマルチンゲール性,マルコフ性について述べる.
まず部分 σ -加法族の系でフィルトレーションと呼ばれるものを定義しておく.

定義A.2. T “Nまたは r0,8qとする. pΩ,F qを可測空間とする. このとき部分σ -加法族の系 tFt : t P T u

がフィルトレーションであるとは

任意の s, t P T に対して s ď t ならばFs Ă Ft

が成り立つときをいう.

例題 A.2. tXn : n ě 0uがマルコフ連鎖であるとき

Fn :“ σ rX1, ¨ ¨ ¨ ,Xns

と定義したものはフィルトレーションになる.

以下,確率空間 pΩ,F ,Pqとそのフィルトレーション tFt : t P T uを考える. 必要ならば通常の条件と呼ば
れる仮定をおく.

定義 A.3. 確率過程 X “ tXtpωq : t P T uがフィルトレーション tFt : t ě 0uに関して劣マルチンゲール

(優マルチンゲール)であるとは

• 任意の t ě 0に対して Xt はFt -可測であり Pr|Xt |s ă 8.

• 任意の 0 ď s ď t ă 8に対して P rXt |Fss ě Xs P-a.s. (P rXt |Fss ď Xs P-a.s.)

が成り立つときをいう. 特に等号が成り立つときを X はマルチンゲールであるという.
X が確率 1で連続であるとき X を連続 (劣,優)マルチンゲールと呼ぶ.

tXt : t ě 0uがマルチンゲールであるとき X2
t は劣マルチンゲールであることが知られており,特にFt が

通常の条件を満たし,かつ P
“

X2
t
‰

ă 8ならば Doob-Meyer分解可能である.

定義 A.4. 確率変数 S : Ω Ñ r0,8sが停止時刻であるとは

任意の t ě 0に対して tS ď tu P Ft

となるときをいう.
また確率過程 tXt : t ě 0uが局所マルチンゲールであるとは
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• 任意の t ě 0に対して Xt はFt -可測

• ある非減少な停止時刻の列 tSn : n ě 1uで PpSn Ñ 8q “ 1となるものが存在して tXt^Sn : t ě 0u

が各 n ě 1に対してマルチンゲール

となるときをいう.

定理 A.2. (Burkholder-Davis-Gundyの不等式 [52,第 3章,定理 3.28])
M “ tMtpωq : t ě 0uを連続局所マルチンゲールでM0pωq “ 0 P-a.s.であるとする.

M˚
t “ sup

0ďsďt
|Mt |

と定義したとき,任意の m ą 0に対して定数 cm,Cm ą 0が存在して

cmP rxMym
T s ď P

”

pM˚
T q

2m
ı

ď CmP rxMym
T s

が任意の停止時刻 T に対して成り立つ.

注意 A.1. 定数 cm, Cm はマルチンゲールMには依存せず m ą 0にのみ依存する.

A.3 熱核に関する式

ここでは確率熱方程式に関する内容で用いる 1次元の熱核に関する公式を挙げておく. 各自検証すると
よい.

x,y P R, t ą 0に対して

ρtpx ´ yq “ ρtpx,yq “
1

?
2πt

exp
ˆ

´
py ´ xq2

2t

˙

とおく. このとき 0 ď s ď t, x,y P Rに対して以下のことが成り立つ.

ρtpxq2 “
1

2
?

πt
ρ t

2
pxq, (A.1)

ρtpx,wqρtpy,wq “ ρ2tpx,yqρ t
2

ˆ

x ` y
2

,w
˙

, (A.2)
ż

R
ρspx,yqρtpy,zqdy “ ρt`spx,zq, (A.3)

ż t

s

ż

R
ρu´spx,yq2dydu “

?
t ´ s
?

π
. (A.4)

また k ě 1, 0 ď s ă t に対して

Λkps, tq “ ttk P r0,8qk : s ď t1 ă ¨¨ ¨ ă tk ă tu.

と定義する. ただし x “ px1, ¨ ¨ ¨ ,xkq P Rk, t “ pt1, ¨ ¨ ¨ , tkq P r0,8qk とする. さらに k ě 1, t P Λps, tq, x,y P R,
x P Rk に対して

ρkpt,x|s,x; t,yq “ ρt1´spx,x1q

k´1
ź

i“1

`

ρti`1´tipxi,xi`1q
˘

ρt´tk py,xkq

ρkpt,x|s,xq “

ż

R
ρkpt,x|s,x; t,yqdy “ ρt1´spx,x1q

k´1
ź

i“1

`

ρti`1´tipxi,xi`1q
˘
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と定義したとき以下が成り立つ.

ż

Rk
ρpt,x|s,x; t,yq2dx “

1

2k`1π
k`1

2
ρ t´s

2
px,yq

k
ź

i“0

1
?

ti`1 ´ ti
, (A.5)

ż

Λkps,tq

ż

Rk
ρpt,x|s,x; t,yq2dxdt “

pt ´ sq
k´1

2

2k`1Γ
` k`1

2

˘ρ t´s
2

px,yq, (A.6)

ż

Rk
ρkpt,x|s,xq2dx “

1
2kπk{2

n
ź

i“0

1
?

ti`1 ´ ti
(A.7)

ż

Λkps,tq

ż

Rk
ρkpt,x|s,xq2dxdt “

pt ´ sq
k
2

2kΓ
` k`2

2

˘ , (A.8)

A.4 Garsia-Rodemich-Rumseyの補題

ここでは連続関数の連続率の評価を得るのに非常に有用な不等式を与えておく.

補題 A.2. (Garsia-Rodemich-Rumsey の補題 [73, Exercise 2.4.1][67, Lemma A 3.1]) ϕ :Ñ r0,8q, Ψ :
r0,8q Ñ r0,8qは狭義単調増加な連続関数で

ϕp0q “ Ψp0q “ 0, lim
tÑ8

Ψptq “ 8

を満たすとする. 連続関数 f : Rd Ñ R, x P Rd , r ą 0に対して

Γ f ,x,r :“
ż

Brpxq

ż

Brpxq

Ψ
ˆ

| f ptq ´ f psq|

ϕp|t ´ s|q

˙

dsdt ă 8

が成り立ったとする. ただし Brpxqは xを中心とする半径 rの開球である. そのとき任意の s, t P Brpxq

に対して

| f ptq ´ f psq| ď 8
ż 2|t´s|

0
Ψ´1

ˆ

4d`1Γ f ,x,r

λdu2d

˙

ϕpduq

が成り立つ. ただし λd は d にのみ依存する定数である.

これを特に Ψpxq “ |x|p, ϕpuq “ uq (p ě 1, q ą 0, pq ą 2d)に適用すると

Γ f ,x,r “

ż

Brpxq

ż

Brpxq

ˆ

| f puq ´ f pvq|

|u ´ v|q

˙p

dsdt

となり,これが有限のとき, s, t P Brpxqに対して

| f ptq ´ f psq| ď
2

2
p `q`3Γ

1
p
f ,x,r

λ
1
p

d

´

q ´ 2d
p

¯

|t ´ s|
q´ 2d

p

が成り立つのである.
R-値の連続な確率過程 tXptq : t P Rduが与えられたとき, α ě 1に対して

E

«

sup
t,sPBrpxq

|Xt ´ Xs|
α

ff

ď E
„

Γ
α
p
f ,x,r

ȷ

Cd,α,p,q|t ´ s|
α
´

q´ 2d
p

¯

となるが,右辺は結局 |Xu ´ Xv|のモーメントの評価を与えれば評価することができるのである.
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特に

E

«

sup
tPBrpxq

|Xt |
α

ff

ď E r|Xx|α s ` E

«

sup
tPBrpxq

|Xt ´ Xs|
α

ff

が成り立つことからも重要である.

81



参考文献

[1] Elie Aidekon and Zhan Shi. The Seneta-Heyde scaling for the branching random walk. Ann. Probab.,
Vol. 42, No. 3, pp. 959–993, 2014.

[2] Tom. Alberts and Jeremy. Clark. Nested critical points for a directed polymer on a disordered diamond
lattice. 2016.
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3. Ann. Inst. Henri Poincaré Probab. Stat., Vol. 47, No. 1, pp. 259–293, 2011.

[23] Erwin Bolthausen. A note on the diffusion of directed polymers in a random environment. Comm. Math.

Phys., Vol. 123, No. 4, pp. 529–534, 1989.
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Burkholder-Davis-Gundyの不等式 (Burkholder-Davis-

Gundy inequality), 78

∆an “ an ´ an´1, 34
∆d , 14
dGpx,yq, 4
Dpnq

k ptq, 53

en,xpβ ,ηq, 8

FW
i , 72

Garsia-Rodemich-Rumseyの補題 (Garsia-Rodemich-
Rumsey’s lemma), 79

Gn, 8

j Ø x, 53

ℓrxs, 4
Λkps, tq, 46
Lindberg-Fellerの定理 (Lindberg-Feller Theorem),

76

µβ
n , 6

Nx, 14

pΩW ,FW ,Qq, 42

P , 44
pnpx,yq, 5
ψpβ q, 12
ψpβ ,xq, 14

Q, 42
Qn, 15

ρtpxq, 48
ρkps,y,s,y; t,xq, 48
ρtpx,yq, 48

S , 44
pS,BpSq,µq, 42

θm,y, 7

Wiener chaos展開 (Wiener chaos expansion), 47
Wnpβ ,ηq, 8

Wn,xpβ ,ηq, 9

ζnpβ ,η ,Xq, 8
Znpβ ,ηq, 6
Zn,xpβ ,ηq, 6
Zβ ps,x; t,yq, 49
Zt , 67
Zβ pt,xq, 49
Zt,x, 67

イェンセンの不等式 (Jensen’s inequlality), 76
確率積分 (stochastic integral)

L2 関数の–, 45
単過程の–, 44
単関数の–, 43

確率熱方程式 (stochastic heat equation), 21
局在化 (localization), 33
逆温度 (inverse temperature), 6
グラフ距離 (graph distance), 4
時空間parabolic Anderson模型 (time-space parabolic

Anderson model), 18
自由エネルギー (free energy), 12

正規化–(normalized–), 13
自由次元集中不等式 (dimension free concentration

inequality), 66
条件付期待値 (conditional expectation), 76
スケーリング等式 (scaling relation), 40
正則 (harmonic), 10
相 (phase)

媒質による摂動の強い–(strong disorder–), 10
媒質による摂動の非常に強い–(very strong disorder–

), 13
媒質による摂動の弱い–(weak disorder–), 10

多重確率積分 (multiple stochastic integral), 46
単過程 (simple process), 44
チェビシェフの不等式 (Chebyshev’s inequality), 76
停止時刻 (stopping time), 77
パラボリックアンダーソン模型 (parabolic Ander-

son model), 6
フィルトレーション (filtration), 43, 77
ブラウン媒質中のディレクティドポリマー (di-

rected polymers in Brownian environment),
19

分配関数 (partition function), 6
正規化–(normalized–), 8
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閉路 (closed path), 4
ホワイトノイズ (white noise), 42
ポアッソン媒質中のディレクティドブラウン運動

(directed Brownian motions in Poissonian
environment), 20

マルコフの不等式 (Markov’s inequality), 76
マルチンゲール (martingale)

局所–(local–), 77
優–(super-), 77
劣–(sub-), 77

揺らぎ指数 (critical exponent for fluctuation of )
自由エネルギーの (free energy), 40
ポリマーの (polymer), 40

レプリカオーバーラップ (replica overlap), 33
連結 (connected), 4
連続率 (modulus of continuity), 79
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