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前書き

数学のそこかしこで数理物理（場の理論）の話を聞くようになってかなりになりま

す. 共型場の理論はその中心の一つであるわけですが，数年前の（多くの）数学者は

五里霧中という状態から少し変わってきて，ようやくそれが何か（普通の数学者に

も）見えかけてきた，という状態になったように思います. といっても，例えば私は

耳学問で少しずつ感じがつかめてきたという状態からなかなか進歩せず，それより立

ち入ろうと思うとしんどい専門の論文を読むことになりサボルという状態が続いてい

ます. とくに幾何学的な見方での共型場の理論へのアプローチは（例えば表現論から

のものに比べて）知る人ぞ知るという部分が多いように思います. 一方で場の理論自

身は浸透してきていますし，数学的に明快になってきつつあるように見えます.

このあたりで幾何学的な見方の方も数学的にしっかりと同時に専門家以外の人にも

分かるように纏めてもらえるの段階になっているのではないかと考えていました. ま

とまった考究録をだす良き伝統をもつ Surveys in Geometry はこのために最適では

ないかと思っておりましたところ，名古屋大学の内藤さんも同じ考えであることが分

かり，今まで Surveys in Geometry を組織してこられた落合先生にも御賛成頂き，重

点領域研究 “無限可積分系”の援助でこのシンポジウムと予稿集出版が実現しました.

シンポジウムの柱として，この方面の先駆者である土屋先生に連続講演をして

いただき，またその予稿を内藤さんを中心に作って頂きました. 共型場の理論の

幾何学的研究をしている新進の数学者である今野・牛腸両氏にも講演・執筆両面

で御協力頂き，場の理論での最近注目されている話題の一つであるカラビ・ヤウ

多様体のミラーシンメトリについて３次元代数多様体の専門家である小林正典氏

に解説していただきました. また，“数学方言”にも堪能な江口先生にも御講演頂

けることになっております. これら忙しい中御協力頂いた方々に感謝すると共に

この予稿集が共型場の理論の幾何学の理解の浸透に役立つことを願っております.

深谷賢治
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Riemann 面上の共形場理論

1. Riemann 面上での Current Conformal Blocks.

2. 点つき安定曲線の moduli 族上での局所化

– Current Conformal Blocks の層.

3. Current Conformal Blocks の有限性.

4. Energy moment tensor と moduli 族上のねじれつき.

１階微分作用素の層と Current Conformal Blocks 上への作用.

5. Current Conformal Blocks の層の局所自明性と

moduli 族の境界での因子化.

付録. Afiine Lie Algebra の可積分表現と Virasoro 代数.
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前書き

この Note は土屋氏が名古屋大学理学部において Surveys in Geometry のために

行った連続講義を記録したものを元にしています. 実際, 土屋氏御自身が作成された

note と, 私（内藤）が記録した note を元にしていますが, 実際の講義をそのまま再

現することは不可能でした. したがって, この note 中に間違いがあればそれは全て

私の責任に帰されることをここに書き留めておきます.

本講義録をまとめるにあたり, 名古屋大学の浪川幸彦氏, 松尾厚氏, 林孝宏氏からは

多くの助言, 励ましをいただきましたことを感謝致します. また, 大阪大学の永友清

和氏からは, 永友氏御自身がまとめておられる土屋氏の講義録の原稿を快く拝見させ

ていただきましたことを感謝致します.

最後に, この note は, 本来目次にある通り, Riemann 面の moduli space と current

conformal block の空間を調べることを目的としていました. 今回の Surveys in Ge-

ometry の土屋氏の講義ではこれらのことが述べられると思います. しかしながら予

稿集作成の都合上, 多くの部分の note は後になって作成することになってしまいま

したことをお詫びいたします.

内藤 久資
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1. WZW 模型.

このNoteの目的は, WZW (Wess-Zumino-Witten)-Model 共形場理論を Riemann

面上に展開することである. 特に, その幾何学的側面を引きだしたい.

幾何学的側面とは, Moduli 空間の理論であり, それは, 次の２つに分けられる.

(1) Riemann 面の Moduli 空間.

(2) Riemann 面 R を決めた時, R 上の G-principal bundle の Moduli 空間.

以下のような記号を使おう.

• R: compact connected Riemann surface.

• G: C 上の simple algebraic group, connected, simply connected.

• g: G の Lie algebra.

• T (g): g の tensor algebra.

• U(g): g の展開環.

• P : R 上の G-principal bundle.

Simple Lie algebra g の三角分解 を g = n+ ⊕ h ⊕ n− としたとき, g の有限次元既

約表現 V (λ) は highest weight λ ∈ P+ で特徴づけられる (parametrize される). こ

こで, P+ ⊂ h∗ は dominant integral weight の集合で, P+ =
∑l
j=1 Z≥0Λj (Λi は

fundamental weights) と書ける highest weight vector とし, v(λ) を固定する.

1.1. 場の作用素.

さて, WZW-Model には, 理論の parameter k ∈ Z≥1 と, ３種類の基本的な場の作

用素が存在する. 以下では, z ∈ R を Riemann 面 R 上の local coordinate とする.
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(1) Non-abelian current.

R 上の operator valued 1-form

X(z)dz.

(2) Energy-momentum tensor.

R 上の operator valued 2-form

T (z)(dz)2.

(実際には, 2-formの変換性とは少しずれた変換性を持つ. それが共形異常 (con-

formal anomaly) と言われる現象).

(3) Chiral vertex operator.

λ ∈ P+ に対して定まる R 上の ∆λ-form

Φλ(z)(dz)
∆λ .

ここで, ∆λ =
(λ, λ+ 2ρ)

2(k + h∨)
∈ Q≥0, h∨ は dual Coxeter number, 2ρ は正ルート

の和である. これは, 一般には多価解析的である.

これら (1), (2) の operator valued form が (3) に対して果たす役目は, 簡単に言って

しまうと次のようなことである.

• X(z)dz ←→ G-principal bundle の infinitesimal deformation を記述.

• T (z)(dz)2 ←→ Riemann 面 R の infinitesimal deformation を記述.

1.2. 真空期待値.

理論を Riemann 面上に展開するために, 最初から場の作用素を考えるのは困難なの

で, 場の作用素たちの真空期待値が与えられると考える. R を Riemann 面, P −→ R
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を R 上の G-principal bundle とした時, R 上での真空期待値たち

０点関数 〈1〉R,P ∈ C,

１点関数 〈X(z)〉R,Pdz,

〈T (z)〉R,Pdz
2,

〈Φλ(z)〉R,Pdz
∆λ,

２点関数 〈X1(z1)X2(z2)〉dz1dz2,

〈X(z1)T (z2)〉dz1dz22 ,

...,

〈Φλ1(z1)Φλ2(z2)〉dz
∆λ1
1 dz

∆λ2
2 ,

...,

Ｎ点関数
...,

が全て与えられたと考える. ここに, Ｎ点関数は (z1, · · · , zN ) ∈ RN についての正則

微分形式で, 次の条件をみたしているとする.

1) Ｎ点関数は za = zb でのみ特異点を持つ.

2) Φλ(z)(dz)
∆λ は多価になりうる.

3) Ｎ点関数は X(z), T (z) については 〈·〉 の中での場所に寄らない.

Example.

〈X1(z1)X2(z2)〉dz1dz2 = 〈X2(z2)X1(z1)〉dz1dz2.

注意. non-ablian current については, 正確には X(z)dz は g∗P の section である.

1.3. 作用素展開.

理論の構造はＮ点関数の za = zb での特異点の singularity を表現することで記述さ

れる.
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Example.

〈X(z)Y (w)〉 ∼
k(X,Y )

(z − w)2
〈1〉+

1

(z − w)
〈[X, Y ](w)〉

near z = w.

(1) X, Y ∈ g の時,

X(z)Y (w) ∼
k(X, Y )

(z − w)2
id+

1

(z − w)
[X,Y ](w).

(2)

T (z)T (w) ∼
cv

2(z − w)4
id+

2

(z − w)2
T (w) +

1

(z − w)
∂ωT (w).

ここに, cv =
k · dim g

k + h∨
: 共形異常.

(3)

T (z)X(w) ∼
1

(z − w)2
X(w) +

1

(z − w)
∂ωX(w).

(4) X(z)Φλ(w) は z = w で z について高々 order 1 の pole, かつ

Res
z=w

X(z)Φλ(z)dz =



0, X ∈ n+

λ(X)Φλ(w), X ∈ h

が成り立つ.

(5)

T (z)Φλ(w) ∼
∆λ

(z − w)2
Φλ(w) +

1

(z − w)
∂ωΦλ(w).

1.4. 理論構成の目的.

各 (R,P ) について, その０点関数, １点関数, · · · を (R,P ) 及び z1, · · · , zN の関数

として求めることである. ここでは Affine-Lie 環の表現論を使って理論を構成する.

1.5. Deformation と Non-abelian current, Energy momen-

tum tensor.
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はじめに, Riemann 面の deformation と energy momentum tensor の関係を調べ

る. ここでは Riemann 面 R を一つ fix しておき, g を R の genus とする. さらに,

{Qi}Ni=1 を R 上の相異なる N -点とする. ここでは, P は自明な principal bundle と

する.

QQ 1 N

λλ 1 N

Fig 1.1

さて,この様な状況のもとで, (Q1, · · · , QN)を変数に持つ関数 (∆λ1 , · · · ,∆λN )-form

(1.1) 〈Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN )〉(dQ1)
∆λ1 · · · (dQN )∆

λN

が Riemann 面の deformation に対して, どのようになるかを観察しよう. (ここで,

Riemann 面 R を動かすことにより, (1.1) は (R;Q1, · · · , QN) の関数と考える).

Riemann 面 R 上に simple closed curve γ を一つとり, U を γ の近傍とする. す

ると, 座標 z : U −→ C, (ε < |z| < ε−1) が定まる. この座標に関して計算する. いま,

w := z−1 とすると, zw = 1 であるが, parameter τ に対して, zw = τ となるような

R の deformation を考える. (cf. fig 1.2).
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γ

Fig 1.2

この時, この deformation に関する, (1.1) の “微分”

τ
d

dτ
〈Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN)〉(dQ1)

∆λ1 · · · (dQN )∆
λN

がどのようなものになるかを観察すると,

(1.2)
τ
d

dτ
〈Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN)〉(dQ1)

∆λ1 · · · (dQN )∆
λN

=
∫
γ
dz z〈T (z)Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN)〉(dQ1)

∆λ1 · · · (dQN )∆
λN

となる. すなわち, (1.1) の “微分”が

(1.3) 〈T (z)Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN )〉(dQ1)
∆λ1 · · · (dQN)

∆λN

で与えられたと考えることができる.

さて, 前と同様に R 上に simple closed curve γ をとり, U を γ の近傍とする. こ

の時, U 上で定義された P の trivialization を g : U −→ G とする. 今, bundle を変

化させない時には, g = e であるのだが, それを

g(t) = etX , X ∈ g
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として, bundle を deform してみよう. この時, “変分” δγ :=
d

dt
で (1.1) がどのよう

に変化するかを観察すると,

(1.4)
δγ〈Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN )〉(dQ1)

∆λ1 · · · (dQN)
∆λN

=
∫
γ
dz〈X(z)Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN )〉(dQ1)

∆λ1 · · · (dQN)
∆λN

となる. すなわち, (1.1) の g(t) 方向への “微分”が

(1.5) 〈X(z)Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN )〉(dQ1)
∆λ1 · · · (dQN)

∆λN

で与えられたと考えることができる.

今まで見てきたように, non-abelian current X(z)dz, energy momentun tensor

T (z)(dz)2 は (1.1) に対して, Riemann 面, bundle の deformation に対する “微分”

を決めていることがわかった. すなわち, (1.1) のある点 (R;Q1, · · · , QN ;P ) での値

に対して,

(1.6)

〈X(z1) · · ·X(zn)T (zn+1) · · ·T (zn+m)Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN )〉(dQ1)
∆λ1 · · · (dQN)

∆λN

は, 一斉に “微係数”を決めている.

逆に,このような “微係数”を決めた時,元の関数 (1.1)を求めることができるかとい

う問題を考えてみる. 一般には, その様なことはできないのだが, X(z)dz, T (z)(dz)2

が決めている “微分方程式”の系が “いい”性質を持っていれば, それら (無限個の)微

係数たちが作る空間が (例えば) 有限次元になるといったことがわかる. (すなわち,

微分方程式系が holonomic system になっている). したがって, この問題を考えるに

際して, 場の作用素たちがこのような “いい”性質を持つという要請を置くことにす

る. (このような要請を置いて理論を構築すると, 実際意味のあるものになることを見

るのである).

以下では, このようないい性質を持つ system の簡単な例を見ることにしよう.
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1.6. Toy Model (Borel-Weil Theory).

ここでは, G = SL(2,C) とし,

B =




 a c

0 a−1


 : a ∈ C×, c ∈ C


 , N− =




 1 0

x 1


 : x ∈ C




とする. いま, m ∈ Z を fix して, B の character e(m) : B −→ C× を


 a c

0 a−1


 �→ am

で定義する. この時, X = G/B 上の bundle

L(m) := G×
Bem

C

u

X = G/B

とすると, L(m) の cross-section と Φ: G −→ C, (Φ(g


 a c

0 a−1


)) = amΦ(g) が

1:1 に対応している.

一方, X = G/B は P1 に双正則同値で, P1 = X = U0 ∪ U∞,

U0 =




 1 0

x 1




B/B ∼= C

x ∈ C↔ x

U∞ =




 y −1

1 0




B/B ∼= C

y ∈ C↔ y

U0 ∩ U∞ = {x = y−1}

と対応している. さらに, B の同値類 [B] ∈ G/B を O と書くことにしよう. この

とき, U0 � O = {x = 0}, U∞ �� O であって, L(m)|U0, L(m)|U∞ はそれぞれ, U0,

U∞ 上 trivialize される. この時, L(m)|U0
∼= U0×C の cross-section と holomorphic
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function ϕ0 : U0 −→ C は 1:1 に対応している. 同様に, L(m)|U∞
∼= U∞ × C の

cross-section と holomorphic function ϕ∞ : U∞ −→ C が 1:1 に対応していることが

わかる. ここで, U0, U∞ をそれぞれ, P1 の 0, ∞ の近傍と同一視した.

ここで, bundle L(m) の global holomorphic section の次元を計算したいのだが,

U0 ∩ U∞ すなわち, x �= 0, y �= 0 では,

ϕ∞(y) = ϕ0(y
−1)ym

が成り立っている. したがって, m ≤ 0 と仮定すると, L(m) の holomorphic global

section の空間は

ϕ0(x) = x0, x1, · · · , xm

で生成され, (m+ 1)-次元となることがわかる.

さて, このようなことを表現論的な立場で見直してみよう. いま, X ∈ g に対して,

X 方向への Lie 微分を LX と書くことにする. 定義は, (LXΦ)(p) =
d
dtΦ(e

−tXp)|t=0

である. すると, L(m) の cross-section に対して, Lie 微分は以下のような operator

となることがわかる.

E =


 0 1

0 0


 , LE = x2

d

dx
−mx

H =


 1 0

0 −1


 , LH = 2x

d

dx
−m

F =


 0 0

1 0


 , LF =

d

dx

そこで, 次のようなことを考えてみよう. Bundle L(m)|U0 の section ϕ := ϕ0 ∈

Γ(U0,L(m)) に対して,

Dϕ(0) := (ϕ(0), dϕ(0), d2ϕ(0), · · · )
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と置く. この時,

ϕ(0) ∈ C

dϕ(0) ∈ g∗ (ϕ(X)(0) = (dϕ)(X)(0))

d2ϕ(0) ∈ g∗ ⊗ g∗ (d2ϕ(0)(X, Y ) = (LXLY ϕ)(0))

であるので, Dϕ(0) ∈ (T (g))∗ となる.

さて, ここで得られた Dϕ(0) が完全積分可能性, すなわち

LXLY − LY LX = L[X,Y ] for all X, Y ∈ g

をみたすことを要請する. これは, Dϕ(0) ∈ (U(g))∗ となることを意味している.

さらに, Lie 微分の関係式により, Dϕ(0) は

M(−m) := (U(g)/(U(g)E + U(g)(H −m))) : Verma module

の dual に入ることが必要である. ここで, Verma module M(−m) については, 以下

のことが知られている.

Fact 1.1. もし, m ∈ Z が m ≥ 1 をみたせば, M(−m) は既約な g-module. m ≤ 0

ならば, M(−m) には maximal proper g-submodule J が存在して, M(−m)/J は

(m+ 1)-次元既約 g-module となる.

したがって, m ≤ 0 とすると, Dϕ(0) ∈ (M(−m)/J)∗ となる ϕ だけを考えれば, そ

の様な ϕ は L(m) 全体で定義された holomorphic section となる.
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2. Current Conformal Blocks.

この章では、G-principal bundleが自明な場合に話を限って 1.2–1.3節でのべたよう

な性質を持つＮ点関数を別のかたちでとらえなおすことを説明する。それが、current

conformal blocks の空間である。ここでは (R,Q1, · · · , QN) および 点 Qa における

local coordinate za を za(Qa) = 0 として固定する.

さて, R 上に次のようなＮ点関数が与えられているとする.

〈X1(z1) · · ·Xm(zm)Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN )〉dz1 · · · dzm(dQ1)
∆λ1 · · · (dQN )∆λN .

ただし、Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN ) を固定して, (z1, · · · , zm) ∈ Rm についての form と

考える. これを current のm点関数とよび、その全体を象徴的に Φ = (Φ0,Φ1 · · · ) と

表すことにしよう。このとき Φ は HomC(M(λ1)⊗ · · · ⊗M(λN),C) の元 〈Φ | を定

める。

まずは 〈Φ | ∈ HomC(T (ĝ)
⊗N ,C) を次のようにして決めよう。

1) | 1 〉 = 1⊗ · · · ⊗ 1 ∈ T (ĝ)⊗N に対しては

〈Φ | 1 〉 = 〈Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN )〉.

2) |X(m)a 〉 = 1⊗ · · · ⊗X(m)⊗ · · · ⊗ 1 ∈ T (ĝ)⊗N (a 番目) に対しては

〈Φ |X(m)a 〉 =
1

2π
√
−1

∫
γa
zma 〈X(za)Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN )〉.

ここに, γa は Qa をまわる loop である.

3) |X1(m1)
aX2(m2)

a 〉 = 1⊗ · · · ⊗X1(m1)X2(m2)⊗ · · · ⊗ 1 (a 番目) に対しては

〈Φ |X1(m1)
aX2(m2)

a 〉

=
1

2π
√
−1

∫∫
dz1a dz

2
a(z

1
a)
m1(z2a)

m2〈X1(z
1
a)X2(z

2
a)Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN)〉.
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ここに積分は

Fig 2.1

である.

4) a �= b のとき, |X(m)aY (n)b 〉 = 1⊗ · · · ⊗X(m)⊗ · · · ⊗ Y (n)⊗ · · · ⊗ 1 (それ

ぞれ a 番目と b 番目) に対しては

〈Φ |X(m)aY (n)b 〉

=
1

2π
√
−1

∫∫
dza dzb(za)

m(zb)
n〈X(za)Y (zb)Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN )〉.

ここに積分は

Fig 2.2

である.

以下同様であって、1.2–1.3 で述べたＮ点関数の性質により、〈Φ | はただ一つ定まる。
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ただし、積分路を取る取り方は

(a)

X1(m1)
a · · · Xp(mp)

a

� � �

z1a · · · zpa

右側を内側に, |z1a| > · · · > |zpa| > 0.

(b) Qa と Qb, a �= b のまわりの積分路は disjoint に取る.

こうして current m点関数全体 Φ = (Φ0,Φ1, · · · ) に対して 〈Φ | ∈ HomC(M(λ1)⊗

· · · ⊗ M(λN),C) が定まった. ところで, Φ = (Φ0,Φ1, · · · ) について, 〈Φ | は各

Φm = 〈X1(z1) · · ·Xm(zm)Φλ1(Q1) · · ·ΦλN (QN)〉 と z1, · · · , zm をそれぞれ {Qa} た

ちで展開したとして, ĝ−(X) ⊂ ĝ(X) と考える. すると Total residue = 0 により,

ĝ−(X)は ĝ(X)の subalgebraになる. 一方 Φ = (Φ0,Φ1, · · · ), f ∈ H0(R,O(∗
∑
Qa)),

X ∈ g, u ∈ H(5λ) について

N∑
a=1

〈Φ | f(za)X
a(za) |u 〉 dza ∈

N∑
a=1

C((za))dza.

これは, 〈Φ |X[f ] |u 〉 dz なる R 上の meromorphic 1-form で, その pole は高々

(Q1, · · · , QN)にあるものを定義している. これにより,任意の f ∈ H0(R,O(∗
∑
Qa))

に対して,

N∑
a=1

∫
γa
〈Φ | f(za)X

a(za) |u 〉 dza = 0.

ここで, 積分路 γa は Qa をまわる互いに disjoint な loopである. また, Xa(za) =

∑
X(n)az−n−1a dza である. これは,

∑N
a=1〈Φ |X

a[f(za)] |u 〉 = 0 を意味する. すな

わち,

〈Φ | ∈ HomC(M(λ1)⊗ · · · ⊗M(λN )/ĝ−(X)(M(λ1)⊗ · · · ⊗M(λN )),C)
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に属する. ここで,

H(5λ) := H(λ1)⊗ · · · ⊗ H(λN ),

H′(5λ) := ĝ−(X)H(5λ)

とおいた.

Problem 2.1. 〈Φ | ∈ HomC(M(λ1) ⊗ · · · ⊗M(λN ),C) は ĝ−(X)(M(λ1) ⊗ · · · ⊗

M(λN )) 上で消えていると, この 〈Φ | は Φ = (Φ0,Φ1, · · · ) から来ているだろうか？

その前に一つ仮定をおこう. λa ∈ P̂+(k) として, H(λ1)⊗ · · · ⊗H(λN ) は M(λ1)⊗

· · · ⊗M(λN ) の quotient ĝ(X)-module である.

Assumption 2.2. 〈Φ | は HomC(H(λ1)⊗· · ·⊗H(λN),C) ⊂ HomC(M(λ1)⊗ · · ·⊗

M(λN ),C) に属する.

これにより,

〈Φ | ∈ HomC(H(5λ)/H′(5λ),C)

となる.

Theorem 2.3.

〈Φ | ∈ HomC(H(5λ)/H′(5λ),C)

に対し, unique に current の m 点関数の系 Φ = (Φ0,Φ1, · · · ) on (R,Q1, · · · , QN)

が存在して, 〈Φ | はこの Φ に対応している.

このことを見るためには, 次の stability と呼ばれる現象について述べよう.

N 点つきの Riemann 面 X = (R,Q1, · · · , QN , z1, · · · , zN ) に対して X̃ =

(R,Q1, · · · , QN , QN+1, z1, · · · , zN , zN+1) ともう一点 QN+1 を付け加え, zN+1 なる

local coordinateを勝手に固定しよう. 5λ = (λ1, · · · , λN )について, λN+1 = 0 ∈ P̂+(k)

として 5̃
λ = (λ1, · · · , λN , λN+1) を考える. この時,

j : H(λ1)⊗ · · · ⊗ H(λN ) ↪→H(λ1)⊗ · · · ⊗ H(λN )⊗H(λN+1), u �→ u⊗ uλN+1 ,

〈 Φ̃ | ∈ HomC(H(
5̃
λ)/ĝ−(X̃)H

′(
5̃
λ),C)
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について, j(〈 Φ̃ | ) = 〈Φ | ∈ HomC(H(λ),C) は ĝ−(X)H(5λ) を消すことがわかる.

j∗ : HomC(H(
5̃
λ)/H′(5̃λ),C) −→ HomC(H(5λ)/H′(5λ),C)

が well-defined.

Proposition 2.4. (Stability). 上の map j∗ は C-vector space の同型を与える.

いま, 〈Φ | ∈ HomC(H(5λ)/H′(5λ),C), X ∈ g に対して, u ∈ H(5λ) を固定すると,

N∑
a=1

〈Φ | ρa(X)(n)z−n−1a |u 〉 dza ∈
N∑
a=1

C((za))dza

は

〈Φ |X(z) |u 〉 dz ∈ H0(R,Ω1(∗
∑

Qa))

を define する. (ĝ の H(5λ) の a 成分への作用を ρa で表している).

一方, j∗〈 Φ̃ | = 〈Φ | として, 各点 (QN+1, zN+1), 〈 Φ̃ | ∈ HomC(H(
5̃
λ)/H′(5̃λ),C),

各 u ∈ H(
5̃
λ), X ∈ g, 〈 Φ̃ |u⊗X(−1) |uλN+1 〉 を (QN+1, zN+1) の関数と考える.

Proposition 2.5. z = QN+1 の関数として,

〈Φ |X(z) |u 〉 = 〈 Φ̃ |u⊗X(−1) |uλN+1 〉 .

すなわち, (QN+1, zN+1)についてQN+1の local coordinate zを z−z(QN+1) = ξN+1

ととると, 上の両辺は一致する.

Current conformal blocksの定義を Riemann 面 R として特異点を持つ場合に拡張

しておくことは, 後の議論のために重要である. 特異点として, 高々通常２重点を持

つ場合のみを考えよう. R を通常２重点を持つものを考える. P1, · · · , Pk ∈ R を特異

点とする. π : R̃ −→ R を R の正規化とする. この時, π−1(Pj) = {P ′j , P
′
j} と２点か

らなり, Pj 以外では π は同型.
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Fig 2.3

Q1, · · · , QN ∈ R を相異なる R の点として, R の各既約成分 Rj 上には少なくとも

一つの Qa が載っていると仮定する. X = (R,Q1, · · · , QN , z1, · · · , zN ) を考える.

ĝ(X) =
N∑
a=1

g⊗ C((za))⊕ CK

ĝ−(X) = g⊗H
0(R,O(∗

∑
Qa))

とおき, 5λ = (λ1, · · · , λN ) ∈ P̂+(k) について

V†(5λ,X) = HomC(H(5λ)/H′(5λ),C)

とおく.

いま, R̃ を考え, P ′a, P
′′
a にも local coordinate z′a, z

′′
a をおき,

X̃ = (R̃, Q1, · · · , QN , P
′
1, P

′′
1 , · · · , P

′
k, P

′′
k , z

′
1, · · · , z

′′
k)

を考えよう. P ′j には µ′j ∈ P̂+(k), P
′′
j には µ′′j = µ′j

† ∈ P̂+(k) をおく. ここに,

µ† = −w0(µ), w0 は g の Weyl 群の最長表示の元.

Proposition 2.6. 次の自然な同型写像が作れる.

V†(5λ,X) =
∑

(µ′1,··· ,µ
′
k)

V†(5λ, 5µ′, 5µ′′,X).
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この時, 〈Φ | ∈ V†(5λ,X) について current の m 点関数の系 Φ = (Φ0,Φ1, · · · ) が対

応する. が R 上の 1-form X(z)dz は R 上の双対化層 ωR の section と考えるのが自

然である. R の非特異点の近くでは ωR と正則 1-form の層 Ω1
R は同じものである.
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3. Current Conformal Block の有限次元性の証明.

H(Λ) を ĝ の highest weight を持つ intergral 表現とする. (Appendix 1). ここで,

Λ ∈ P̂+ ⊂ ĝ. この時, l = rank ĝ とすると, g の coroot h1, · · · , hl ∈ ĥ, h0 = K − hθ

を使って,

P̂+ =
l∑

j=0

Z≥0Λj, hθ =
l∑

j=1

a∨j hj

と書ける. ここで, Λj(hi) = δij , (i, j = 0, 1, · · · , l), aj ≥ 1.

以下, X = (R;Q1, · · · , QN ) を fix して考える. 5λ = (λ1, · · · , λN ), S0 =

(Q1, · · · , QN) とおき,

ĝ(X) :=
N∑
a=1

g⊗ C((za))⊕ CK

とする. (Applendix 1). さらに, H(5λ) := H(λ1)⊗ · · · ⊗H(λN ) とおく. ρ を ĝ(X) の

H(5λ)ヘの作用とする. この作用は, ĝ(X)の第 a番めの要素はH(5λ)の第 a番めに作用

し, CK へは, k · idで作用するとする. この時, ĝ(X)はM(5λ) =M(λ1)⊗· · ·⊗M(λN)

へも作用している. この時,

ĝ−(X) = g⊗H
0(R,O(∗S0)) ⊂ ĝ(X) subalgebra

X ⊗ f �→ (
N∑
a=1

X ⊗ f(za)) + 0 ·K

である.

さて, current conformal block 〈Φ | = (Φ0,Φ1, · · · ) は

〈Φ | ∈ HomC(M(5λ)/ĝ−(M(5λ)),C)

であった. いま, 次の図式が成り立っている.

M(5λ) w H(5λ)

ĝ−(X)M(5λ) w

u

⊂

ĝ−(X)H(5λ)

u

⊂
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〈Φ | ∈ HomC(M(5λ)/ĝ−(X)M(5λ),C) w

⊂ HomC(M(5λ),C)

HomC(H(5λ)/ĝ−(X)H(5λ),C)

u

⊂

w

⊂ HomC(H(5λ),C)

u

⊂

したがって, 以下では,

〈Φ | ∈ HomC(H(5λ)/ĝ−(X)H(5λ),C)

を Ansatz とする.

Theorem 3.1.

dimHomC
(
H(5λ)/ĝ−(X)H(5λ),C

)
<∞

over C.

Proof. この定理を示すためには,

(3.1) dim
(
H(5λ)/ĝ−(X)H(5λ)

)
<∞

を示せば良い.

はじめに, それぞれの algebra がどのくらいの “大きさ”があるかを簡単に見てお

こう. S∗(·) を · 上の多項式環とする. この時,

M(λ) = U(ĝ)/U(ĝ)n̂+ +
∑
H∈h

U(ĝ)(H − λ(H))

∼= U(ĝ−) ∼ S∗(ĝ−),

ĝ− = g⊗ C[z−1]z−1 ⊕ n−

である. さらに, M(λ)� H(λ) は, だいたい, fλ(hi)+1 で割っている. したがって,

H(λ) ∼ S∗(h⊗ C[z−1]z−1)
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位の大きさ. これは, 無限次元であって, でっかい！したがって, ĝ−(X) で割る操作が,

問題となる.

g⊗H0(R,O(∗S0)) = ĝ−(X) ⊂
N∑
a=1

g⊗ C((za))⊕ CK

であるので, H0(R,O(∗S0)) ⊂ C((za)) がどのくらいあるかということが問題となる.

実際,

f ∈ H0(R,O(∗S0))

について, 点 (Q1, · · · , QN ) での singularity part
∑N
a=1 f(za) ∈

∑N
a=1C[z

−1
a ]z−1a を

対応させると, f は up to constant でこの singularity part で unique に決まり,

∑N
a=1C[z

−1
a ]z−1a の中での H0(R,O(∗S0)) の image の codimension は (g − 1) で

ある.

(3.1) を示すために, H(5λ), ĝ−(X) に filtration を入れる. はじめに, H(5λ) の filtra-

tion を以下のように入れる.

FmH(λ) := span
{
X1(−n1) · · ·Xp(−np)vλ :

∑
nl ≤ m

}
,

ここで, vλ は H(λ) の highest weight vector. すると,

F−1 ⊂ F0 ⊂ F1 ⊂ · · ·

F−1 = {0}, F0 = U(g)vλ, dimFm/Fm−1 <∞ となる.

さらに,

Fmĝ = g⊗ C[[z]]z
−m ⊕ CK

とおくと, (ただし, m ≥ 1 では CK を除く)

· · · ⊃ F1ĝ ⊃ F0ĝ ⊃ F−1ĝ ⊃ · · ·
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このとき, 次が成り立つ.

[Fmĝ, Fnĝ] ⊂ Fm+nĝ(3.2)

Fmĝ · FnH(λ) ⊂ Fm+nH(λ)(3.3)

さらに,

FmH(5λ) =
∑

m1+···+mN=m

Fm1H(λ1)⊗ · · · ⊗ FmNH(λN )

Fmĝ(X) =
∑

m1+···+mN=m

Fm1(g⊗ C((z1))⊕ CK)⊗ · · · ⊗ FmN (g⊗ C((z1))⊕ CK)

とおくと,

[Fmĝ(X), Fnĝ(X)] ⊂ Fm+nĝ(X)(3.4)

Fmĝ(X) · FnH(5λ) ⊂ Fm+nH(5λ)(3.5)

が成り立つ. そこで, Grm := Fm/Fm+1 を H(5λ), ĝ(X) についてとる. さらに, Gr• =∑
mGrm とおくと, Gr•H(5λ) は Gr• ĝ(X)-module となり, ĝ−(X) に ĝ(X) からの

induced filtration をいれると,

Gr• ĝ(X) ⊃ Gr• ĝ−(X) graded Lie subalgebra

さらに, H(5λ) ⊃ ĝ−(X)v(5λ) =: H′(5λ) に induced filtration を入れると,

(3.6) 0 ←− H(5λ)/H′(5λ) ←− H(5λ)←− H′(5λ) ←− 0

なので, H(5λ)/H′(5λ) には, quotient filtration が入る. よって, 次の完全系列を得る.

(3.7) 0 ←− Gr•
(
H(5λ)/H′(5λ)

)
←− Gr•H(5λ)←− Gr•H

′(5λ)←− 0.

したがって,

Gr•H(5λ) ⊃ [Gr• (ĝ−(X))]
(
Gr•H(5λ)

)
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となる. 以下,

[Gr•H(5λ)]′ := (Gr• ĝ−(X))Gr•H(5λ)

とおく.

Proposition 3.2.

Gr•H(5λ)/[Gr•H(5λ)]′ w Gr•
(
H(5λ)/H′(5λ)

)
w 0

surjective が成立する.

以後,

Gr•H(5λ)/[Gr•H(5λ)]′

の有限次元性を示す.

今, 次のようになっている.

N∑
a=1

C[z−1a ]z−Ma ⊂ Gr•H
0(R,O(∗S0)) ⊂

N∑
a=1

C[z−1a ]z−1a ⊕ C · 1, for M " 1.

したがって

L− := g⊗
N∑
a=1

C[z−1a ]z−1a ⊂ Gr• ĝ−(X) ⊂
N∑
a=1

g⊗ C[z−1a ] =: L ⊂ Gr• ĝ(X)

を考えよう.

H := Gr•H(5λ) = U(L) · v(5λ)

を U(L)-module と考える. ここで, v(5λ) = v(λ1) ⊗ · · · ⊗ v(λN ). さらに, H ′ :=

U(L−) · v(5λ) とおく. すると,

H/H ′ −→ Gr•H(5λ)/[Gr•H(5λ)]′ −→ 0

が成り立つ. 一方, L− ⊂ L: ideal であるので,

L̄ := L/L−
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は有限次元 Lie algebra であり,

H/H ′ : U(L̄)-module with 1-generator

である. そこで, 以後の目的は, 次のようになった.

目的 3.. U(L̄)-module H̄ := H/H ′ は C 上有限次元. H̄ は U(L̄)-module として,

1-generator.

今,

L̄ =
N∑
a=1

g⊗ C[z−1a ]/(z−Ma )

となっている.

以後, L̄ は有限次元 Lie algebra, H̄ = U(L̄)v という状況だけを利用する. そこで,

U(L̄) に filtration を入れる.

G−1U(L̄) ⊂ G0U(L̄) ⊂ G1U(L̄) ⊂ · · ·

ここで,
G−1U(L̄) = {0},

G0U(L̄) = C · 1,

G1U(L̄) = C · 1 + L̄,

G2U(L̄) = C · 1 + L̄+ L̄ · L̄,

· · ·

となっている.

GmH̄ := GmU(L̄) · v

とおくと,

GmU(L̄) ·GnU(L̄) ⊂ Gm+nU(L̄)(3.8)

GmU(L̄) ·GnH̄ ⊂ Gm+nUH̄(3.9)
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が成り立つ.

そこで, Gr• U(L̄)-module Gr• H̄ を考えよう. Gr• U(L̄) は

(1) C 上可換環.

(2) Poisson algebra.

になっている. ここで, Poisson algebra とは, Poission product {·, ·} で,

{·, ·} : Gr• U(L̄)⊗Gr• U(L̄) −→ Gr• U(L̄)

{fg, h} = f{g, h}+ {g, fh}

{f, g} = −{f, g}

をみたしているものが存在する algebra で, いま, {X,Y } = [X, Y ] とおけば良い. 特

に, Gr• U(L̄) は多項式環である.

今, Gr• U(L̄) の ideal a を

a := {A ∈ Gr• U(L̄) : AGr• H̄ = 0}

とおく.

Theorem 3.3. (Gabber). a の radical
√
a は Poisson product で閉じている.

これは, characteristic variety の involutiveness の特別な場合. したがって, 有限次

元性を証明するには, L̄の basis {Xα⊗z−na hi⊗z−na }, Xα ∈ gα, α ∈ ∆, a = 1, · · · ,N ,

n = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , l が
√
a に入ることを示せば良い. 今, α ∈ ∆+ に対して,

Xα ⊗ z−na ∈
√
a

である. また,

{Xαi ⊗ 1,X−αi ⊗ z
n
a} = const · hi ⊗ z−na

であるので,

hi ⊗ z
−n
a ∈

√
a.
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したがって, L の basis は全て
√
a に入ることがわかった.

Gr• F は有限生成可換環 Gr• U(L̄) の有限生成 module. ここで, 次のような事実が

使う. R を C 上有限生成な可換環, M を有限生成 R-module とおき,

a := {a ∈ R : aM = 0}

とするとき,
√
aがmaximal idealならば dimCM <∞. これにより, dimGr• H̄ <∞:

有限次元がいえた.

Remark. ここの証明では, Riemann 面 R は non-singular であると仮定したが,

実は, R は reduced complex algebraic curve over C, Qi: non-sigular points で,

R = ∪Rj と既約成分に分解した時, 各 Rj 上には少なくとも一つの Qi が乗っている

という条件の元で, 証明ができる.

-27- (February 18, 1993 17:47)



31

Appendix 1. Affine Lie algebra.

A.1. Affine Lie algebra と Verma module.

Simple Lie algebra g に対して, g に associate した affine Lie algebra ĝ とは, ĝ =

g⊗C((z))⊕CK である. ここで, C((z)) は z についての formal Laurent series の作

る体, K は不定元であって, 以下の relation で ĝ に Lie algebra structure を与える.

(1) K ∈ center of ĝ.

(2) [X ⊗ f, Y ⊗ g] = [X, Y ]⊗ fg +Resz=0(df g) · (X, Y )K.

ここで, X(m) := X ⊗ zm と置くと, 上の relation (2) は,

[X(m), Y (n)] = [X, Y ](m+ n) +mδm+n,0(X,Y ) ·K

と書ける. さて, g の Cartan 分解を g = n+ ⊕ h⊕ n− とする時,

n̂+ := g⊗ C[[z]]z + n+ ⊗ 1,

ĥ := h⊗ 1 + CK

と与えると, ĥ は abelian subalgebra となる. そこで highest weight λ ∈ P̂+(k) を

fix して, ĝ の Verma module M(k, λ) を次で定義する. ここで, P̂+(k) は dominant

integhral weight の空間である.

M(k, λ) := U(ĝ)/(U(ĝ)n̂+ +
∑
H∈h

U(ĝ)(H − λ(H)) + U(ĝ)(K − k)).

さらに, b̂+ := n̂+ + ĥ と置く. いま, v(λ, k) ∈M(k, λ) を

1) v(k, λ): generator,

2) X(n)v(k, λ) = 0, n ≥ 1,

X(0)v(k, λ) = 0, X ∈ n+,
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X(0)v(k, λ) = λ(H)v(k, λ), X ∈ h,

3) K = k · id

となるものとする. 以下 k を fix し, M(λ), v(λ) と書くことにする.

Lie algebra gの rankとは, Cartan subalgebra hの次元のことであり, l = rank g =

dim hとおく. さらに, ∆ = ∆+∪∆− とする. ただし, ∆+ は positive rootの集合であ

り, ∆− は negative rootの集合である. この時,対応する simple root全体のなす集合

Π を Π := {α1, · · · , αl} ⊂ h
∗, simple corootのなす集合 Π∨ を Π∨ := {h1, · · · , hl} ⊂

h と書く. また, g-不変内積 (·, ·) を, highest root θ に対して, (θ, θ) = 2 と normalize

しておく. この時, h の adjoint action に関する同時固有空間分解を

g = h⊕
∑
α∈∆

gα

とする.

すると, g の generator (ei, fi, hi)i=1,··· ,l で次をみたすものがとれる.




[ei, fj ] = δijhj

[h, ei] = αi(h)ei for ∀h ∈ h

[h, fi] = −αi(h)fi for ∀h ∈ h.

すると, 各 i ごとに, (ei, fi, hi) は sl(2,C) と同型な Lie subalgebra を生成する.

Definition A.1. ĝ-module M が可積分とは, M が weight space 分解

M =
∑
λ∈ĥ∗

Mλ

を持ち, i = 0, 1, · · · , l に対して, (ei, fi, hi)-module と考えると, 有限次元 module の

和となっている.

Verma module M(λ) について次の命題が成り立つ.
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Proposition A.2.

(1) M(λ) は unique な maximal proper ĝ-submodule J(λ) を持ち,

H(λ) :=M(λ)/J(λ)

は既約で hightest weight λ を持つ.

(2) H(λ) が可積分になることと λ(hi) ∈ Z≥0 が全ての i = 0, 1, · · · , l に対してな

りたつこととは同値.

A.2. Riemann 面に付随した affine Lie algebra.

R を Riemann 面, S0 := {Q1, · · · , QN} を R 上の相異なる N 個の点とする. X =

(R,Q1, · · · , QN ) を点つきの Riemann 面とする. さらに, 点 Qa のまわりの local

coordinate za, za(Qa) = 0 をとってこれを固定する. この時, affine Lie algebra ĝ(X)

は次のように定義される.

ĝ(X) =
N∑
a=1

g⊗ C((za))⊕ CK.

ここで, ĝ(X) の Lie algebra structure は

[
N∑
a=1

Xa ⊗ fa,
N∑
a=1

Ya ⊗ ga]

=
M∑
a=1

[Xa, Ya]⊗ faga + L
N∑
a=1

(Xa, Ya) ·Res
a=0

(dfaga)

K ∈ center

として定義されている. さらに, ĝ(X) の Lie subalgebra ĝ−(X) は,

ĝ−(X) = g⊗H
0(R,O(∗S0))

で定義される. ここで, H0(R,O(∗S0)) は, R 上の有理型関数で pole を S0 のみに持

つもの全体の空間である.
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0. Introduction

最近, 場の量子論の考え方が陰に陽に数学のいろいろな分野に入ってきて様々な

影響を与えているわけですが, 幾何学の分野も例外ではないと思います。これは主に

Wittenによるところが大きいのではないでしょうか。Wittenはいわゆるpath integral

を基礎において議論を進めることが多いのですが, “これは厳密でない”という心理的

な障害を乗り越えてしまえば, 幾何の人にとっては非常に分かりやすい議論なのでは

ないかと思います。

物理には, Hamilton形式と Lagrange形式と呼ばれる一見異なる２つの定式化があ

ります。ここ数年, 数学でも conformal field theoryの周辺の話題を耳にすることが多

くなりましたが, それらは主に operator formalismという前者の形式にもとずく議論

でなされることが多く, 数学的には厳密なのですが,幾何の人にとっては少しイメージ

がつかみにくいのではないかと思います。それに対して path integralにもとづく後

者の形式は多少厳密性に欠けますが, 背後にある幾何学的な定式化が見やすくイメー

ジはつかみやすいのではないかと思います。筆者の周辺では「path integralを用いて

話をしてくれた方が分かりやすい」という“数学者”もいるほどです。実際には, ２つ

の定式化のうちどちらか一方が他方より優れているということはなく, 見かけは異な

るのに, それらは全く同じものである (と信じる)ということが豊富な数学を生みだす

もとになっているのではないかと思います。

さて, この文章では, そうした幾何学的定式化の最も基礎をなしていると思われる

部分を解説したいと思います。場の理論では多様体 M上の場のなす無限次元空間

FMを問題にしますが, 幾何学的には path integralは FM上の適当な line bundleの

sectionという解釈ができます。したがって, line bundleの幾何というのが根底にあ

ると考えられるわけですが, ここでは, 単なる line bundleではなく “connection付き

の hermitian line bundle”というものが最も基礎にある概念であるという立場をとり

たいと思います。

というわけで, この文章では “connection付きの hermitian line bundle”の周辺の簡
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単な事柄をまとめてみました。

内容については目次を見ていただければ大体予想が付くと思われますので, ここで

は大まかに述べるにとどめます。

§1で “closed 2-form 付きのmanifold”(M,ω)と “connection付きの hermitian line

bundle”(L,∇)→Mが “同じ”対象であることを説明します。

§2から§6までが本論といったところで,これら２つの対象 (M,ω)と (L,∇)→Mの

持つ symmetryということを中心概念に据えてまとめてみました。よく知られている

ように symplectic manifold M上の関数の空間 C∞(M)は Poisson bracketに関して

Lie環をなしますが,その幾何学的な意味はあまり強調されることはないように思われ

ます。ここでは「C∞(M)は “connection付きの hermitian line bundle”(L,∇) →M

の infinitesimal symmetry である」という立場を全面に押し出して話を進めたいと

思います。symplectic geometry の教科書でも（不思議なことに) “connection 付きの

hermitian line bundle”の symmetryを強調したものは見かけないのですが,これを中

心に据えることで, moment map と prequantum bundleへの作用の持ち上げの関係

など, いろいろな概念の有機的なつながりが見やすくなるのではないかと思います。

§7では関連する話題としてgeometric quantizationということを簡単に説明します。

§8 では §6 までの内容の応用として Lie 群の central extensionを作るというこ

とを説明します。特に Wess-Zumino-Witten modelの基礎となる Loop群の central

extensionについても簡単に触れます。　

§9 では 前に path integralは場の空間上の “connection 付きの hermitian line bun-

dle”の sectionとみなせるといったことの実例としてChern Simons gauge理論を取

り上げ, その出発点となるべき部分を説明しました。

全体としてあまり予備知識を仮定しないで, 背後にある思想が浮きでるように書い

てみたつもりですが, 多少お話調になりすぎたかもしれません。興味を持たれた読者

がさらに進んだ話題を扱った文献にあたられることを期待したいと思います。

最後に, 原稿の書きはじめから typeを打ち終わるまで, 終始 “温かい励まし”を与
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えてくれた深谷 賢治 氏に感謝したいと思います。また,大槻 知忠, 後藤 竜司, 武部

尚志, 今野 宏の諸氏には typingの際に助けていただきました。ここに記して感謝の

意を表したいと思います。
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1. connection付きの hermitian line bundle

まず, hermitian line bundle とその上の connection について必要なことを簡単に

復習しましょう。

M を C∞-manifold, L→M を C∞-hermitian line bundle, ∇を L 上の hermitian

connection とします。local に open set U(⊂M) 上で ( hermitian line bundle とし

て ) L|U ∼= U × C と自明化して, ∇ = d− 2π
√
−1α, α ∈ Ω1(U,R) と表わします。

このとき, c1(∇) := dα と定めると, c1(∇)は Lの局所自明化によらずM 上の global

な closed 2-form を定めます。これを connection ∇ の 1st Chern form と呼びます。

c1(∇) の定める cohomology class [c1(∇)] ∈ H2(M ;R) は connection ∇ のとり方に

よらないので, これを c1(L) と書いて line bundle L の 1st Chern class と呼びます。

いま, Σ′ ⊂M を compact oriented 2-dimensional submanifold, ∂Σ′ = C(∼= S1) と

します。このとき, C に沿った connection ∇の holonomy HolC(∇) は Stokes の定

理を用いると,

HolC(∇) = e2π
√
−1
∫
Σ
c1(∇)

と表わせます。Σ ⊂M を closed oriented 2-dimensional submanifold とするとき, Σ

を Σ = Σ1 ∪C Σ2, ∂Σ1 = C = −∂Σ2 と分解して,

HolC(∇) = e
2π
√
−1
∫
Σ1

c1(∇) = e
−2π
√
−1
∫
Σ2

c1(∇)

と２通りに表わします。このときこれらの値が等しいことから
∫
Σ c1(∇) ∈ Z でなけ

ればならないことが分かります。このことから c1(L) ∈ H2(M ;Z) となることが分か

ります。

以上から, connection 付きの hermitian line bundle (L,∇) → M を考えると

H2(M ;Z) の元 c1(L) を代表する closed 2-form c1(∇) が対応させられることが分

かりました。

次に逆を考えてみましょう。M 上に closed 2-form ω ∈ Ω2(M ;R) で, [ω] ∈

H2(M ;Z) となるものが与えられたとき, connection 付きの hermitian line bundle
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(L,∇) → M で c1(∇) = ω となるものはどれくらいあるのでしょうか。よく知られ

ているように,

c1 : {M上の hermitian line bundle の同型類 }
∼
→ H2(M ;Z)

ただし, c1は 1st Chern class を対応させる写像

という同型があるので, L は c1(L) = [ω] となるものとして (同型を除いて) unique

に定まります。

いま, L 上の勝手な hermitian connection を ∇o として,

∇ = ∇o − 2π
√
−1α, α ∈ Ω1(M,R)

という hermitian connection ∇ を考えると,

c1(∇) = c1(∇o) + dα

となるので, c1(∇) = ω となる hermitian connection は少なくとも１つは存在するこ

とが分かります。同様にして, c1(∇) = ω となる hermitian connection ∇o を１つ fix

すると, c1(∇) = ω となる他の hermitian connection ∇ は,

(L,∇) ∼= (L⊗ C,∇o ⊗∇′)

↓ ↓

M = M

ただし, C :=M × C→M は trivial hermitian line bundle,

∇′ はC上の flat hermitian connection

という形で与えられることが分かります。したがって, c1(∇) = ω とな

る hermitian connection ∇ のとり方には “flat U(1) connection の moduli

space”= H1(M ;R)/H1(M ;Z) 分だけの ambiguityがあることが分かります。特に,
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H1(M ;R) = 0 ならば, connection付きの hermitian line bundle (L,∇) → M で

c1(∇) = ω となるものが（同型をのぞいて) uniqueに存在することが分かります。

以上の結果をまとめてみましょう。

Notation

• M(M,ω) := {connection 付きの hermitian line bundle (L,∇)→M | c1(∇) = ω }/ ∼

ただし, M上の connection 付きの hermitian line bundles (L,∇), (L′,∇′) に対して,

(L,∇) ∼ (L′,∇′) ⇔
def

∃ bundle 同型 φ : L→ L′ s.t. φ∗∇′ = ∇

と定めます。

Proposition 1.1

ω ∈ Ω2(M ;R), dω = 0 に対して,

1). M(M,ω) = ∅ if [ω] �∈ H2(M ;Z)

2). M(M,ω)
∼= H1(M ;R)/H1(M ;Z) if [ω] ∈ H2(M ;Z)

これまでみてきたように, M 上の closed 2-form ω を考えることと M 上の con-

nection 付きの hermitian line bundle (L,∇)→M を考えることが “ほぼ同じ”であ

ることが分かりました。“ほぼ”と言ったのは, ω は [ω] ∈ H2(M ;Z) という “量子化

条件”を満たさねばならず, 対応には H1(M ;R)/H1(M ;Z) 分の ambiguityがあるか

らです。

以下では, closed 2-form 付きの manifold (M,ω) を “classicalな対象”, connection

付きの hermitian line bundle (L,∇) → M を “量子化された対象”とみなして,そ

れぞれが定める数学的構造, symmetry, それらの間の関係を順に見てゆくことにしま

しょう。
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2. (M,ω) の定める構造について

まず次の notation を定めておきます。

Notation

• M : C∞-manifold ( 連結とします。)

• ω ∈ Ω2(M ;R), dω = 0 ( [ω] ∈ H2(M ;Z)は仮定しません。)

• Z1(M) := {α ∈ Ω1(M ;R)| dα = 0 } ( = closed 1-form の全体 )

• B1(M) := dC∞(M,R) ( = exact 1-form の全体 )

• G(M,ω) := {φ ∈ Diff(M)| φ∗ω = ω }

• g(M,ω) := Lie(G(M,ω)) = {X ∈ X(M)| LXω = 0 }

G(M,ω) は “classicalな対象”(M,ω) の symmetry です。いま, i : X(M) → Ω1(M)

を i(X) = ιXω で定めます。dω = 0 より LXω = (dιX + ιXd)ω = dιXω となるので,

i は, i : g(M,ω) → Z1(M) という写像を定めることが分かります。

そこで,

g
′
(M,ω) := {X ∈ g(M,ω)|

∃f ∈ C∞(M), ιXω = df }

= i−1(B1(M))

と定めます。

lemma 2.1

X,Y ∈ g(M,ω) に対し,

ι[X,Y ]ω = dιXιY ω
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proof :

ι[X,Y ]ω = ι(LXY )ω = LX(ιY ω)− ιY LXω

= (dιX + ιXd)ιY ω (⇐ LXω = 0)

= dιXιY ω + ιXLY ω (⇐ dω = 0)

= dιXιY ω (⇐ LY ω = 0).

特に, g′(M,ω) は g(M,ω) の Lie subalgebra になることが分かります。いま,

0 → R→ C∞(M)
d
→ B1(M) → 0

という exact sequence を i : g′(M,ω) → B1(M) で引き戻して,

0→ R→ i∗C∞(M) → g′(M,ω) → 0

という exact sequence を考えます。

i∗C∞(M)は,

i∗C∞(M) := {(X, f) ∈ g′(M,ω) × C
∞(M)| ιXω = df }

と書けますが, ここで,

[(X, f), (Y, g)] : =
def

([X,Y ],−ω(X, Y ))

(X, f), (Y, g) ∈ i∗C∞(M)

と定義すると, lemma 2.1 から ([X, Y ],−ω(X,Y )) ∈ i∗C∞(M) となるので, [·, ·] は

i∗C∞(M) 上の積を定めることが分かります。

このとき次が成り立ちます。
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Proposition 2.2

i∗C∞(M) は [·, ·] について Lie 環になり,

0→ R→ i∗C∞(M) → g′(M,ω) → 0

は Lie 環の central extension になる。

proof :

Jacobi identity 以外は明らかです。

ω ∈ Ω2(M), X, Y, Z ∈ X(M) とするとき簡単な計算で,

dω(X, Y, Z) = (LXω)(Y, Z) + (LY ω)(Z,X) + (LZω)(X, Y )

− ω(X, [Y,Z])− ω(Y, [Z,X])− ω(Z, [X,Y ])

となることが示せます。

ここで dω = 0, X, Y, Z ∈ g(M,ω) とすると,

ω(X, [Y,Z]) + ω(Y, [Z,X]) + ω(Z, [X, Y ]) = 0

となり Jacobi identityが示せます。

さて, k = ker{i : X(M)→ Ω1(M)} とします。

X ∈ g(M,ω), Y ∈ k とすると,

ι[X,Y ]ω = ιLXY ω = LX(ιY ω)− ιY LXω

= 0 ( ⇐ ιY ω = 0, LXω = 0 )

となるので, [X, Y ] ∈ k となります。したがって, k は g′(M,ω) の ideal となることが分

かります。i∗C∞(M) は, k 上では i∗C∞(M)|k = k×R と trivial な extension になる

ので, k× R が i∗C∞(M) に ideal として含まれることが分かります。　
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これより,

P(M,ω) := i∗C∞(M)/k× R (⊂ C∞(M))

とすると, P(M,ω) には quotient としての Lie 環の構造が定まります。P(M,ω) 上の

Lie bracket を {·, ·} で表すことにします。作り方から P(M,ω) は,

P(M,ω) = {f ∈ C∞(M)| ∃X ∈ X(M), ιXω = df }

と書けますが, Lie bracket は,

{f, g} = −ω(X,Y )

ただし, X, Y ∈ X(M) は df = ιXω, dg = ιY ω となるもの

と書けることが分かります。簡単な計算で次のことが分かります。

Proposition 2.3

1). f, g ∈ P(M,ω) ⇒ f · g ∈ P(M,ω)

2). f, g, h ∈ P(M,ω) に対して

{f · g, h} = f · {g, h}+ {f, h} · g

すなわち, P(M,ω) は Poisson algebra になります。

以上から, “classicalな対象”(M,ω)には Poisson algebra P(M,ω) と Lie環の central

extension 0 → R → i∗C∞(M) → g′(M,ω) → 0 が付随することが分かりました。ここ

で g(M,ω) でなく,それより小さな g′(M,ω) が現われましたが, [ω] ∈ H2(M,Z) となる

場合にはこのことの幾何学的意味付けが後ではっきりします。
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3. Lie環の central extension

ここで Lie 環の central extension について少し復習しましょう。

g を ( R上の ) Lie 環とするとき, R を center として含み, g̃/R ∼= g となる Lie 環

g̃ を g の central extension と呼びます。以下では central extension g̃ を

0 → R→ g̃→ g→ 0, [R, g̃] = 0

という exact sequence と同一視して話を進めます。

さて, このような central extension g̃はどれくらいあるのでしょうか。vector space

としては g̃ ∼= g⊕R となるので central extension は g⊕R 上に Lie 環の構造を入れ

たものとみなせます。いま, g∗ を g の dual vector space とするとき γ ∈
∧2 g∗ に対

して g⊕ R 上の bracket [·, ·]γ を

[(X, a), (Y, b)]γ = ([X,Y ], γ(X,Y )), X, Y ∈ g, a, b ∈ R

により定めます。R が center であることと, projection π : g⊕ R→ g が Lie 環の準

同型であることから, g̃ ∼= g ⊕ R 上の Lie bracket は上の形でなければならないこと

が分かります。

次のことは容易に分かります。

lemma 3.1

[·, ·]γ がg⊕ R 上に Lie環の構造を定める。

⇐⇒ γ([X, Y ], Z) + γ([Y, Z],X) + γ([Z,X], Y ) = 0, ∀X, Y, Z ∈ g

さて,
0 w R w

u

id

g⊕ R

u

F

w
π g

u

id

w 0

0 w R w g⊕ R w
π g w 0
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となる線形写像 F : g⊕ R→ g⊕ R は β ∈ g∗ を用いて F (X, a) = (X, β(X) + a) と

いう形で書けます。ここで bracket [·, ·]γ を F で引き戻すと,

γ′(X, Y ) = γ(X, Y )− β([X,Y ])

となる γ′ ∈
∧2 g∗ を用いた bracket [·, ·]γ′ となります。

以上のことは Lie 環の cohomology の言葉できれいに言い表すことができます。

一般に Lie 環 g に対して, δ :
∧p g∗ → ∧p+1 g∗ を α ∈

∧p g∗ に対して,

(δα)(X0, . . . ,Xp) =
∑
i<j

(−1)i+jα([Xi, Xj ],X0, . . . , X̌i, . . . , X̌j , . . . , Xp)

Xi ∈ g (i = 0, . . . , p)

と定めると δ2 = 0 となります。このとき (
∧• g∗, δ) の cohomology

Hp(g,R) := Ker{δ :
∧p g∗ → ∧p+1 g∗}/Im{δ :

∧p−1 g∗ → ∧p g∗}
を Lie 環 g の cohomology と呼びます。

この言葉を用いると,

1). [·, ·]γ が Lie 環の構造を定める ⇐⇒ δγ = 0

2). [·, ·]γ と [·, ·]γ′ が同型な Lie 環の構造を定める ⇐⇒ γ′ = γ + δβ, ∃β ∈ g∗

となることが分かります。

以上をまとめると次のようになります。

Proposition 3.2

{gの central extension の同型類 } ∼= H2(g,R)

上の議論をたどると Prop.3.2 の同一視は次のように与えられることが分かります。
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0 → R→ g̃ π
→ g→ 0 を central extension とします。いま s : g→ g̃ という vector

space としての lift（ すなわち π ◦s = id となる線形写像 )を１つ fix します。X ∈ g

に対して s(X) = X̃ ∈ g̃ と書くことにします。このとき

γ(X,Y ) := [X̃, Ỹ ]− [̃X, Y ]

と定めると γ ∈
∧2 g∗ かつ δγ = 0 となることが分かります。 γ の cohomology class

は lift s : g → g̃ のとり方によらないので, これを c(g̃) で表わすことにします。この

とき central extension g̃ に対して “1st Chern class”c(g̃) ∈ H2(g,R) を対応させるこ

とにより Prop.3 2 の同一視が得られていることが分かります。

このことは標語的に,「Lie 環の central extension は “1st Chern class”c(g̃) ∈

H2(g,R) で決まる」と言うことができます。これは「hermitian line bundle L→M

は 1st Chern class c1(L) ∈ H2(M,Z) で決まる」ということの Lie 環での analogy,

もしくはある意味での infinitesimal version とみなせます。

さて次に, central extension 0 → R → g̃
π
→ g → 0 に対して Lie 環の準同型となる

lift s : g→ g̃ がどれくらいあるのかを考えてみましょう。このような lift が存在する

ことと extension が trivial, すなわち Lie 環として g̃ ∼= g ⊕ R となることは同値な

ので c(g̃) = 0 ∈ H2(g,R) でなければなりません。このとき, so : g→ g̃ を１つの Lie

環の準同型となる lift とするとき, 他の lift は β ∈ g∗ を用いて,

s(X) = so(X) + β(X), X ∈ g

という形で表わせます。このとき, R は center であることに注意すると,

s が Lie 環の準同型 ⇐⇒ δβ = 0

となることが分かります。

したがって次が分かりました。
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Proposition 3.3

0 → R→ g̃ π
→ g→ 0 を g の central extension で c(g̃) = 0 とする。

このとき,

{s : g→ g̃| s は Lie 環の準同型となる lift } ∼= H1(g,R)

このことは,

“flat U(1) connection の moduli space” ∼= H1(M,R)/H1(M,Z)

ということに対応しているとみなせます。

以上のことは次のような問題に適用できます。

0 → R → g̃
π
→ g → 0 を g の central extension とします。h を Lie 環として,

f : h→ g という Lie 環の準同型が与えられているとします。このとき, f̃ : h→ g̃ と

いうLie環の準同型で,

0 w R w g̃ w g w 0

h

u

f4
4
447

f̃

となるものはどのくらいあるのでしょうか。

この答は次で与えられます。

Cororally 3.4

1). Lie環の準同型となる lift f̃ : h→ g̃が存在する⇐⇒ f∗c(g̃) = 0 ∈ H2(h,R)

2). {f̃ : h→ g̃| Lie環の準同型となる lift } ∼= H1(h,R)

proof :

0 → R → f∗g̃ → h → 0 という central extension に対して以上のことを適用すれ

ばよい。
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最後に, §2 で考えた central extension 0 → R → ι∗C∞(M) → g′(M,ω) → 0 の

“1st Chern class”c(ι∗C∞(M)) の具体的な形を求めてみましょう。そのためには,

s : g′(M,ω) → ι∗C∞(M) という線形写像としての lift をつくる必要があります。こ

れは次のようにできます。s(X) = (X, fX), X ∈ g′(M,ω), fX ∈ C∞(M) と表すこ

とにします。いま, po ∈ M を fix して, fX を ιXω = dfX , fX(po) = 0 によって定め

ます。この式で fX は unique に定まり, s は線形写像としての lift を与えます。この

とき定義から, γ ∈
∧2 g

′∗
(M,ω) を,

γ(X, Y ) := {fX , fY } − f[X,Y ], X, Y ∈ g′(M,ω)

により定めるとき,

c(i∗C∞(M)) = [γ] ∈ H2(g′(M,ω),R)

と表わせることが分かります。
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4. moment map と quotient construction

“classical な対象”(M,ω) に話をもどします。

H を Lie 群として, H が M 上 ω を保って作用している状況を考えます。このと

き H は (M,ω) の symmetry とみなせますが, この symmetry で (M,ω) を reduce

した対象を考えることができるでしょうか。単純に考えると商空間 M/H がよさそ

うですが, ω はこの上には自然な 2-form を定めることができないのでこれではいけ

ません。ここでは (M,ω) を symmetry H で reduce するということを考えてみま

しょう。

以下ではH はM に右から作用すると約束します。H の作用を微分すると infinites-

imal な作用が得られます。すなわち, ξ ∈ h := Lie(H), p ∈M に対して,

ρ(ξ)p =
d

dt
(p · etξ)|t=0 ∈ TpM

と定めることで, Lie 環の準同型

ρ : h→ g(M,ω) = {X ∈ X(M)|LXω = 0}

が定まります。

以後, ρ(ξ) = ξ∗ と書くことにします。reduction を行なうためには, H が ω を保っ

て作用するというだけでは弱すぎるので, 作用にいくつか条件をつける必要がありま

す。これを順に説明しましょう。§2 で g(M,ω) の subalgebra ( 実は ideal ) g′(M,ω) を

考えましたが, ここでも次を仮定します。

Assumption

ρ : h→ g′(M,ω) ⊂ g(M,ω)

すなわち infinitesimal な作用は g′(M,ω) に含まれるとします。このとき次のような定

義をします。

Definition
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H の (M,ω) への作用が Hamiltonian作用とは

0 w R w i∗C∞(M) w g
′
(M,ω) w 0

h

u

ρ

に Lie 環の準同型となる lift, ρ̃ : h→ i∗C∞(M) が存在すること。

これは Cor.3.4 から,

0→ R→ i∗C∞(M) → g′(M,ω) → 0

の extension class (= “1st Chern class”) を c(i∗C∞(M)) ∈ H2(g′(M,ω),R) とする

とき,

ρ∗c(i∗C∞(M)) = 0 ∈ H2(h,R)

となることと同値です。

この Hamiltonian 作用と “ほとんど同値な”概念として, moment map というもの

があります。定義は次のとおりです。

Definition

H の (M,ω) 上の作用の moment map とは

µ :M → h∗ (h∗は hの dual vector space)

であって, 次をみたすもののこと。

i). µ(p · h) = Ad∗h · µ(p), p ∈M,h ∈ H

すなわち, µ は equivariant map である。

ii). ξ ∈ h に対して, d < µ, ξ >= ιξ∗ω,

ただし, < ·, · > は g∗ と g の自然な pairing

moment map はいつでも存在するわけではなく, 上のような map µ が存在すると

きにそれを作用の moment map と呼ぶわけです。
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定義だけながめると, Hamiltonian作用と moment map とは異なるものに見えます

が,それらが “ほとんど同じ”であることは次のように分かります。moment map は,

µ : M → h∗, Hamiltonian 作用は, ρ̃ : h → C∞(M) という map で与えられますが,

これらを次のように関係付けてみましょう。

< µ, ξ >= ρ̃(ξ) (∈ C∞(M)), ξ ∈ h

このとき,

ii) の条件 ⇐⇒ ρ̃ は ρ の ( 線形写像としての ) lift

Ho を H の連結成分とするとき,

µ の Ho に関する equivariance ⇐⇒ ρ̃ は Lie 環の準同型

と対応することが分かります。したがって moment map の方が “少しだけ強い”概

念ですが, それらは “ほとんど同じ”ものとみなせることが分かります。特に, H が

連結ならばそれらは全く同じ概念になります。

ここで, moment map の存在と uniqueness について考えてみましょう。

µ, µ′ : M → h∗ を２つの moment map とします。このとき, d < µ− µ′, ξ >= 0 と

なることから, ある β ∈ h∗ を用いて, µ′ = µ+β と書けることが分かります。さらに,

H-equivarianceから, β ∈ Z∗H := {β ∈ h∗| Ad∗hβ = β, ∀h ∈ H } でなければな

りません。議論を逆にたどると, µ : M → h∗, β ∈ Z∗Hとすると, µ′ = µ+ β : M → h∗

も moment map になることが分かります。

したがって次が言えました。

Proposition 4.1

µo を１つの moment map とすると,

{µ : M → h∗| moment map } = µo + Z∗H

存在に関しては次のように考えます。

-19-



55

まず, H の連結成分 Ho の作用に対する moment map の存在について考えます。

このとき, 問題はすべて Lie 環の cohomology の言葉になおります。

Cor.3.4 から,

moment map が存在する ⇐⇒ ρ∗c(i∗C∞(M)) = 0 ∈ H2(h,R)

となることが分かります。

H 作用については,「この Ho 作用の moment map が H-equivariant map になる

か? 」を個々に check しなければならず, 一般的な必要十分条件はないように思われ

ます。( 少なくとも筆者は知りません。)

H が連結のときには Hamiltonian 作用という観点から考えると,

{µ : M → h∗| moment map } ∼= H1(h,R)

となりますが, Z∗H = H1(h,R) となっているので (当然のことながら)前に与えた

uniqueness の記述と同じものになっています。

さて, Lie 群 H の (M,ω) への作用が moment map をもつとします。このとき,

(M,ω) を symmetry H で reduce した対象がつくれることをみてみましょう。

次を仮定します。

Assumption

1). 0 ∈ h∗ は µ の regular valueである。

(したがって, µ−1(0) は M の submanifold になります。)

2). µ−1(0) への H 作用は free かつ slice をもつ。

この仮定から, N := µ−1(0)/H は C∞-manifold になります。この N について次

のことがいえます。

Proposition 4.2

N 上には自然な closed 2-form ωN が存在する。
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“自然な”という意味は, 図式

µ−1(0) w

i

u
π

M

N := µ−1(0)/H

を考えるとき, π∗ωN = i∗ω となるということです。

proof :

p ∈ µ−1(0) に対して, 0 ∈ h∗ は regular value であることから,

Tpµ
−1(0) = ker (dµ)p

= {X ∈ TpM | ω(X, ξ∗) = 0, ∀ξ ∈ h }

と書けます。

また, p を通る H-orbit Hp の tangent space は H が free に作用することから,

TpHp = {ξ∗p ∈ TpM | ξ ∈ h }

と書けます。

このことから, ω は Tpµ
−1(0)/TpHp 上に skew な bilinear form を定めることが分

かります。さらに, ω が H-不変なことから,これにより, Tπ(p)N
∼= Tpµ

−1(0)/TpHp

上に skew な bilinear form が定まります。

以上から, N 上に 2-form ωN が定まって, π∗ωN = i∗ω となることが分かりまし

た。このとき, π∗dωN = dπ∗ωN = di∗ω = i∗dω = 0 で π は submmersion なので

dωN = 0 となることが分かります。

こうしてできた closed 2-form 付きの manifold (N,ωN ) を Marsden-Weinstein

quotientと呼びます。

以上から, Lie 群 H が (M,ω) に ω を保って作用しているときに, moment map を

もつという条件のもとで, (M,ω) を symmetry H で reduce した対象 (N,ωN ) が作

れることが分かりました。
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5. symplectic manifoldの場合

ここでは, 特別な “classicalな対象”である symplectic manifold の場合について,

いくつか言葉上の注意をします。

Definition

M 上の closed 2-form ω で, ∀p ∈ M に対して ωp が非退化なものを symplectic

formと呼びます。これは, dimRM = 2m として, ωmp �= 0, ∀p ∈M と同値です。

このとき, (M,ω) を symplectic manifoldと呼びます。

(M,ω)を symplectic manifoldとするとき, §2で述べたことは次のようになります。

ω は非退化なので,
i : X(M) −̃→ Ω1(M)

∪ ∪

i : g(M,ω) −̃→ Z1(M)

∪ ∪

i : g′(M,ω) −̃→ B1(M)

となります。

この場合, g′(M,ω) の元は Hamiltonian vector field と呼ばれ, g′(M,ω) = Ham(M) と

書かれることがあります。また, i は同型なので, central extension は

0→ R→ C∞(M)→ Ham(M) → 0

と書かれることがあります。さらに, P(M,ω) = C∞(M)となりC∞(M)全体が Poisson

algebra になります。このような manifold は Poisson manifold と呼ばれています。

さて, §4で述べた reductionの理論はもともと symplectic manifoldの場合にMars-

denとWeinsteinによってなされたものです。manifoldM ′ に対して, その cotangent

bundle T ∗M は古典力学では相空間と呼ばれ, 代表的な symplectic manifold です。

いま, M ′ = R3m ( m粒子の配位空間 )として, M = T ∗R3m を考えると, Euclid運

動群 SO(3) � R3 ( 回転と平行移動 )の R3 への自然な作用は, M = T ∗R3 上に lift
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します。このとき対応する moment map, µ : M → (so(3)⊕ R3)
∗ を考えるといわ

ゆる total angular momentum と total linear momentum が現れます。このことが,

“moment map”という名前の由来です。

最後に, (M,ω) が symplectic manifold のとき, Marsden-Weinstein quotient

(N,ωN ) も再び symplectic manifold になることを述べておきましょう。

Proposition 5.1

(M,ω) が symplectic manifold のとき Marsden-Weinstein quotient (N,ωN ) は

symplectic manifold になる。

Proof :

Prop.4.2 の証明中の言葉をそのまま使います。

dimRH = hとします。このとき仮定から, codimRTpµ
−1(0) = h となります。

(Tpµ
−1(0))⊥ := {X ∈ TpM | ω(X, Y ) = 0, ∀Y ∈ Tpµ

−1(0) }

とすると, ω は非退化なので, dimR(Tpµ
−1(0))⊥ = h となります。

定義から, TpHp ⊂ (Tpµ
−1(0))⊥ となりますが, dimRTpHp = hであるので TpHp =

(Tpµ
−1(0))⊥ となることが分かります。このことから, ωN も非退化であることが分

かります。
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6. (L,∇) の symmetry

次に, “量子化された対象”である connection付きの hermitian line bundle (L,∇)

へ話を移します。

再び, 次の notation を定めておきます。

Notation

• Aut(L) := {σ : L→ L| σ は bundle同型で hermitian metricを保つ }

• G̃(L,∇) := {σ ∈ Aut(L)| σ∗∇ = ∇ }

• g̃(L,∇) := Lie(G̃(L,∇))

また, ω := c1(∇) として, §2で用いた notation を使います。

すなわち,

• G(M,ω) := {φ ∈ Diff(M)| φ∗ω = ω }

• g(M,ω) := Lie(G(M,ω)) = {X ∈ X(M)| dιXω = 0 }

• g
′
(M,ω) := {X ∈ X(M)| ιXω ∈ B

1(M) }

とします。

σ ∈ Aut(L) に対して, σ が base manifold M 上に induce する微分同型を対応さ

せることによって, j : Aut(L) → Diff(M) を定義します。すなわち, j(σ) = φ と書く

とき, 次の図式が可換になるものとして, j を定義します。

L w
σ

u

L

u

M w

φ
M

kerj = GM と書くことにします。 GM は gauge 変換群と呼ばれているもので, いま

の場合, U(1) は可換群なので, GM = C∞(M,U(1)) となります。
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さて, Imj は何になるでしょうか。φ ∈ Imj ⇐⇒ φ∗L ∼= L であることと, hermitian

line bundle は c1 で決まることに注意すると,

Diff(M)L := {φ ∈ Diff(M)| φ∗c1(L) = c1(L) }

として, Imj = Diff(M)L となることが分かります。これより, 次の exact sequence

が得られました。

0→ GM → Aut(L)
j
→ Diff(M)L → 0

さらに, σ ∈ G̃(L,∇) とすると,

φ∗ω = φ∗c1(∇) = c1(σ
∗∇) = c1(∇) = ω

となるので, j は, j : G̃(L,∇) → G(M,ω) という map を定めます。

この map の kernel は何でしょうか。

この答は次で与えられます。

lemma 6.1

GM ∩ G̃(L,∇) = U(1) (= constant map)

proof :

g ∈ GM = C∞(M,U(1)) とします。open set U ⊂ M 上で local に, L|U ∼= U × C

と自明化して, ∇ = d− 2π
√
−1α, α ∈ Ω1(U,R) と表わします。このとき,

g∗∇ = d− 2π
√
−1α+ g−1dg

となるので,

g ∈ G̃(L,∇) ⇐⇒ g∗∇ = ∇

⇐⇒ g−1dg = 0

⇐⇒ g = constant map
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となることが分かります。

いま, G′(M,ω) := j(G̃(L,∇))と定めると

0 → U(1) → G̃(L,∇) → G′(M,ω) → 0

という exact sequence ができますが, U(1) は明らかに G̃(L,∇) の center なのでこれ

は Lie 群 G̃(L,∇) の central extension になっています。

次に, 上で述べた G′(M,ω) が, 具体的に何になっているのかもう少し調べてみまし

ょう。

§1において, moduli space M(M,ω) を考えました。

M(M,ω) = { connection付きの hermitian line bundle (L,∇)| c1(∇) = ω }/ ∼

でした。φ ∈ G(M,ω), (L,∇) ∈ M(M,ω) に対して, φ∗(L,∇) :=
def

(φ∗L,φ∗∇) と定め

ると, φ∗ω = ω となることから, φ∗(L,∇) は, 再び, M(M,ω) の元になります。これに

より, G(M,ω) はM(M,ω) に (右から)作用します。定義により, G′(M,ω) は (L,∇) にお

ける isotropy 群であることが分かります。すなわち,

G′(M,ω) = {φ ∈ G(M,ω)| φ∗[(L,∇)] = [(L,∇)] ∈ M(M,ω) }

= {φ ∈ G(M,ω)| (φ∗L,φ∗∇) ∼ (L,∇) }

と書けることが分かりました。

この群作用をもう少し詳しく調べてみましょう。

Aut(L) ⊂ Diff(L)であるので, Lie(Aut(L)) ⊂ X(L)とみなすことにします。Lには,

connection ∇が入っているので,各 u ∈ Lに対して tangent space TuLは, horizontal

subspace Hu と fiber Lp (π : L → M を projectionとして p = π(u) とします) に

分解します。すなわち, TuL = Hu ⊕ Lp となります。
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いま, X̃ ∈ Lie(Aut(L))に対して, X := π∗X̃ ∈ X(M), X の horizontal lift を,

Xh ∈ X(L) と書くことにします。このとき, X̃ は, M 上のある関数 fX̃ ∈ C∞(M)

を用いて,

X̃u = Xh + 2π
√
−1fX̃ · u ∈ Hu ⊕ Lp

と書けます。ただし, 第２項で, u ∈ Lp とみなしました。

そこで, κ : Lie(Aut(L)) → C∞(M) を, κ(X̃) = fX̃ によって定義することにし

ます。

このとき次が成り立ちます。

Proposition 6.2

σt を, Aut(L) の path で, σ0 = idL,
d
dtσt|t=0 = X̃ となるものとします。

このとき

d

dt
σ∗t∇|t=0 = −2π

√
−1(ιXω − dfX̃) ∈ Ω1(M, u(1)) = Ω1(M,

√
−1R)

proof :

φt = j(σt) とします。open set U(⊂M) 上で L|U ∼= U × C と自明化して,

∇ = d− 2π
√
−1α, α ∈ Ω1(U,R),

(p, a) ∈ U × Cに対して, σt(p, a) = (φt(p), gt(p)a), gt : U → U(1)

と表わします。

このとき,

σ∗t∇ = d− 2π
√
−1φ∗tα+ g−1t dgt

= d− 2π
√
−1{φ∗tα+

√
−1

2π
g−1t dgt}

と表わせます。
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これより,

d

dt
σ∗t∇|t=0 = −2π

√
−1(LXα+

√
−1

2π
dġ)

= −2π
√
−1{ιXdα+ d(ιXα+

√
−1

2π
ġ)}

= −2π
√
−1{ιXω + d(ιXα+

√
−1

2π
ġ)}

と書けます。

いま, L|U ∼= U × C という自明化のもとで, u = (p, a) ∈ U × C に対して



X̃u = (Xp, ġ(p)a)

Xh
u = (Xp, 2π

√
−1α(X)pa)

∈ TpU × C ∼= T(p,a)U × C ∼= TuL

と書けるので,

X̃u = Xh
u − 2π

√
−1(α(X)p +

√
−1

2π
ġ(p)) · u

と表わせ,

fX̃ = −(α(X) +

√
−1

2π
ġ)

であることが分かります。

したがって,

d

dt
σ∗t∇|t=0 = −2π

√
−1(ιXω − dfX̃) ∈ Ω1(M, u(1)) = Ω1(M,

√
−1R)

となることが分かりました。

これより次のことが分かります。

Corolally 6.3

G(M,ω) のM(M,ω) 上の infinitesimal な作用は (constant倍を除いて), X ∈ g(M,ω)

に対して

X∗(L,∇) = [ιXω] ∈ T(L,∇)M(M,ω) = H1(M,R)

で与えられる。
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§2 では, g(M,ω) ではなく, g′(M,ω) を考えることが必要でしたが, “量子化された対

象”(L,∇) → M を考える場合には, g′(M,ω) は connection ∇ を保つ方向として自然

な解釈ができることが分かりました。特に, g′(M,ω) = Lie(G′(M,ω))となることが分か

ります。

さらに, (M,ω)が symplectic manifoldの場合には, infinitesimalな作用は onto map

になるので各 orbit が open subset になりますが, M(M,ω) は連結なので, G(M,ω) 作

用は transitive であることが分かります。すなわち,

(M,ω)が symplectic manifold =⇒M(M,ω)
∼= G(M,ω)/G

′
(M,ω)

となります。

さて, G′(M,ω) には,

0 → U(1) → G̃(L,∇) → G′(M,ω) → 0

という Lie 群の central extension が考えられました。一方, §2から, g′(M,ω)には,

0→ R→ i∗C∞(M) → g′(M,ω) → 0

という Lie 環の central extension が考えられました。これらの関係はどうなってい

るのでしょうか。

Prop.6.2から, X̃ ∈ g̃(L,∇) に対して, ιXω = dfX̃となるので, κは,

g̃(L,∇) w

κ
∼

u

i∗C∞(M)

u

g(M,ω) w

id
∼ g(M,ω)

という同一視を与えています。これはLie環としての同型でしょうか。次にこれを調

べてみましょう。

Ω0(M,L) で L の section 全体, D(M,L) で L 上の微分作用素全体を表わすことに

します。G̃(L,∇) は, Ω0(M,L) 上に引き戻しによって (右から)作用するので, この作

用の微分として, g̃(L,∇) も, Ω0(M,L) に作用します。
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これは次で与えられます。

lemma 6.4

X̃ ∈ g̃(L,∇), s ∈ Ω0(M,L)に対して

X̃ · s = ∇Xs− 2π
√
−1fX̃ · s

proof :

σt を, G̃(L,∇) の path で, σ0 = idL,
d
dtσt|t=0 = X̃ となるもの, φt = j(σt) とします。

Prop.6.2の証明と同様に, localに, ∇ = d − 2π
√
−1α, σt(p, a) = (φt(p), gt(p)a)

と表わします。このとき,

(σ∗t s)(p) = g−1t (p)s(φt(p))

と表わせます。これから,

X̃ · s =
d

dt
σ∗t s|t=0 = −ġ · s+ ds(X)

= ds(X)− 2π
√
−1α(X) · s+ 2π

√
−1(α(X) +

√
−1

2π
ġ) · s

= ∇Xs− 2π
√
−1fX̃ · s

となることが分かります。

そこで, ν : g̃(L,∇) → D(M,L)を, ν(X̃) = ∇X − 2π
√
−1fX̃によって定義すること

にします。作り方からこれはLie環の準同型です。このことを用いると次のことが示

せます。

Proposition 6.5

X̃, Ỹ ∈ g̃(L,∇)に対して,

f[X̃,Ỹ ] = {fX̃ , fỸ }

proof :
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X̃, Ỹ ∈ g̃(L,∇), s ∈ Ω0(M,L) に対して

ν(X̃) · ν(Ỹ ) · s = (∇X − 2π
√
−1fX̃) · (∇Y s− 2π

√
−1fỸ · s)

= ∇X∇Y s− 2π
√
−1dfỸ (X) · s− 2π

√
−1dfỸ∇Xs

− 2π
√
−1fX̃∇Y s+ (2π

√
−1)2fX̃ · fỸ · s

となります。

いま, dfỸ (X̃) = ω(Y,X) = {fX̃ , fỸ }となることに注意すると,

[ν(X̃), ν(Ỹ )] · s = (∇X∇Y −∇Y∇X)s− 2 · 2π
√
−1{fX̃ , fỸ }

となります。また,

∇X∇Y −∇Y∇X = ∇[X,Y ] − 2π
√
−1ω(X,Y )

= ∇[X,Y ] + 2π
√
−1{fX̃ , fỸ }

となることから,

[ν(X̃), ν(Ỹ )] · s = ∇[X,Y ]s− 2π
√
−1{fX̃ , fỸ } · s

= ν([X̃, Ỹ ]) · s+ 2π
√
−1(f[X̃,Ỹ ] − {fX̃ , fỸ }) · s

となります。νは準同型で, ν([X̃, Ỹ ]) = [ν(X̃), ν(Ỹ )]となることから,

(f[X̃,Ỹ ] − {fX̃ , fỸ }) · s = 0, ∀s ∈ Ω0(M,L)

となり, f[X̃,Ỹ ] = {fX̃ , fỸ }となることが分かります。

したがって, κ : g̃(L,∇)
∼
→ i∗C∞(M) は Lie環の同型であることが分かりました。す

なわち, §2で考察した Lie環の central extension

0→ R→ i∗C∞(M) → g′(M,ω) → 0
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は, Lie群の central extension

0 → U(1) → G̃(L,∇) → G′(M,ω) → 0

に対応するものであることが分かりました。

“classicalな対象”(M,ω) の考察だけでは幾何学的な意味付けがはっきりしなかった

central extension i∗C∞(M)は, “量子化された対象”(L,∇)→Mを考えることによっ

て, “(L,∇)の infinitesimal symmetry”というはっきりした意味付けをもつことにな

るわけです。

ここで少し気になっている読者もおられるのではないかと思うので, g(M,ω)などの

Lie環の構造について注意します。

いままで, Diff(M) は M に左から作用していると約束して話を進めてきました。

このとき infinitesimalな作用を考え, Lie(Diff(M)) ∼= X(M) とみなすことによって,

X(M)の普通の bracketをLie(Diff(M))の bracketのように扱ってきました。しかし,

一般にLie群HのLie環h = Lie(H)には, H上の左不変ベクトル場から入るbracketを

考えることにすると, Diff(M)のMへの作用が左作用であることから, Lie(Diff(M))
∼
→

X(M)という同一視は実は Lie環の反準同型になっています。したがって, 上では,

g(M,ω), g
′
(M,ω), g̃(L,∇) などを, g(M,ω), g

′
(M,ω) ⊂ X(M), g̃(L,∇) ⊂ X(L)とみなして,

X(·)から induceされる bracketを考えていましたが, 実はこれは本来の Lie bracket

の (−1)倍になっています。しかし, ベクトル場として, g(M,ω) ⊂ X(M)と実現して

おいた方が幾何学的に考えやすいので, この埋め込みが Lie環の反準同型であると

いうことを頭において, “g(M,ω) の Lie bracketは X(M)から induceされたものを

考える”と約束することにします。暗にこの約束のもとで, いままで話を進めてきた

わけです。したがって, G̃(L,∇) が Ω0(M,L)に右から作用しているにもかかわらず,

ν : g̃(L,∇) → D(M,L)は Lie環の準同型になったりしたわけです。以下でも, この約

束のもとで話が進められると理解して下さい。

さて話を戻して, 次に moment map との関係をみてみましょう。再び H を Lie
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群として, H が, (L,∇) → M 上に hermitian metric と connection ∇ を保って

作用しているとします。§4のときと同様に, H は右から作用しているとします。こ

れは, L : H → G̃(L,∇) という反準同型を与えることと同値です。上での約束から,

infinitesimalな作用, dL : h → g̃(L,∇)は Lie環の準同型になります。このとき次の可

換図式が得られます。

0 w R w i∗C∞(M) w

π g(M,ω) w 0

0 w R

u

id

w g̃(L,∇)

u

κ

w g
′
(M,ω) w

u

id

0

h

u











�

dL

この図は, HのM上の作用がHamiltonian作用であることを表わしていますが, さら

に, この作用がmoment mapをもつことも容易に示すことができます。

逆に, (M,ω)上に Lie群 H の moment map をもつ Hamiltonian 作用があるとす

ると, i∗C∞(M) ∼= g̃(L,∇)であることから, (L,∇) →M上には, Hの普遍被覆群H̃の作

用が定義されることが分かります。これがHの作用におちるかどうかは, それぞれの

場合に checkしなければなりません。

以上のことをまとめると,「(M,ω)上のH作用のmoment mapの存在⇐⇒ (L,∇) →

M上へのH作用の infinitesimalな持ち上げの存在」と表現できることが分かりました。

次に, H が (L,∇) → M 上に hermitian metric と connection ∇ を保って作用

しているときに, symmetry H で “量子化された対象”(L,∇) → M を reduceする

ことができるかどうか考えてみましょう。“classicalな対象”(M,ω)のときと同じく,

L/H → M/H を考えると, hermtian line bundleはできますが, connection ∇ はこ

こにはおちないのでこれではいけません。ここでも前と同様に, Marsden-Weinstein

quotient N := µ−1(0)/Hを考えるとうまくゆくことが分かります。

まず, M上に induceされたHの作用は §2で考えた仮定を満たしていて, Marsden-

Weinstein quotient N = µ−1(0)/Hが考えられるとします。このとき, LN :=
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(L|µ−1(0))/Hによって, hermitian line bundle LN → Nが構成できますが, 次のこ

とを示すことができます。

Proposition 6.6

LN → Nには “自然な”hermitian connection ∇Nが存在する。

“自然な”という意味は,

L

u

L|µ−1(0)u

ĩ

u

w

π̃ LN = (L|µ−1(0))/H

u

M µ−1(0)u

i
w

π N = µ−1(0)/H

という可換図式を考えたとき, ĩ∗∇ = π̃∗∇となるということです。

このとき,

π∗c1(∇
N ) = c1(π̃

∗∇) = c1(̃i
∗∇) = i∗C1(∇) = i∗ω

となるので, c1(∇N) = ωN となることが分かります。

proof :

作用に sliceがあることから, localに, N のopen set V をとって, V ×H ∼= π−1(V ) ⊂

µ−1(0)と同一視できます。このとき, L上のH作用を用いて, (hermitian line bundle

として, ) L|V×H ∼= V ×H × Cと自明化すると, L|V×H上でH作用は,

h · (p, h′, a) = (p, h′h, a), p ∈ V, h, h′ ∈ H, a ∈ C

という形で表わすことができます。この自明化のもとで, ∇ = d − 2π
√
−1α, α ∈

Ω1(V ×H,R)と表わします。

このとき, Prop.6.2で行なった計算から, ξ ∈ hの infinitesimalな作用を, ξ∗ ∈ X(M)

として,

< µ, ξ >= −α(ξ∗)

と表わせることが分かりますが, π−1(V ) ⊂ µ−1(0)なので,

α(ξ∗) = 0, ∀ξ ∈ h
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となることが分かります。

このことと, α が H不変であることから, ある α̂ ∈ Ω1(V,R)が存在して, π∗α̂ = α

と表わせることが分かります。

そこで, LN |V ∼= V ×C上で, ∇N = d− 2π
√
−1α̂と定めると, これらは globalに貼

りあって, LN上の connection∇Nを定めることが確かめられます。

以上から, “量子化された対象”(L,∇)に対しても, それを symmetryで reduceした

対象である “Marsden-Weinstein quotient”が構成できることが分かりました。

ここで, 簡単な例をあげましょう。

M = Cm+1,Cm+1の複素座標を (z0, · · · , zm)として, ω =
√
−1
2

∑m
i=0 dzi ∧ dz̄iとしま

す。zi = xi +
√
−1yi (i = 0, . . . ,m)によって実座標 (xo, · · · , xm, y0, · · · , ym)を考

えると, ω =
∑m
i=0 dxi ∧ dyiと表わせます。

このとき,H = U(1)としてM上のHの作用を,

ζ · z = (ζ · z0, · · · , ζ · zm), ζ ∈ H, z ∈M

と定めます。この作用は moment map をもち, e2π
√
−1θ ←→ θによって, U(1) ∼=

R/Z, u(1) ∼= R, u(1)∗ ∼= Rと同一視すると, moment mapは, c ∈ Rを constant

として,

µ(z) = −π|z|2 + c

と書けます。constant cは, H1(u(1),R) = Z∗U (1)
∼= Rの ambiguityに対応しています。

対応するMarsden-Weinstein quoptientは,

N =




CPm if c > 0 ,

{point} if c = 0 ,

∅ if c < 0

となります。c > 0のとき, CPm上に定まる 2-form ωN は Fubini-Study metricと呼

ばれています。特に c = 1のとき, [ωN ]は, H2(CPm,Z)の generatorになります。
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次に, (L,∇)として,

L : = C =M × C : trivial bundle

∇ := d− 2π
√
−1α

α :=

√
−1

4

m∑
i=0

(zidz̄i − z̄idzi)

=
1

2

m∑
i=0

(xidyi − yidxi)

と定めます。( M(M,ω) = {pt}なので, どんなモデルで考えても同じです。)

このとき, c ∈ Rに対し, H̃ = RのL上の作用を,

θ · (z, a) = (e2π
√
−1θz, e2π

√
−1cθa), θ ∈ H̃, (z, a) ∈M × C

と定めると, H̃の作用は, L上の hermitian metricと connection ∇を保ちます。対応

するmoment mapは,

µ(z) = −π|z|2 + c

となります。

いま, c /∈ Zならば, 上のH̃作用はH作用にはおちないことが分かります。したがっ

て, 一般に, (M,ω)への Lie群Hのmomemt mapをもつHamiltonian作用があって

も, line bundle (L,∇) →MへのH̃の作用はHにおちるとは限らないことが分かりま

した。

さて, c = n ∈ Z に対して, (L,∇) → Mの “Marsden-Weinstein quo-

tient”(LN ,∇
N ) → N が考えられますが, これは, いわゆる hyperplane bundle

H → CPm ( このHは Lie群のHとは別のものです ) を用いて,

LN nH

↓ ∼= ↓

N CPm

と書けます。
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7. geometric quantization

さて, §6で述べたことに関連する話題で, geometric quantizationということを極く

簡単に説明しましょう。

名前のとおり, これはもともと量子力学から発したものです。古典力学では, 系の

とり得る状態のなす symplectic manifold (M,ω) (これを相空間と呼びます)を考え,

Mの上の flowを問題にします。数学的には次のように定式化できます。

まず, Hamiltonianと呼ばれる関数 H ∈ C∞(M)が最初に与えられています。つま

り, (M,ω,H)という組を与えることを, 物理系を与えることとみなすわけです。こ

のとき, §5で考えたmap C∞(M) → Ham(M)によって, H から M上のベクトル場

XH ∈ X(M)が定まります。すなわち, dH = ιXHωとなるものとして XHは unique

に定まります。このとき, XHの生成する flow φt が考えられますが, これが系の時間

発展を与えると考えます。対応する運動方程式

dφ

dt
= XH

は, Hamilton方程式と呼ばれています。

さて, “物理量”f ∈ C∞(M) は φ∗tfによって時間発展しますが, これを方程式で表

わしてみましょう。

d

dt
φ∗t f = LXHf = df(XH) = ω(Xf ,XH)

= −ω(XH , Xf ) = {H, f}

となるので, “物理量”の時間発展は,

df

dt
= {H, f}

により与えられることが分かりました。

-37-



73

これに対して量子力学では, 系のとり得る状態はHilbert空間Hをなし, 物理量とは

H上の hermite operatorであると考えます。ここでもHamiltonianと呼ばれる oper-

ator Ĥが与えられていて, (H, Ĥ)という組が物理系を表わすと考えます。

このとき,系の時間発展を表わす運動方程式はどう与えたらよいでしょうか。Heisen-

bergが気付いたのは, 古典力学の方程式を物理量の時間発展という形で,

df

dt
= {H, f}

と書いてしまうと, これは, もはやC∞(M)上の方程式と見なくとも, bracket{·, ·}さ

え定義されていれば, そのような対象の上でも意味をもつということだったのではな

いでしょうか。特に, operatorの空間には bracket [·, ·]が定義できるので, 次の方程式

が analogyとして考えられます。

df̂

dt
=
√
−1[Ĥ, f̂ ]

これはHeisenberg方程式と呼ばれていて量子力学の基礎方程式です。
√
−1が付いて

いるのは物理量を hermite operator (これは数学でいう Lie環はなしません)と見る

ためで, f̂の代わりに
√
−1f̂を考えて, 物理量とは skew hermite operator (これは Lie

環をなします)であると約束すれば,

df̂

dt
= [Ĥ, f̂ ]

と全く同じ形で書けます。

以上のことから,「古典力学系 (=symplectic manifold) (M,ω)を “量子化する”と

は, それに付随するLie環 (C∞(M), {·, ·})のHilbert空間 H上の表現を与えることで

ある」と極めて単純化して考えてみましょう。このとき canonicalな方法で幾何学的

に “量子化”を与えることができないでしょうか。これが geometric quantizationの

もとにある発想です。
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§6でみたように, [ω] ∈ H2(M,Z)という条件のもとで, これは次のように行われ

ます。

まず, (L,∇) ∈ M(M,ω)を１つfixします。このことをprequantizationと呼び, (L,∇)

を prequantum bundleと呼びます。dimRM = 2m とするとき, symplectic form ω は

dvolM = 1
m!ω

mによってM上の volume elementを定めます。これにより, Ω0(M,L)

上に

< s1, s2 > =
∫
M
(s1(p), s2(p))dvolM , s1, s2 ∈ Ω0(M,L)

ただし (·, ·) は L上の hermitian metric

によってL2-内積が入ります。そこで H := L2(M,L)(= LのL2-section全体)とする

ことで Hilbert空間 H が定まります。

このとき, G̃(L,∇)は Lの hermitian metricと symplectic form ω を保って作用する

ことから, H上 unitaryに作用することが分かります。§6でみたように, infinitesimal

な作用 ν : g̃(L,∇) → D(M,L)は, ν(X̃) = ∇X − 2π
√
−1fX̃ によって与えられます。

一方, g̃(L,∇)は, κ : g̃(L,∇)
∼
→ i∗C∞(M) により i∗C∞(M)と, さらに, ωは非退化な

ので, i∗C∞(M) ∼= C∞(M)となることから C∞(M)と同一視できるので,

ν ◦ κ−1 : C∞(M)→ D(M,L)

によって, (C∞(M), {·, ·})の H上の表現が幾何学的に構成できたことになります。

これですべてうまくいったようですが, 実はまだうまくいっていないということが

“経験的に”分かっています。つまり, Hはあまりに “大きすぎる”ことが分かってい

ます。

いま Lie群 Hが, (L,∇) → M上に, hermitian metricと connection ∇を保って作

用しているとします。このとき Hは, Mにも H にも作用します。さて, Hの M上の

作用が transitiveであるとします。このことは古典的にはすべての状態が Hの作用に
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より移りあえることを言っています。このとき,量子的な状態もある意味で Hの作用

で移りあえることを期待したいのですが,これは, “H上のHの表現は既約である”と

いうことで表現されます。一般には H は Hの既約表現にはならないので, うまく既

約成分を取り出してくるような機構を考えなければなりません。

そこで次のような概念を考えます。

Definition

integrableな Lagrangian (complex) subbundle

E ⊂ TMC (= TM ⊗ C)

を polarization と呼ぶ。

ここで,

integrable とは,

X, Y ∈ Ω0(M,E) =⇒ [X, Y ] ∈ Ω0(M,E)

となることで,

Lagrangian とは, dimRM = 2m とするとき

i). rankCE = m

ii). ω|Ep = 0, ∀p ∈M

となることです。

polarizationが与えられると次のように Hを小さくすることができます。つまり,

H0 := {s ∈ H| ∇Xs = 0 ∀X ∈ Ω0(M,E) }

によって H0 を定め, H の代わりに H0を考えることにするわけです。こうしてしま

うと, もはや G̃(L,∇)はH0を保たないので (C∞(M), {·, ·})全体の unitary表現はでき

なくて, polarizationを保つ subalgebraの表現しかできなくなります。そこで, “量子
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化する”ということの意味をもう少し考える必要がありますが, それは筆者の手には

あまるのでここでは立ち入りません。ただ, 「polarizationを考えるほうが物事がう

まくゆき, 数学としてもおもしろいものがでてくるということが “経験的に”分かって

いる」とだけ述べておくことにします。

さて, polarizationの例として代表的なものを２つあげましょう。

NをC∞-manifoldとして, M = T ∗N , ω を T ∗N上の canonicalな symplectic form

とします。

このとき
TMC

u

w

dπ TNC

u

M = T ∗N w
π N

という可換図式を考え, E1 = kerdπ ⊂ TMCとすると E1は polarizationを定めます。

このとき, H0は, “L2(N)”になると考えられます。

次に (M,ω)がKähler多様体のときを考えましょう。

まずKähler多様体の定義を述べます。

Definition

(M,ω)が Kähler多様体であるとは次を満たすことである。

1). Mは complex manifold ( complex structureを Jとします。)

2). ω ∈ Ω2(M,R), dω = 0で,

i). ω(JX, JY ) = ω(X,Y ), X, Y ∈ TM

ii). g(X,Y ) = ω(X,JY )により gを定めるとき gはM上のmetricになる

さて, (M,ω)をKähler多様体とします。

このとき,

E2 = TM0,1(= (0,1)-vector 全体)

とすると, E2は polarizationになります。これを Kähler polarizationといいます。
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いま Kähler多様体 M上に prequantum bundle (L,∇) → Mが与えられていると

します。

このとき, open set U(⊂M)上で, localに,

∇Xs = 0, ∀X ∈ Ω0(U,E)

という方程式を考えてみましょう。s1, s2 を 0にならない２つの解とすると, Lは line

bundleなので,

s1(p) = g(p)s2(p), g : U → C∗

という形に書けますが, 両者とも方程式の解であるということから, gは holomorphic

functionであることが分かります。

このことから, 各点のまわりで上の方程式の解が localに存在すれば, Lには holo-

morphic line bundleの構造が入ることが分かります。localな解の存在は, c1(∇) = ω

が (1,1)-formであるということから保証されます。したがって, Hilbert空間 Hoは,

Lの holomorphic section全体の空間 H0(M,L)となります。

さて, Prop.5.1でみたように symplectic manifold (M,ω)の Marsden-Weinstein

quotient (N,ωN)は再び symplectic manifoldになりました。これは Kähler多様体の

ときにはどうなるでしょうか。

いま Lie群 Hが M上に, ω を保って holomorphicに作用しているとします。さら

に, §4で述べた作用に関する条件が満たされ, Marsden-Weinstein quotient (N,ωN)

が考えられるとします。このとき, (N,ω)もKähler多様体になるでしょうか。

この答は次で与えられます。

Proposition 7.1

(M,ω)がKähler多様体のときMarsden-Weinstein quotient (N,ωN )はKähler多

様体になる。

証明は難しくないのですが, Kähler多様体について若干説明を要するのでここでは
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省略する事にします。

§6 の終わりで, 複素射影空間 CPmが, Cm+1への U(1) 作用に対する Marsden-

Weinstein quotientとして作れることをみました。このことから, CPmがKähler多

様体になることが分かります。Kähler多様体の complex submanifoldは再び Kähler

多様体になることは容易に分かるので, 代数多様体はすべてKähler多様体になるこ

とが分かりました。

こうした geometric quantizationという枠組みは, 例えば数学では表現論へ応用す

る事ができます。代表的なものに, compact Lie群の表現に関する Borel-Weil理論と

いうものがあります。compact Lie群 Gに対し, T を Gのmaximal torusとすると

き, M := G/T は flag manifoldと呼ばれKähler多様体になります。このとき, flag

manifold Mに対して geometric quantizationを行うと, Gの表現が, M上の適当な

holomorphic line bundle Lの holomorphic sectionの空間 H0(M,L)上に構成できま

す。この表現は既約表現であることが示せます。この例は, Mの “量子化”として期

待される性質が, polarizationを考えることでうまく得られるということを示す一例

になっています。

最後に, classicalな symmetryと量子化された symmetryとの差について触れたい

と思います。

上でみてきたように, “classicalな対象”(M,ω)を “量子化する”には, すべてを “量

子化された対象”(L,∇)上に持ち上げて考えなければなりません。特に symmetryに

ついて考えてみましょう。

§6でみたように, “classicalな symmetry”の全体である G(M,ω)と “量子化された
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symmetry”の全体である G̃(L,∇)との関係は次の図式で表せます。

0

↓

0 → U(1) → G̃(L,∇) → G′(M,ω) → 0

↓

G(M,ω)

↓

M(M,ω)
∼= H1(M,R)/H1(M,Z)

↓

0

この図式は, “classicalな symmetry”は, (M(M,ω)というobstuctionを clearしても,

) central extensionをしなければ, 一般に, “量子化された symmetry”には持ち上がら

ないことを表わしています。このことは, 物理でよく,「量子化すると phase factorは

決まらない」とか,「symmetryの作用は projectiveにしか決まらない」とか言われる

ことの,１つの幾何学的な表現とみることができます。
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8. Lie群の central extension

§6でみたように, “量子化された対象”(L,∇) →Mには,

0 → U(1) → G̃(L,∇) → G′(M,ω) → 0

というLie群の central extensionが付随していました。これは infinitesimalには

0→ R→ i∗C∞(M) → g′(M,ω) → 0

というLie環の central extensionに対応していました。

ここでは,これらを用いてLie群のcentral extensionを作ることを考えてみましょう。

いま, G′(M,ω)の subgroup H があって, H のM上の作用は simply transitiveである

とします。言い替えると, po ∈M を１つfixして, j : H →M を, j(h) = h ·po と定め

るとき, j : H
∼
→ M となっているとします。このとき, H̃ := G̃(L,∇)|H , S(L) := L

の unit sphere bunble, とすると, H̃ の S(L)への作用も simply transitiveになるこ

とが容易に分かります。したがって, uo ∈ S(L)poを１つ fixして, j̃ : H̃ → S(L)を,

j̃(h̃) = h̃ · uo によって定めると,

H̃

u

w

j̃
∼ S(L)

u

H w

j
∼ M

という同一視ができます。この同一視により, M,S(L)は Lie群になり

0 → U(1)→ S(L)→M → 0

というLie群の central extensionが得られることが分かります。

ここで議論を逆にたどると,次のことが分かります。

Hを, H1(H,R) = 0となるLie群とします。これは,単連結なLie群や, compact (も

しくは complex) semi-simple Lie群などを含みます。いま ω をH上の left invariant
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closed 2-formであって, [ω] ∈ H2(H,Z)となるものとします。条件からM(M,ω)は１

点 (L,∇)からなります。このとき Hは, 左からのかけ算により, ω を保って H 自身に

simply transitiveに作用します。したがって上でみたように, Lの unit sphere bundle

S(L) は, ẽ ∈ S(L)e (eはHの単位元)を１つ fixすることで Lie群の構造を持ち,

0→ U(1)→ S(L) → H → 0

という central extensionを与えることが分かります。

さて, H上の left invariant closed 2-formは, ω ∈
∧2 h∗, δω = 0という元と同一視で

きるので, [ω] ∈ H2(h,R)という cohomology classを定めます。

一方, H̃ := S(L), h̃ = Lie(H̃)とするとき, Lie群の central extension

0 → U(1) → H̃ → H → 0

から, Lie環の central extension

0→ h̃→ h→ 0

が得られます。このとき, この central extensionの extension class c(h̃) ∈ H2(h,R)

と [ω]はどういう関係にあるのでしょうか。

これについては次のことが言えます。

Proposition 8.1

c(h̃) = −[ω]

proof :

δω = 0となることから,

ω([ξ, η], ζ) = ω([ξ, ζ], η) + ω(ξ, [η, ζ]), ξ, η, ζ ∈ h

となることに注意します。
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いま, ξ ∈ hの定める infinitesimal action ξ∗ ∈ X(H)は, h ∈ Hに対して,

ξ∗h = h−1ξh ∈ ThH ∼= h

で与えられます。

ここで天下り的ですが, ξ, η ∈ hに対して, F(ξ,η) ∈ C
∞(H)を,

F(ξ,η)(h) := ω(ξ∗h, η
∗
h) = ω(h−1ξh, h−1ηh)

により定めます。

このとき, ζ ∈ h ∼= ThHに対し,

(dF(ξ,η))h(ζ) = ω([h−1ξh, ζ], h−1ηh) + ω(h−1ξh, [h−1ηh, ζ])

= ω([h−1ξh, h−1ηh], ζ) (⇐ δω = 0)

= ω(h−1[ξ, η]h, ζ)

= ω([ξ, η]∗h, ζ)

となることから,

ι[ξ,η]ω = dF(ξ,η)

となることが分かりました。

§3の最後で述べたことから, ξ ∈ hに対して, fξ ∈ C
∞(H)を,



ιξ∗ω = dfξ

fξ(e) = 0

となるものとして,

γ(ξ, η) := {fξ, fη}+ f[ξ,η]

とすると, c(h̃) = [γ]となります。
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(ここで第２項が “＋”になっているのは, H作用が左作用で, h→ g′(M,ω)が Lie環の

反準同型になっているからです。)

上でみたことから,

f[ξ,η] = ω(ξ∗, η∗)− ω(ξ, η)

となります。一方,

{fξ, fη} = −ω(ξ∗, η∗)

となるので,

γ(ξ, η) = −ω(ξ, η)

となることが分かります。

ここで, 例を見てみることにしましょう。

(V, ω)を symplectic vector spaceとして, (M,ω) = (V, ω)とします。また, H = V

として, Hの V上の作用を平行移動で定めます。いま, α ∈ Ω1(V,R)を, u ∈ Vに対

して,

αu(v) = ω(u, v), v ∈ TuV ∼= V

により定め, L =C=V × C,∇ = d− 2π
√
−1α と定めます。

このとき, H̃ = S(L) = V × U(1)に induceされる Lie群の構造は,

(u, a) · (v, b) = (u+ v, eπ
√
−1ω(u,v)ab), u, v ∈ V, a, b ∈ U(1)

となります。H̃はHeisenberg群と呼ばれています。

次に無限次元の例を見てみましょう。

対象が無限次元なのでデリケートな点もありますが, ここでは大まかな (多少いい

加減な)説明をします。

Gを単連結な compact simple Lie群とします。このとき

• LG = C∞(S1, G)
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• ΩG = {γ ∈ LG|γ(0) = e}

ただし, 0, eはそれぞれ S1, Gの単位元とします。

LG,ΩGは,

(γ1 · γ2)(θ) = γ1(θ) · γ2(θ), θ ∈ S1

という積により Lie群になります。

このとき, Gは LGに constant loopとして含まれていると考えると,

0 → G→ LG→ ΩG→ 0

という exact sequenceから,

· · · → πi(G) → πi(LG) → πi(ΩG) → πi−1(G) → · · ·

という exact sequenceが得られますが, πi(ΩG) ∼= πi+1(G)であることと, π1(G) =

π2(G) = 0, π3(G) ∼= Zであることから, π1(LG) = 0, π2(LG) ∼= Zとなることが

分かります。

したがって, H1(LG,Z) = 0,H2(LG,Z) ∼= Zとなることが分かりました。

H2(G,Z) = 0なので, G自体にはおもしろい central extensionはありませんが,

Loop群 LGを考えると, H2(LG,Z)の元から non-trivialな central extensionが得ら

れます。

以下では, G ⊂ U(N)と埋め込んで, Gや g := Lie(G)の元は行列だとみなすこと

にします。

ξ, η ∈ Lg := C∞(S1, g) = Lie(LG)に対して

ω(ξ, η) =
∫
S1

tr(ξdη)

により, ω ∈
∧2 Lgを定めます。このとき, δω = 0となることは容易に分かります。

したがって, ω は [ω] ∈ H2(Lg,R) を定めますが, 実はH2(Lg,R) = R[ω]であること

が知られています。
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いま, ωを LG 上の left invariant 2-form と同一視して, [ω] ∈ H2(LG,R) とみ

なすことにします。このとき適当に constant co > 0をとると, ωo := coωとして,

H2(LG,Z) = Z[ωo]とできます。このとき, k ∈ Zに対して, M(LG,kωo)の uiqueな元

(L,∇)→ LGを用いることにより

0 → U(1) → S(L) → LG→ 0

という central extensionが得られます。

こうして得られたS(L)は, L̂Gkなどと書かれ, LGの level kの central extensionと

呼ばれています。

この prequantum bundle (L,∇) → LGは conformal field theory の１つである

Wess-Zumino-Witten modelと密接な関係があるのですが, それについては今野さん

の解説を参照して下さい。

最後に, いままで述べてきたことに関して１つ注意をしたいと思います。

これまではすべて smooth categoryで話を進めてきましたが,これらをholomorphic

categoryで行うことも可能です。すなわち, C∞-manifoldを complex manifoldに,

closed 2-formを holomorphic closed 2-formに, hermitian line bundleをholomorphic

line bundleに, hermitian connectionを holomorphic connectionに etc.というよう

に, すべてを holomorphicな objectに置き換えて話をする事ができます。しかし, そ

れはほとんど straightforwardにできるので, これを行うことは読者に任せたいと思

います。

例えば, 上で考えた compact Lie群 Gの Loop群 LGのかわりに, Gの複素化であ

る complex Lie群 GCの Loop群 LGCを考えると, 同様の考察で,

0 → C× → L̂GC → LGC → 0

という complex Lie 群の central extension が得られます。これも Wess-Zumino-

Witten modelと密接に関係するのですが, それについても今野さんの解説を参照し
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て下さい。
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9. Chern-Simons gauge理論に向けて　

a) introduction

ここでは, Chern-Simons gauge理論について, その出発点となるべき部分を説明し

ます。

歴史的にはWittenが, [ W-3 ]において, Chern-Simons functionalを Lagrangianと

する場の理論を展開し, それがWess-Zumino-Witten modelと密接な関係にあること

を見抜くことで, Jones polynomialなど link invariantが現われることを論じたのが始

まりです。そこでは path integralを用いて議論が展開されているのですが, 現時点で

は, 数学として path integralを基礎付けることはできないので, path integralが持つ

べき性質を抽象し,それを公理化した枠組みを, Atiyahが [ A-1 ]において topological

field theoryとして提出しました。同様の試みはそれ以前に, Segalが conformal field

theoryに対して行っており, Atiyahはそれをまねたと言ってよいと思います。

topological field theoryというものも, もともとは「Donaldsonの理論を場の理論

として解釈しなさい」という Atiyahの宿題に Wittenが答えたもので, [ W-1 ],[ W-

2 ] において始めて展開された考え方ですが, そこで展開されているのはいわゆる

“cohomologicalな理論”と言われるもので, 最初から actionが topologicalな Chern-

Simons gauge理論とは少し趣が異なるように思います。

数学者の側では, Atiyahの公理系を満たすように 数学的なmodelを厳密に構成す

るということが行われているのですが, そこでは公理系は天与のものとして認めてし

まい, それが出てきた由来などに振れられることはあまりないと思われます。

Chern-Simons gauge理論は, これまで述べてきた connection付きの hermitian line

bundleの話が非常にうまくゆく例ですが, ここではそれを説明するとともに, どうし

て Atiyahの公理系が自然に現れてくるのかをみてゆくことにします。　

よく知られているように, 数学としては Reshetikhin-Turaevや河野 俊丈氏などに

よって対応する invariantの構成がなされて, 現在も様々に発展しているわけですが,

そうした話題については話を聞く機会も多いでしょうから, ここではすべて省略する
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ことにします。

b) Chern-Simons theory の setting

まず, 次の notations を定めておきます。

Notation

• M: compact oriented 3-dimensional manifold.

• G: compact simple Lie 群.

簡単のため、π1(G) = 1 とします。

• g :=Lie(G): G の Lie環.

•

P :=M ×G

↓

M

:M 上の trivial G-bundle.

(上の仮定のもとでは, M 上の G-bundle は自明なものしかありません。)

• AM := { P 上の connection 全体 }.

• GM := C∞(M,G): gauge 変換群.

また, Σ を compact oriented 2-dimensional manifold とするとき, AΣ, GΣ を上で

M を Σ におきかえて同様に定めることにします。

AM は Ω1(M, g) を model とする affine space ですが, 今の場合 trivial connection

という特別な connection があるので, それを基点として, AM
∼= Ω1(M, g) と同一視

することにします。

以後の話では, connection space のことを知らなくとも, AM = Ω1(M, g) だと思っ

ていればそれほど困ることはないと思います。前と同様に G ⊂ U(N) と埋め込んで,

G, g は行列だとみなすことにします。

さて, connection space AM には GM が引き戻しによって (右から)作用します。こ

れは, g ∈ GM , A ∈ AM に対して,

g∗A := g−1Ag + g−1dg

によって与えられます。
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また, connection A ∈ AM に対して, その curvature FA が,

FA := dA+A ∧ A ∈ Ω2(M, g)

によって定義されます。

ここまでは一般論ですが, dimRM = 3 ということを使うと, 次のような特別なこ

とができます。

M を closed とします。いま,

< α, β >:=
∫
M

tr(α ∧ β), α ∈ Ω1(M, g), β ∈ Ω2(M, g)

によって pairing < ·, · > : Ω1(M, g)×Ω2(M, g)→ R を定めると, < ·, · >は非退化な

pairing になります。これにより,

Ω2(M, g) ∼= Ω1(M, g)∗

とみなすことにします。

さて, A ∈ AM に対して tangent space は TAAM = Ω1(M, g) となりますが,

curvature F はAM � A �→ FA ∈ Ω2(M, g) ∼= Ω1(M, g)∗ とみなすことにより, AM

上の 1-form であるとみなすことができます。すなわち, F ∈ Ω1(AM ,R) とみなせま

す。このとき F は exact form になり, Chern-Simons functioal と呼ばれる AM 上

の関数 CS : AM → R を用いて, F = dCS と書けることが分かります。これは具体

的には,

CS(A) := 1
2

∫
M

tr(dA ∧A+ 2
3A ∧A ∧ A)

によって与えられます。

d tr(dA ∧A+ 2
3A ∧A ∧A) = tr(FA ∧ FA)
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となりますが, CS はもともと secondary characteristic class として見つかったもの

です。

簡単な計算で次のことが示せます。後でも用いるので, ∂M �= φ の場合まで込めて

書くことにします。

lemma 9.1

g ∈ GM , A ∈ AM に対して,

CS(g∗A) = CS(A) + 1
2

∫
∂M

tr(A ∧ dg g−1)

− 1
6

∫
M

tr(g−1dg ∧ g−1dg ∧ g−1dg).

ここで最後に現れる,
∫
M tr(g−1dg ∧ g−1dg ∧ g−1dg) には次のような意味がありま

す。いま, G の元を, h ∈ G と表わすことにして, G 上の 3-form η を,

η := tr(h−1dh ∧ h−1dh ∧ h−1dh)

と定めます。容易に分かるように, dη = 0 となります。そこで, η は, [η] ∈ H3(G,R)

という元を定めますが,

H3(G,R) = R[η]

となることが知られています。したがって, 適当な constant coを選ぶと, η0 = c0η と

して,

H3(G,Z) = Z[η0]

となるようにできます。例えば G = SU(N) に対しては, c0 =
1

24π2
です。

さて, ∂M = φ のときには

CS(g∗A) = CS(A)−
1

6c0

∫
M
g∗η0

と書けますが, 新しく (normalized) Chern-Simons funcitional CS′ を

CS′(A) := 6c0CS(A)
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と定義し直すと,

CS′(g∗A) = CS′(A)−
∫
M
g∗η0

となり, ∫
M
g∗η0 = 〈g∗[η0], [M ]〉 ∈ Z

となることから, k ∈ Z に対して, e2π
√
−1k CS′(A) は, AM 上の GM 不変な関数になり

ます。

このとき次の積分を考えてみましょう。

Zk(M) =
∫
AM

e2π
√
−1k CS′(A)DA.

Witten は, これが 3 次元多様体 M の topological invariant になることを主張しま

した。

一般に, 場の理論では, 多様体 (物理では時空といいますが) M上の場の空間 FMと

その上の actionと呼ばれる関数 S : FM → Rが与えられたときに１つの物理系が与

えられたと考え, ∫
FM

e
√
−1S(φ)Dφ

という形の “積分”を問題にします。前に §7で述べた古典力学や量子力学との対応で

いうと, 上の “積分”を考えることがHamiltonianを考えることに相当します。action

Sの主要項はだいたい φ の２次式で与えられ, 上の “積分”はGauss型の積分のよう

なものとみなせます。このような “exponential sum”を考えることは数学でもよくあ

ることで, 上の “積分”も数学的に捉えることができるようになれば, おもしろい対象

になるのではないかと期待されます。

ともかく, ここでは Zk(M) ∈ Cが何らかの方法で定義されたとして話を進めます。

次に ∂M �= ∅のときに Zk(M)の定義を拡張しましょう。

このときは, Zk(M) ∈ Cではなく, AΣ上の関数 Zk(M) : AΣ → Cとして

Zk(M)(α) =
∫
A|Σ=α

e2π
√
−1kCS′(A)DA, α ∈ AΣ

-56-



92

と “定義”すると都合のよいことがあとで分かります。

さて closed manifold Mを, M =M1 ∪ΣM2, ∂M1 = Σ = −∂M2と２つに分けた

とします。このとき Zk(M)は

Zk(M) =
∫
AΣ
Zk(M1)(α)Zk(M2)(α)Dα

と表わせ, これは,

Zk(M) =< Zk(M1), Zk(M2) >

というpairingの形で表わすことができます。このことを拡張したのが Atiyahの公理

でいう gluing axiomです。これは, “積分”という立場からみると, Mの中の surface

Σを考え, Σ上の boundary条件 α ∈ AΣを fixして “積分”してから boundary条件で

ある α ∈ AΣ について “積分”したものと, 最初から boundary 条件なしに “積分”し

たものは同じになるということを表わしたものです。

c) AΣの幾何

さて, ∂M = Σとするとき, Zk(M)は AΣ上の関数であると考えたわけですが, こ

れはある connection付きの hermitian line bundle (LΣ,∇)→ AΣの sectionとみなす

方がより自然だということを見てみることにしましょう。そのために, いままでみて

きた枠組みを無限次元の空間 AΣに適用するとどういうことになるのかを考えてみま

しょう。

α ∈ AΣに対して, tangent spaceは, TαAΣ = Ω1(Σ, g)となりますが, TαAΣ上には,

ω(α, β) = −
∫
Σ
tr(α ∧ β), α, β ∈ Ω1(Σ, g)

によりskew bilinear formが入ります。ωは非退化で, (AΣ, ω)は無限次元の symplectic

manifoldになります。

このとき, (LΣ,∇) ∈M(AΣ,ω)を次のように作ります。
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θ ∈ Ω1(AΣ,R)を, α ∈ AΣ
∼= Ω1(Σ, g)に対して,

θα(β) : =
1

2
ω(α, β)

= −
1

2

∫
Σ
tr(α, β), β ∈ TαAΣ = Ω1(Σ, g)

により定め, LΣ=C=AΣ×C, ∇ = d− 2π
√
−1θとします。これは §8で Heisenberg

群を考えたときに行ったことの無限次元版です。

さて, AΣには GΣが作用していましたが, 実はもっと大きな群 Diff(Σ) � GΣが作用

します。

これは次のようにみることができます。いま,

Aut(P ) := {σ : P → P | σ はG-bundleの同型 }

として, j : Aut(P )→ Diff(Σ)を, σ ∈ Aut(P ) に対して,

P

u

w
σ P

u

Σ w

j(σ)
Σ

が可換図式になるものとして定義します。すると,

0 → GΣ → Aut(P ) → Diff(Σ) → 0

という exact sequenceができますが, Pが trivialということからこの exact sequence

は splitして, Aut(P ) ∼= Diff(Σ) � GΣとなります。Aut(P )はAΣ上に connectionを

引き戻すことにより作用するので, Diff(Σ)� GΣがAΣに作用します。

具体的には, (φ, g) ∈ Diff(Σ)� GΣに対して,

(φ, g)∗α := g−1 · φ∗α · g + g−1dg, α ∈ AΣ
∼= Ω1(Σ, g)
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と書けます。このとき, Diff+(Σ) = {φ ∈ Diff(Σ)| φ は orientation preserving }

と定めると, Diff+(Σ)� GΣの作用は ω を保つことが容易に分かります。

この作用はmoment mapを持つのでしょうか。

以下では少し一般化して, ∂Σ �= ∅という場合も込めて考えてみることにしましょう。

gΣ := Ω0(Σ, g)とすると, Lie(Diff+(Σ)� GΣ) = X(M)⊕ gΣと書けます。

このとき簡単な計算で次が分かります。

lemma 9.2

1). (φ, g) ∈ Diff+(Σ)� GΣ, (X, ξ) ∈ X(M)⊕ gΣ に対して,

(φ, g) · (X, ξ) · (φ, g)−1 = (φ∗X, (φ
−1)∗(ιXdg · g

−1 + gξg−1))

2). (X, ξ), (Y, η) ∈ X(Σ)⊗ gΣに対して,

[(X, ξ), (Y, η)] = (−[X,Y ], LY ξ − LXη + [ξ, η])

また, infinitesimalな作用は次で与えられることも容易に計算できます。

lemma 9.3

(X, ξ) ∈ X(Σ)⊕ gΣ, α ∈ AΣ
∼= Ω1(Σ, g)に対して,



X∗α = LXα

ξ∗α = dαξ := dξ + αξ − ξα

さて, ρ : X(Σ)⊕ gΣ → Ham(AΣ)を, ρ(X, ξ) = X∗ + ξ∗により定めると,

0 w R w C∞(AΣ) w Ham(AΣ) w 0

X(Σ)⊕ gΣ

u

ρ

という図式から,

0 → R→ ρ∗C∞(AΣ) → X(Σ)⊕ gΣ → 0
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という central extensionが得られます。この extensionは trivialでしょうか。言い

かえると Diff+(Σ)� GΣの作用はHamiltonian作用でしょうか。

次にこれを調べてみましょう。前と同様にまず次のことをみましょう。

lemma 9.4

X ∈ X(Σ), ξ ∈ gΣに対して,



fX(α) = −1

2

∫
Σ tr(LXα ∧ α)

fξ(α) =
∫
Σ tr(ξFα)−

∫
∂Σ tr(ξα)

, α ∈ AΣ

とすると, 

ιX∗ω = dfX , かつ fX(0) = 0

ιξ∗ω = dfξ, かつ fξ(0) = 0

となる。

proof :

fξに対してのみ示すことにします。

αtを, AΣの pathで, dαt
dt |t=0 = β ∈ Ω1(Σ, g)となるものとすると, Fα = dα+ α ∧ α

から,

d

dt
Fαt|t=0 = dβ + α ∧ β + β ∧ α

となります。

一般に β ∈ Ω1(Σ, g)に対して

dαβ := dβ + α ∧ β + β ∧ α

と定めることにします。

このとき,

(dfξ)α(β) =
∫
Σ
tr(ξdαβ)−

∫
∂Σ

tr(ξβ)

となりますが,

dtr(ξβ) = tr(dαξ ∧ β) + tr(ξdαβ)
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となることから,

(dfξ)α(β) = −
∫
Σ
tr(dαξ · β) = ιξ∗ω(β)

となることが分かります。

次に extension classを計算してみましょう。

これは §3でみたように,

γ(A,B) = {fA, fB} − f[A,B], A,B ∈ X(Σ)⊕ gΣ

という γ の定める class [γ] ∈ H2(X(Σ)⊕ gΣ,R)で表わせます。

これは次のように計算できます。

Proposition 9.5

(X, ξ), (Y, η) ∈ X(Σ)⊕ gΣに対して,

γ((X, ξ), (Y, η)) =
∫
∂Σ

tr(ξdη)

となる。

proof :

i). γ(X,Y ) = 0を示します。

{fX , fY }(α) = −ω(X∗, Y ∗)

=
∫
Σ
tr(LXα ∧ LY α)

= −
∫
Σ
tr(LY LXα ∧ α),

同様に,

{fX , fY }(α) = −
∫
Σ
tr(α ∧ LXLY α)

=
∫
Σ
tr(LXLY α ∧ α),
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と表わせることから,

{fX , fY }(α) =
1

2

∫
Σ
tr(L[X,Y ]α ∧ α)

= f[(X,0),(Y,0)](α)

となることが分かります。

ii). γ(X, η) = 0を示します。

{fX , fη}(α) = −ω(X∗, η∗)

=
∫
Σ
tr(LXα ∧ dαη)

= −
∫
Σ
tr(α ∧ LXdαη)

となりますが,

LXdαη = dαLXη + LXα · η − η · LXα

となることから,

{fX , fη}(α) = −
∫
Σ
tr(α ∧ dαLXη)−

∫
Σ
tr(α ∧ (LXα · η − η · LXα))

となります。

さらに,

dtr(α ∧ LXη) = tr(dαα ∧ LXη)− tr(α ∧ dαLXη)

となることから,

{fX , fη}(α) =
∫
∂Σ

tr(α ∧ LXη)−
∫
Σ
tr(dαα ∧ LXη)−

∫
Σ
tr(LX(α ∧ α) ∧ η)

=
∫
∂Σ

tr(α ∧ LXη)−
∫
Σ
tr((dαα− α ∧ α) ∧ LXη)

と書けますが,

dαα− α ∧ α = dα+ α ∧ α+ α ∧ α− α ∧ α = Fα
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となることから,

{fX , fη}(α) = −
∫
Σ
tr(Fα ∧ LXη) +

∫
∂Σ

tr(LXη ∧ α)

= fLXη(α) = f[(X,0),(0,η)](α)

が分かります。

iii). γ(ξ, η) =
∫
∂Σ tr(ξdη)を示します。

{fξ, fη}(α) = −ω(ξ∗, η∗) =
∫
Σ
tr(dαξ ∧ dαη)

となりますが, 

dtr(ξdαη) = tr(dαξ ∧ dαη) + tr(ξdαdαη)

dαdαη = Fα ∧ η − η ∧ Fα
となるので,

{fξ, fη}(α) = −
∫
Σ
(ξ(Fαη − ηFα)) +

∫
∂Σ

tr(ξdαη)

=
∫
Σ
tr([ξ, η]Fα) +

∫
∂Σ

tr(ξ(dη + αη − ηα))

=
∫
Σ
tr([ξ, η]Fα)−

∫
∂Σ

tr([ξ, η]α) +
∫
∂Σ

tr(ξdη)

= f[(0,ξ),(0,η)](α) +
∫
∂Σ

tr(ξdη)

となることが分かります。

さて, g∂Σ := C∞(∂Σ, g)として, γ′ ∈
∧2 g∂Σ

∗を,

γ′(ξ′, η′) =
∫
∂Σ

tr(ξ′dη′), ξ′, η′ ∈ g∂Σ

で定めます。γ′ は, ∂Σ ∼= S1のとき, §8で Loop群の central extensionを作るときに

用いた 2-cocycleです。

r : X(Σ)⊕ gΣ → g∂Σ を, r(X, ξ) = ξ|∂Σ, (X, ξ) ∈ X(Σ)⊕ gΣにより定めると,

0 → R→ ρ∗C∞(AΣ) → X(Σ)⊕ gΣ → 0
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という central extensionの extension classは, r∗[γ′] ∈ H2(X(Σ)⊕ gΣ,R)で与えられ

ることが分かりました。

∂Σ �= ∅のときには, r∗[γ′] �= 0となることが示せ, AΣ上の Diff+(Σ)� GΣの作用は

G∂Σ,0 := {g ∈ GΣ| g|∂Σ = 0 }として, subgroup Diff+(Σ)� GΣ,0に制限しなければ

Hamiltonian作用にはならないことが分かります。

このとき f•の equivarianceを checkすることで次が分かります。

Proposition 9.6

X ∈ X(Σ), ξ ∈ gΣ,0 := {ξ ∈ gΣ| ξ|∂Σ = 0 }に対して



fX(α) = −1

2

∫
Σ tr(LXα ∧ α)

fξ(α) =
∫
Σ tr(ξFα)

は AΣ上の Diff+(Σ)� GΣ,0作用のmoment mapを与える。

さて, 話を ∂Σ = ∅の場合に戻します。

§6でみたように, moment mapの存在は prequantum bundleへの Diff+(Σ) � GΣ

作用の infinitesimalな持ち上げと同値でした。いまの場合これはどうなっているので

しょうか。また, これに対応する Diff+(Σ)�GΣの作用の持ち上げは存在するのでしょ

うか。

驚いたことに, Chern-Simons functionalを用いることにより, この問に対する答が

得られます。次にこのことを見てみましょう。

いま compact oriented 3-dimensional manifold Mを, ∂M = Σとなるものとしま

す。前にみたように, g̃ ∈ GM , A ∈ AMに対して,

CS′(g̃∗A) = CS′(A) + 3co

∫
Σ
tr(A ∧ dg̃g̃−1)−

∫
M
g̃∗ηo

となりますが, [ηo] ∈ H2(G,Z)であることから,

e2π
√
−1(CS′(g̃∗A)−CS′(A))
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は, g = g̃|Σ, α = A|Σにしかよらないことが, さらに, ∂M = Σ となるMのとり方に

もよらないことが分かります。そこで,

ζ(g, α) : = e2π
√
−1S(g,α)

S(g, α) : = 3co

∫
Σ
tr(α ∧ dg · g−1)−

∫
M
g̃∗ηo

により, ζ : GΣ ×AΣ → U(1)を定めると, これは ∂M = Σ となるMや, g̃|Σ = g とな

るg̃ ∈ GMによらずに定まることが分かります。

さて, symplectic formを, ω �→ ω′ := 6coω, connection formも, θ �→ θ′ := 6coθ

と normarizeして, LΣ := AΣ × C,∇′ := d − 2π
√
−1θ′ で与えられる prequantum

bundle (LΣ,∇
′) → AΣ を考えます。

このとき次が成り立ちます。

Proposition 9.7

(φ, g) ∈ Diff+(Σ)� GΣに対して,

(φ, g)∗(α, a) := ((φ, g)∗α, ζ(g, φ∗α)a), (α, a) ∈ LΣ = AΣ × C

とすると, これにより Diff+(Σ)�GΣ の (LΣ,∇′)上の hermitian metricと connection

∇′を保つ作用が定まり, 対応するmoment mapは, X ∈ X(Σ), ξ ∈ gΣに対して,



fX(α) = −3co

∫
Σ tr(LXα ∧ α)

fξ(α) = 6co
∫
Σ tr(ξ ∧ Fα)

で与えられる。

proof :

作用になることは,

ζ(g, α) = e2π
√
−1(CS′(g̃∗A)−CS′(A))

という表示を用いると見やすいです。
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(φ, g) ∈ Diff+(Σ)� GΣに対して, ζ(φ,g) : AΣ → U(1)を ζ(φ,g)(α) = ζ(g, φ∗α)により

定めます。

すると,

(φ, g)∗∇′ = d− 2π
√
−1{(φ, g)∗θ′ +

√
−1

2π
ζ−1(φ,g)dζ(φ,g)}

と表せます。

このとき, α ∈ AΣ, β ∈ TαAΣ = Ω1(Σ, g)に対して,

{(φ, g)∗θ′ +

√
−1

2π
ζ−1(φ,g)dζ(φ,g)}α(β)

= θ′(φ,g)∗α(g
−1 · φ∗β · g)− 3co

∫
Σ
tr(φ∗β ∧ dg · g−1)

= −3co

∫
Σ
tr{(g−1 · φ∗α · g + g−1 · dg) ∧ g−1 · φ∗β · g} − 3co

∫
Σ
tr(φ∗β ∧ dg · g−1)

= −3co

∫
Σ
tr(α ∧ β)

= θ′α(β)

となることから, (φ, g)∗θ′ = θ′となることが分かります。

次に対応するmoment mapを求めましょう。

i). X ∈ X(Σ)に対して, 対応する flowを φt ∈ Diff+(Σ)とします。このとき,

φ∗t (α, a) = (φ∗tα, a), (α, a) ∈ AΣ × C

と書けます。§6でみたことから,

fX(α) = −θ′α(X
∗
α) = 3co

∫
Σ
tr(α ∧ LXα)

= −3co

∫
Σ
tr(LXα ∧ α)

となることが分かります。

ii). ξ ∈ gΣに対して, gt = etξ ∈ GΣ とします。このとき,

g∗t (α, a) = (g∗tα, ζ(gt, α)), (α, a) ∈ AΣ × C
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と書けます。

d

dt
ζ(gt, α)|t=0 =

d

dt
S(gt, α)|t=0 = 2π

√
−1 · 3co

∫
Σ
tr(α ∧ dξ)

となることから,

fξ(α) = −{θ′α(dαξ) +

√
−1

2π

d

dt
ζ(gt, α)|t=0}

= 3co{
∫
Σ
tr(α ∧ dαξ) +

∫
Σ
tr(α ∧ dξ)}

= 3co{
∫
Σ
tr((dαα+ dα)ξ)}

となりますが,

dαα+ dα = dα+ α ∧ α+ α ∧ α+ dα = 2Fα

となることから,

fξ(α) = 6co

∫
Σ
tr(Fαξ)

となることが分かります。

したがって, このDiff+(Σ)� GΣの作用は,Prop.9.6のmoment mapに対応するもの

であることが分かりました。

d). Zk(M) の GΣ 不変性

さて, Chern-Simons gauge理論の話に戻ります。

∂M = Σとして,

Zk(M)(α) =
∫
A|Σ=α

e2π
√
−1kCS′(A)DA

を考えてみましょう。
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g̃ ∈ GMに対して, g̃|Σ = g とすると,

Zk(M)(g∗α) =
∫
A|Σ=α

e2π
√
−1kCS′(g̃∗A)DA

=
∫
A|Σ=α

ζ(g, α)ke2π
√
−1kCS′(A)DA

= ζ(g, α)k
∫
A|Σ=α

e2π
√
−1kCS′(A)DA

= ζ(g, α)kZk(M)(α)

となることから, Zk(M)は, L⊗kΣ の GΣ-invariant sectionであることが分かります。そ

こで Mの invariant Zk(M)が住むべき空間として, ひとまず,

HΣ := Ω0(AΣ, L
⊗k
Σ )GΣ(= L⊗kΣ の GΣ-invariant section全体)

と定めてみましょう。このときHΣは Σに関してどのように振る舞うのでしょうか。

まず, Σ が Σ1 と Σ2 の disjoint unionである場合を考えます。このとき, AΣ =

AΣ1 ×AΣ2 , LΣ = LΣ1 � LΣ2となるので,

HΣ = HΣ1�Σ2 = Ω0(AΣ1 ×AΣ2 , LΣ1 � LΣ2)
GΣ1×GΣ2

= Ω0(AΣ1 , LΣ1)
GΣ1 ⊗ Ω0(AΣ2, LΣ2)

GΣ2

= HΣ1 ⊗HΣ2

となります。

次に, Σの orientationを逆にしてみましょう。すると connection form θ′は−θ′に変

わります。これは line bundle LΣが dual line bundle L∗Σ に変わったと考えることが

できます。このことは次のように言うともっとはっきりするかも知れません。

HΣは, もともと, ∂M = Σ となるMの invariant Zk(M)が住むべき空間として考

えたものでした。いま, ∂M1 = Σ = −∂M2 となる２つのmanifold M1,M2 を考えま

す。このときM1,M2の invariant Zk(M1), Zk(M2)は素朴にはAΣ上の関数, 言い替え
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ると trivial line bundle C = AΣ ×C→ AΣの sectionとみなせるわけですが, GΣに対

する変換性がZk(M1)とZk(M2)とでは異なるわけです。そこでAΣ×C→ AΣを単な

る line bundleではなくて, “connection付きのhermitian line bundle”(LΣ,∇
′) → AΣ

であるとみなすと, hermitian line bundleとしては, L⊗kΣ
∼= AΣ × C ∼= L∗⊗kΣ ですが,

Zk(M1)は, AΣ × C ∼= L⊗kΣ とみなしたときに induceされる GΣ作用に関して不変に,

Zk(M2)はAΣ ×C ∼= L∗⊗kΣ とみなしたときに induceされる GΣ作用に関して不変にな

るわけです。

したがって, 

Zk(M1) ∈ Ω0(AΣ, L

⊗k
Σ )GΣ = HΣ

Zk(M2) ∈ Ω0(AΣ, L
∗⊗k
Σ )GΣ = H∗Σ

とみなせるので, H−Σ = H∂M2 = H∗Σ と考えるのが自然です。

これまで述べて来たことから, Zk(M)という invariantを数学的に抽象すると, closed

oriented 2-dimensional manifold Σに対して, vector space HΣで, HΣ1�Σ2 = HΣ1 ⊗

HΣ2,H−Σ = H∗Σとなるものを対応させ, compact oriented 3-dmensional manifoldM

に対して, H∂Mの元 Zk(M)を対応させることで, 最初に述べたmanifoldの貼り合わ

せに対する gluing axiomを含むいくつかの性質を持ったものとして定式化できるこ

とが分かります。これがAtiyahの公理なわけですが, 詳しいことは文献を参照して下

さい。

さて, これで invariantを捉える枠組みはできたわけですが, 具体的なmodelの構成

という点では, HΣ = Ω0(AΣ, L
⊗k
Σ )GΣではまだ “大きすぎる”ので, §7で述べた polar-

ization (この場合は Kähler polarizationを考えるのですが)や GΣ作用に対する不変

性を用いて, Marsden-Weinstein quotient MΣ上の対応物に話を還元します。そうし

た話については, 既にいくつか文献があるので, ここでは, Prop.9.6からMΣは “flat

G connectionのmoduli space”になることだけを注意して立ち入ることはしないこ

とにします。興味をもたれた読者がそれぞれ文献にあたられることを期待して, そう

した世界への道案内であるこの文章を終わりたいと思います。　
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ループ群の幾何とWess-Zumino-Witten model

今野　宏

東京大学数理科学研究科

1.序

このノートはWess-Zumino-Witten model（以下ＷＺＷモデル）と呼ばれるリーマン

面上の共形場理論を幾何学としてスケッチしようと試みたものである。

まず、共形場理論とは何か、ということを幾何学として以下のように定式化する。

この定式化はG.Segalによるものである。（すべての公理を厳密に列挙することは意

図していない。特徴的な性質のみを拾い上げることにする。）

共形場理論とはコンパクトリーマン面の不変量を与える枠組で、次のような性質を

持つものである。

(1) 境界のないコンパクトリーマン面Σに対する不変量Z(Σ)はC に値を持つ。

(2) S1に対して無限次元ベクトル空間HS1を対応させる。

(3) 境界のないコンパクトリーマン面Σを

Σ = Σ1 ∪i Σ2

と分解する。但し i:S1 → ∂Σ1は向きを保つ同一視とする。このとき境界付きリー

マン面Σ1に対しても不変量

Z(Σ1, i) ∈ H
∗
S1 但しH∗S1はHS1の双対空間

が定義される。一方 i:S1 → ∂Σ2は向きを逆にする同一視であるから、このとき境

界付きリーマン面Σ2に対する不変量

Z(Σ2, i) ∈ HS1
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が定義される。そして

Z(Σ) = 〈Z(Σ1, i), Z(Σ2, i)〉

を満たす。

以上共形場理論の特徴を述べたが、その形式は位相的場の理論と全く同じである。

違いは、位相的場の理論では多様体の不変量がその位相構造のみで決まるのに対し

て、共形場理論では多様体の不変量がその共形構造（実 2次元のものだけ考えている

ので複素構造）により決まるということである。

以下このノートでは、ＷＺＷモデルという共形場理論を構成して、その性質を調べ

る。2章で経路積分を用いてＷＺＷモデルを構成する。このとき基本となる考え方は

幾何学的量子化である。幾何学的量子化については牛腸氏の解説を参照されたい。こ

の章ではループ群を幾何学的量子化して、それによって得られた無限次元ベクトル空

間のベクトルとして境界付きリーマン面の不変量を構成する。その際、経路積分が用

いられる。3章ではループ群 LGの中心拡大の性質を調べる。4章では、2章で経路

積分によって構成されたＷＺＷモデルを数学的に厳密に再構成するための手がかりを

探す。具体的にはＷＺＷモデルのゲージ対称性を調べることが中心で、その結果、問

題を無限次元の幾何から有限次元の幾何に reduceすることが出来る。その際、ＷＺ

Ｗモデルが‘ 正則な理論 ’と‘ 反正則な理論 ’に分解されること、‘ 正則な理論 ’が

リーマン面上のベクトル束のモジュライ空間と深い関係があること、などが明らかに

なる。
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2 ＷＺＷモデルの経路積分による構成

以下レベルと呼ばれる正の整数 k ∈ Z>0と単連結リー群G = SU(2)を固定する。こ

の章ではレベル kの SU(2)ＷＺＷモデルと呼ばれる共形場理論を経路積分により構

成する。主なテーマはループ群を幾何学的量子化することである。すなわち境界付き

リーマン面の不変量を定式化しようとすると、自然にループ群を幾何学的量子化する

ことが必要になること、そしてその量子化をどのように実行するかということを述べ

てゆく。

2.1 境界のないコンパクトリーマン面に対する不変量

Σを境界のないコンパクトリーマン面とする。もちろんΣ上の複素構造を考えている。

この節ではΣの不変量Zk(Σ) ∈ Cを定義する。

まずなめらかな写像 f : Σ → Gに対して e−SWZW (f) ∈ Cを次のように定義する。

e−SWZW (f) = e

√
−1k
4π

∫
Σ
Tr(f−1∂f∧f−1∂̄f)+

√
−1k
12π

∫
B
Tr(f̃−1df̃)3,

但し BはΣを境界に持つ向き付けられたコンパクト 3次元多様体で、f̃ は fの拡張、

すなわち

f̃ :B → G かつ f̃ |Σ = f

を満たす。すると

−1

24π2

∫
B
Tr(f̃−1df̃)3 ∈ R/Z

はB, f̃の取り方によらずにwell definedとなる。この項はWess-Zumino項と呼ばれ

ている。以上より e−SWZW (f) ∈ Cもwell definedとなる。このときΣの不変量Zk(Σ)

を

Zk(Σ) =
∫
f :Σ→G

e−SWZW (f)Df ∈ C

により‘ 定義 ’する。
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注意 1. 写像 f : Σ → GをΣ上の‘場’と呼ぶ。また写像全体の空間 {f : Σ → G}を場

の全体のなす空間と呼ぶ。Σの不変量は汎関数

SWZW : {f : Σ → G} → C/2π
√
−1Z

を eの肩にのせて場の全体の空間で積分したものである。

注意 2. 写像 f : Σ→ Gに対して、そのエネルギーE(f)は

E(f) = −
√
−1
∫
Σ
Tr(f−1∂f ∧ f−1∂̄f)

であった。

注意 3. Zk(Σ)の定義式より、Zk(Σ)はΣの複素構造（共形構造）により定められる

と考えられる。したがってこの経路積分から出発して構成された理論が、1章の意味

での共形場理論となることが期待される。

e−SWZW (f)の簡単な性質を 1つまとめておく。

補題 2.1. Σを境界のないコンパクトリーマン面、f, g: Σ→ Gとする。このとき

e−SWZW (fg) = e−SWZW (f)e−SWZW (g)e−
√
−1k
2π

∫
Σ
Tr(f−1∂̄f∧∂gg−1)

が成立する。

証明. 単なる計算なので省略する。
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2.2 境界付きリーマン面の不変量への拡張に向けて

この節では境界付きリーマン面の不変量を定義するためには、何をすればよいのか

を考える。そのためにChern-Simonsゲージ理論の概念との対応関係を見ることにす

る。Chern-Simonsゲージ理論については牛腸氏の解説を参照されたい。

Chern-Simonsゲージ理論は、コンパクトで向き付けられた 3次元多様体の不変量

を与える位相的場の理論である。Mを境界のないコンパクトで向き付けられた 3次元

多様体とする。このときM上の場は自明バンドルE =M ×C2上のG = SU(2)接続

で、場全体のなす空間はE上のG接続全体の空間AMである。Mの位相不変量は

Chern-Simons汎関数:AM → R/Z

を eの肩にのせたものをAM上で積分することにより得られる。

M =M1 ∪ΣM2

と分解するとき、M1は境界Σを持つ 3次元多様体である。このときM1の位相不変量

はE|Σ上のG接続全体の空間AΣ上のある直線束の切断として実現される。

ＷＺＷモデルでは、AMに対応するものは写像の空間 {f : Σ → G}である。した

がって、

Σ = Σ1 ∪i Σ, i:S1 → ∂Σ1

とするとき、Σ1の不変量は {γ:S1 → G}上の直線束の切断として実現される。すな

わちΣ1の不変量Zk(Σ1, i)はループ群LG 上の直線束の切断として実現される。

AΣは可縮なので、その上の直線束は位相的には自明となり、そのために記述が容

易であった。一方ＷＺＷモデルにおいて LG上のねじれた直線束が必要となるので、

その記述に工夫を要する。実はこの記述方法とWess-Zumino項に深い関係があるの

だが、その様子を次第に明らかにしてゆきたい。
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2.3 直線束の記述

この節では一般の単連結な多様体上の直線束を記述する方法を述べる。Mを単連結

な多様体とする。LをM上の直線束とする。L上に接続∇ を固定し、その第 1Chern

型式をωとする。x0 ∈Mを固定する。p: [0, 1] →Mを x0を始点とするM内の道とす

る。u ∈ Lx0 に対して (p, u)ω ∈ Lp(1)によって、u ∈ Lx0を始点とする道 pに沿って平

行移動をしたときの終点を表す。このとき次が成立する。

補題 2.3.

p, p′: [0, 1] →M, p(0) = p′(0) = x0, p(1) = p′(1), u, u′ ∈ C

とする。このとき

(p, u)ω = (p′, u′)ω ⇐⇒ u = u′e2π
√
−1
∫
A
ω,

但しA ⊂Mは 2次元円板で∂A = p′ ∗ p−1を満たすものとする。

この補題を逆手にとって、直線束を次のように記述する。

Mを単連結多様体とし、基点 x0 ∈ Mを固定する。ωをM上の閉 2formで [ω] ∈

H2(M ;Z)を満たすものとする。このとき

L = {(p, u)ω|p: [0, 1]→M, p(0) = x0, u ∈ C}/ ∼,

と定義する。ここで

(p, u)ω ∼ (p′, u′)ω ⇐⇒ p(1) = p′(1), u = u′e2π
√
−1
∫
A
ω,

但しA ⊂ Mは 2次元円板で∂A = p′ ∗ p−1を満たすものとする。このとき LはM上

の直線束で自然な接続を持つ。しかもその第 1Chern型式はωとなる。このM上のω

から構成される直線束Lを

L = line(M,ω)
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と書く。

最後にLと L∗ = line(M,−ω)との自然な pairingを記述しておく。

(p, u)ω ∈ Lp(1), (p, v)−ω ∈ L
∗
p(1)

に対して

〈(p, u)ω, (p, v)−ω〉p(1) = uv

と定義する。この定義がwell definedであることは、容易に確かめられる。

2.4 境界に対応させられるベクトル空間

この節ではループ群 LG上の直線束と境界 S1に対応させられる無限次元ベクトル空

間 HS1を定義する。そのために G = SU(2)上の閉 3formσを次のように定議する。

g ∈ Gに対し

σat g =
−1

24π2
Tr(g−1dg)3

このとき [σ]はH3(G;Z) ∼= Zの生成元であることが知られている。

次にLG上の閉 2formωWZWを定義する。

φ:LG× S1 → G

を evaluation mapとするとき、

ωWZW =
∫
S1
φ∗σ

により定めると、定義よりωWZWはLG上の閉2formであって、[ωWZW ]はH2(LG;Z)

を生成する。さらにωWZWは自然にLGC（但し

GC = SL(2,C)）に拡張されることもわかる。

LGCは単連結かつ lωWZW（l ∈ Zを 1つ固定する）は LGC上の閉 2formで、かつ

[lωWZW ] ∈ H2(LGC;Z) であるから 2.3節の方法により LGC上の直線束 LlWZWが構
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成される。すなわち

LlWZW = line(LGC, lωWZW )

と定義する。さらに境界 S1に対応させられるベクトル空間をLkWZW （k ∈ Z>0はレ

ベル）の正則切断の空間、すなわち

HS1 = H0(LGC,LkWZW )

と定義する。もちろんHS1は無限次元である。HS1の構造は 4章で論じられる。

2.5 境界付きリーマン面に対する不変量－目標

この節では境界付きリーマン面に対する不変量を定義するために必要な数学的事項を

整理する。境界のないコンパクトリーマン面Σを

Σ = Σ1 ∪i Σ2

と分解する。但し i:S1 → ∂Σ1を向きを保つ同一視とする。このとき

Zk(Σ1, i) ∈ H
∗
S1, Zk(Σ2, i) ∈ HS1

を経路積分を用いて表したい。

そのために

f : Σ1 → GC, f ◦ i = γ ∈ LGC

g: Σ2 → GC, g ◦ i = γ ∈ LGC

に対して

e−SWZW (f) ∈ L−kWZW at γ = (LkWZW at γ)
∗

e−SWZW (g) ∈ LkWZW at γ
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を

〈e−SWZW (f), e−SWZW (g)〉γ = e−SWZW (f∪g)

となるように定義したい。ここで 〈 , 〉γはL−kWZW at γとLkWZW at γの自然なpairing、

f ∪ gは自然な写像

f ∪ g: Σ = Σ1 ∪ Σ2 → GC

である。

もしこのような定義ができたならγ ∈ LGに対して

Zk(Σ1, i)(γ) =
∫
f :Σ1→G,f◦i=γ

e−SWZW (f)Df ∈ L−kWZW at γ

Zk(Σ2, i)(γ) =
∫
g:Σ2→G,g◦i=γ

e−SWZW (g)Dg ∈ LkWZW at γ

となり、それぞれZk(Σ1, i)はL−kWZW |LG、Zk(Σ2, i)はLkWZW |LGの切断となる。さ

らに

〈Zk(Σ1, i), Zk(Σ2, i)〉 =
∫
LG
〈Zk(Σ1, i)(γ), Zk(Σ2, i)(γ)〉Dγ

= Zk(Σ1 ∪ Σ2)

を満たす。

最後に Zk(Σ1, i), Zk(Σ2, i)が LGC上に自然に拡張されることを示せば、少なくと

も経路積分のレベルでは、ＷＺＷモデルという共形場理論が構成されたことになる。
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2.6 Polyakov-Wiegmannの公式

2次元円板

D = {z ∈ C||z| ≤ 1}

と境界の同一視

i: {|z| = 1} → D, 自然な埋めこみ

を固定する。この節では

a:D → GC, a(0) = e

（以後 a: (D, 0) → (GC, e)と書く。）

に対し

e−SWZW (a) ∈ L−k
WZW at γa=a◦i∈LGC

を定義して、その性質を調べる。

a: (D, 0) → (GC, e)に対してLGC内の道

Pa: [0, 1] → LGC

を次のように定義する。すなわち r ∈ [0, 1]を固定するとき

Pa(r): {|z| = 1} → GC

を e
√
−1θ ∈ {|z| = 1}に対して

Pa(r)(e
√
−1θ) = a(re

√
−1θ)

と定義する。このとき

Pa(0) = e ∈ LGC, Pa(1) = γa = a ◦ i ∈ LGC
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であるから、e−SWZW (a)を

e−SWZW (a) = (Pa, e
√
−1k
4π

∫
D
Tr(a−1∂a∧a−1∂̄a))−kωWZW ∈ L−kWZW at γa

と定義する。

e−SWZW (a)の変換則を調べておく。これは Polyakov-Wiegmannの公式と呼ばれて

いる。

定理 2.6. (Polyakov-Wiegmann)

a, b: (D, 0) → (GC, e)

とする。aは∂Dの近傍で恒等的に eへの写像とする。

(1) さらに

ā: Σ → GC

を次のように定義する。Σを境界のないコンパクトリーマン面とし、埋めこみD ⊂ Σ

を固定する。āは aをΣ \ Dには eへの恒等写像として拡張したものとする。この

とき

e−SWZW (ā) ∈ C

はΣ、あるいは埋めこみD ⊂ Σの取り方によらずにwell defined である。

(2) さらにこのとき

e−SWZW (ab) = e−SWZW (ā)e−SWZW (b)e−
√
−1k
2π

∫
D
Tr(a−1∂̄a∧∂bb−1)

が成立する。ここで

e−SWZW (ab), e−SWZW (b) ∈ L−k
WZW at γb=b◦i∈LGC

である。
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2.7 境界付きリーマン面に対する不変量の定義

境界のないコンパクトリーマン面Σを

Σ = D ∪i Σ2

と分解する。ここでD = {|z| ≤ 1}を 2次元円板、i: {|z| = 1} → Dを自然な埋めこ

みとする。

f : Σ2 → GCに対して、

e−SWZW (f) ∈ LkWZW at γf=f◦i∈LGC

を次のように定義する。

b: (D, 0) → (GC, e)

を

b ∪ f : Σ = D ∪ Σ2 → GC

がなめらかになるように 1つ固定する。このとき

e−SWZW (b) ∈ L−kWZW at γf
, e−SWZW (b∪f) ∈ C

が定まっているので

〈e−SWZW (b), e−SWZW (f)〉γf = e−SWZW (b∪f)

を満たすように定義する。これは補題 2.1と定理 2.6によって bの取り方によらずに

well definedであることがわかる。

そこでΣ2の不変量Zk(Σ2, i)をLkWZWの切断として次のように定義する。すなわち

γ ∈ LGCに対して、f : Σ2 → GCで f ◦ i = γとなるものを固定し、

Zk(Σ2, i)(γ) =
∫
f :Σ2→GC,f◦i=γ

e−SWZW (fg)Dg ∈ LkWZW at γ∈LGC

-12-



118

とする。このようにZk(Σ2, i)がLkWZWの切断として実現されたが、これが正則な切

断となる根拠は私にはよくわかりません。とにかくこれが正則な切断であると信じて

話をすすめてゆくことにする。以上でひとまずＷＺＷモデルが経路積分を用いて、構

成されたわけである。

このようなループ群の幾何学的量子化としてＷＺＷモデルの基礎づけを行なう、とい

うことはGawedzki[G]に始まる。彼はLkWZW , e
−SWZW (f)などをDeligne cohomology

というきわめて抽象的な概念を用いて定式化した。彼の理論はBrylinskiによって一

般化されて、最近教科書として出版された [B]。このノートではLkWZW , e
−SWZW (f)な

どを幾何学的に直接構成することを試みた。その結果 Zk(Σ2, i)のゲージ不変性を確

立することができた。これは 4章で論じられる。

3 ループ群の中心拡大

この章ではループ群の中心拡大を記述し、その性質を調べる。

3.1 リー群の中心拡大

この節では一般の単連結リー群の中心拡大を記述する。Gを単連結リー群とする。ω

を左不変な G上の閉 2formで、[ω] ∈ H2(G;Z) とする。このとき Gの C×による中心

拡大Ĝ、すなわち

1→ C× → Ĝ → G → 1 完全列

を次のように定義する。まずĜを集合として次のように定義する。考え方は直線束を

記述したときとまったく同じである。

Ĝ = {(p, u)ω|p: [0, 1] → G, p(0) = e, u ∈ C×}/ ∼,

と定義する。ここで

(p, u)ω ∼ (p′, u′)ω ⇐⇒ p(1) = p′(1), u = u′e2π
√
−1
∫
A
ω,
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但しA ⊂ Gは 2次元円板で∂A = p′ ∗ p−1を満たすものとする。次にĜの群構造を以下

のように定義する。[(p, u)ω] によって (p, u)ωの定める同値類を表す。

[(p1, u1)ω] ∗ [(p2, u2)ω] = [(p1 ∗ p1(1)p2, u1u2)ω]

この群構造がwell definedであることは、ωが左不変であることから保証される。こ

の Gのωを用いて定義された中心拡大Ĝを

Ĝ = gp(G, ω)

と書く。

最後に dualな中心拡大との自然な pairingの性質を 1つ述べておく。リー群 Gと左

不変 2formωを上と同様に取り、

Ĝω = gp(G, ω)

と定義する。一方

Ĝ−ω = gp(G,−ω)

とする。このとき 2.3節と同様に

(p, u)ω ∈ Ĝω, (p, v)−ω ∈ Ĝ−ω

に対して自然な pairing

〈(p, u)ω, (p, v)−ω〉 = uv

が定義される。この pairingの性質を 1つまとめておく。自然な射影

Ĝω → G, Ĝ−ω → G

をいずれもπと書く。
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補題 3.1.

ai ∈ Ĝω, bi ∈ Ĝ−ω, π(ai) = π(bi) (i = 1.2)

とする。このとき

〈a1a2, b1b2〉 = 〈a1, b1〉〈a2, b2〉

が成立する。

3.2 ループ群上の左不変な閉 2form

3.1節の方法でループ群LGCの中心拡大を得るためには、LGC上の左不変な 2formが

必要であった。2.4節で構成した LGC上の 2form ωWZWは残念ながら左不変ではな

い。この節ではある左不変な 2form ωinvを定義して、ωWZWとの関係を調べる。

Gのリー環を gとするとき、LGCのリー環は

LgC = {ξ:S1 → gC}

である。LGCの接バンドルの自明化

TLGC = LGC × LgC

を左不変ベクトル場によって与える。この自明化により、任意のγ ∈ LGCに対して、

同一視

TγLG
C ∼= LgC

が与えられたことになる。

LGC上の左不変 2formωinvを次のように定義する。すなわちξ, η ∈ LgCに対して、

ωinv(ξ, η) =
−1

4π2

∫ 2π

0
Tr(ξ

dη

dθ
)dθ

と定義する。任意のγ ∈ LGCに対して、TγLGC ∼= LgCと見なしているから、これは

左不変 2formである。
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次に LGC上の 1formαを次のように定義する。γ ∈ LGC, ξ ∈ LgC ∼= TγLG
C に対

して、

αγ(ξ) =
1

8π2

∫ 2π

0
Tr(γ−1

dγ

dθ
ξ)dθ

と定義する。このとき次が成立する。

命題 3.2.

ωinv = ωWZW + dα

3.3 ループ群の中心拡大

l ∈ Zとするとき

L̂GCl = gp(LGC, lωinv)

によりループ群の中心拡大を定義する。この節の目的はL̂GC−k の積構造を具体的に記

述することである。

2.6節と同様に a: (D, 0) → (GC, e)に対して

e−Sinv(a) ∈ L̂GC−kat γa=a◦i∈LGC

を

e−Sinv(a) = (Pa, e
√
−1k
4π

∫
D
Tr(a−1∂a∧a−1∂̄a))−kωinv

と定義する。このとき次が成り立つ。

命題 3.3.

a, b: (D, 0) → (GC, e)

とする。このときL̂GC−kの元として

e−Sinv(ab)e
2π
√
−1k
∫
Pab

α

= e−Sinv(a)e
2π
√
−1k
∫
Pa

α
e−Sinv(b)e

2π
√
−1k
∫
Pb

α

× e−
√
−1k
2π

∫
D
Tr(a−1∂̄a∧∂bb−1)
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が成立する。

4 ゲージ対称性

2章では経路積分を用いてＷＺＷモデルを構成した。すなわち 2.7節のように境界の

ないリーマン面Σを

Σ = D ∪i Σ2

と分解するとき、境界付きリーマン面の不変量を

Zk(Σ2, i) ∈ HS1 = H0(LGC,LkWZW )

として構成した。

この章のテーマは経路積分を用いて構成されたＷＺＷモデルを数学的に厳密に構成

する手がかりを見出すことである。もし経路積分が数学的に正当化されたならば、Ｗ

ＺＷモデルも数学的に構成されるであろう。しかし経路積分は本当に正当化されるか

どうかわからないし、もしされるとしてもずっと先のことであろう。

そこで我々は経路積分を正当化することはあきらめて、別の方法を考える。おおら

かに経路積分の存在を認めて、Zk(Σ2, i)の性質を調べるのである。具体的にはΣ2上

のゲージ群がHS1に作用し、その作用に関して Zk(Σ2, i)が不変になることを示す。

HS1は無限次元であるが、ゲージ群の作用に関して不変な部分空間は有限次元とな

り、我々は問題を有限次元のところまで帰着することができるようになるのである。

ゲージ群の作用についてもう少し詳しく述べると、ゲージ群はHS1に左右両方から

作用する。この左右の作用によって、ＷＺＷモデルが‘正則な理論’と‘反正則な理

論’に分解されることがわかる。さらに‘正則な理論’がリーマン面上のベクトル束

のモジュライ空間と密接な関係を持っていることも明らかになってくる。この章では

これらのことも、次第に説明してゆきたい。
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4.1 ループ群の中心拡大の直線束への作用

l ∈ Zを固定する。この節ではループ群の中心拡大L̂GCl の直線束 LlWZWへの作用を

定義する。命題 3.2

ωinv = ωWZW + dα

を思い出そう。この LGC上の 3つの 2formに応じて、それぞれLGC 上の直線束

Llinv = line(LGC, lωinv),

LlWZW = line(LGC, lωWZW ),

Llα = line(LGC, ldα)

を定義しておく。

Llαは自然な自明化

Llα = LGC × C

を持っている。すなわちこの自明化に関しLlα上の自然な接続∇αは

∇α = d− 2π
√
−1lα

と表される。2.3節の方法で (p, u)ldαと記述されたLlα の点は上の自明化によって

(p(1), e
2π
√
−1l
∫
p
α
)

と表される。以後 Llαの点は、この自明化に関して記述する。

命題 3.2より自然な同型

LlWZW ⊗ Llα
∼= Llinv

がある。たとえばこの同型によって、

(p, u)lωWZW ⊗ (p(1), e
2π
√
−1l
∫
p
α
)
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は

(p, u)lωinv

に写される。少々人為的に見えるかも知れないが、同型写像

Ψ:LlWZW → Llinv

を

Ψ(x) = x⊗ (π(x), 1) ∈ LlWZW ⊗ Llα
∼= Llinv

と定義する。ここでπ:LlWZW → LGCは自然な射影である。

L̂GCl はLlinvの主束であるから、L̂G
C
l はLlinvに自然に作用する。L̂G

C
l のLlWZWへの

作用を t ∈ L̂GCl , x ∈ LlWZWに対して

tx = Ψ−1(tΨ(x)) ∈ LlWZW

により定義する。
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4.2 ゲージ群の作用の持上げ

この節では 2.7節と同様に

Σ = D ∪i Σ2

という状況を考える。このときΣ2上のゲージ群

hol(Σ2, G
C) = {f : Σ2 → GC 正則 }

は自然な埋めこみ

hol(Σ2, G
C) → LGC

によって左右からLGCに作用している。この節ではまずゲージ群のLGCへの作用を

LkWZWへの左作用に持ち上げることを考える。そのために埋めこみ

î: hol(Σ2, G
C)→ L̂GCk

を f ∈ hol(Σ2, G
C)に対し、

î(f) = Ψ(e−SWZW (f))

によって定義する。このとき次がわかる。

定理 4.2. îは単射準同型写像である。

証明. 単射性は明らかなので、準同型であることを示す。

f, g ∈ hol(Σ2, G
C)とする。

a, b: (D, 0) → (GC, e)

をそれぞれ a ∪ f, b ∪ gがΣ上なめらか（もちろん正則でなくてよい。）になるように

取る。また自然な同型

L−kinv
∼= L−kWZW ⊗ L−kα
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が

e−Sinv(a) �→ e−SWZW (a) ⊗ (a ◦ i, e−2π
√
−1k
∫
Pa

α
)

と書けることを注意しておく。このとき

〈e−Sinv(ab)e
2π
√
−1k
∫
Pab

α
, î(f )̂i(g)〉

=〈e−Sinv(a)e2π
√
−1k
∫
Pa

α
e−Sinv(b)e

2π
√
−1k
∫
Pb

α
, î(f )̂i(g)〉

× e−
√
−1k
2π

∫
D
Tr(a−1∂̄a∧∂bb−1)

=〈e−Sinv(a)e2π
√
−1k
∫
Pa

α
, î(f)〉〈e−Sinv(b)e

2π
√
−1k
∫
Pb

α
, î(g)〉

× e−
√
−1k
2π

∫
D
Tr(a−1∂̄a∧∂bb−1)

となる。上で命題 3.3と補題 3.1を用いた。ところで

〈e−Sinv(a)e2π
√
−1k
∫
Pa

α
, î(f)〉

=〈e−SWZW (a) ⊗ (a ◦ i, 1), e−SWZW (f) ⊗ (f ◦ i, 1)〉

=〈e−SWZW (a), e−SWZW (f)〉

=e−SWZW (a∪f)

同様に

〈e−Sinv(b)e
2π
√
−1k
∫
Pb

α
, î(g)〉 = e−SWZW (b∪g)

したがって

〈e−Sinv(ab)e
2π
√
−1k
∫
Pab

α
, î(f )̂i(g)〉

=e−SWZW (a∪f)e−SWZW (b∪g)e

√
−1k
2π

∫
D
Tr(a−1∂̄a∧∂bb−1)

=e−SWZW (a∪f)(b∪g)

=e−SWZW (ab∪fg)
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ここで fが正則なことと補題 2.1とを用いた。一方

〈e−Sinv(ab)e
2π
√
−1k
∫
Pab

α
, î(fg)〉 = e−SWZW (ab∪fg)

であったから

〈e−Sinv(ab)e
2π
√
−1k
∫
Pab

α
, î(f )̂i(g)〉 = 〈e−Sinv(ab)e

2π
√
−1k
∫
Pab

α
, î(fg)〉

が結論され、

î(f )̂i(g) = î(fg)

を得る。

4.3 ゲージ不変性

この節も引き続き 2.7節と同様に

Σ = D ∪i Σ2

という状況を考える。このときΣ2の不変量 Zk(Σ2, i) は直線束 LkWZWの切断とし

て実現されていたことを思い出そう。この節では前節で構成したΣ2上のゲージ群

hol(Σ2, G
C) の LkWZWへの左作用に関して Zk(Σ2, i)が不変であることを示す。これ

を示すための基礎となる数学的な事実は次のことである。

定理 4.3.

f ∈ hol(Σ2, G
C)

g: Σ2 → GC なめらかな写像

とする。このとき

î(f)e−SWZW (g) = e−SWZW (fg)
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が成立する。

証明. 定理 4.2の証明と同様に

a, b: (D, 0) → (GC, e)

をそれぞれ a ∪ f, b ∪ gがΣ上なめらかになるように取る。あとは

〈e−SWZW (ab), î(f)e−SWZW (g)〉 = 〈e−SWZW (ab), e−SWZW (fg)〉

を示せばよいのであるが、これも定理 4.2の証明と同様にできる。詳しくは [K]参

照。

‘ 系 ’4.3. （これは数学の命題ではない）

Zk(Σ2, i)はゲージ群の左作用に関し不変である。

‘ 証明 ’.

f ∈ hol(Σ2, G
C)

g, h: Σ2 → GC なめらかな写像

とする。さらに

γg = g ◦ i, γf = f ◦ i ∈ LGC

とする。このとき

Zk(Σ2, i)(γfγg) =
∫
h:Σ2→GC,h◦i=e

e−SWZW (fgh)Dh

=
∫
h:Σ2→GC,h◦i=e

î(f)e−SWZW (gh)Dh

= î(f){Zk(Σ2, i)(γg)}

となり、‘ 証明 ’が終わった。
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以上ゲージ群hol(Σ2, G
C)の左作用を論じてきたが、右作用も同様に定義できる。

f ∈ hol(Σ2, G
C)の右作用を x ∈ LkWZW に対して

x �→ Ψ−1(Ψ(x)Ψ(e−SWZW (f∗))) ∈ LkWZW

と定義する。このときこのゲージ群の右作用に関して Zk(Σ2, i)は不変になることが

わかる。

4.4 conformal block

今まで我々が得た結論をまとめておく。2.7節のように境界のないリーマン面Σ を

Σ = D ∪i Σ2

と分解したとき、その不変量

Zk(Σ2, i) ∈ HS1 = H0(LGC,LkWZW )

がゲージ群hol(Σ2, G
C)の両側からの作用に関して不変であった。

HS1の構造を復習しておく。L
k
WZWに両側からL̂G

C
kが作用していたから、HS1にも

両側からL̂GCkが作用する。

Pk = {0,
1

2
, . . . ,

k

2
}

とおく。これはL̂GCkの既約な lowest weight表現全体である。表現 j ∈ Pkの表現空間

をHjと書く。このとき次の事実が知られている。これはPeter-Weylの定理のループ

群 versionである。

定理 4.4. [FGK] 両側L̂GCk加群として

HS1 ≈
∑
j∈Pk

Hj ⊗Hr
j
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が成立する。

注意. ≈とは少なくとも lowest weight加群の部分に関しては等しい、ということで

ある。（この章はお話なのであまり細かいことは気にしないで下さい。）Hj ⊗Hr
jとは

HjがL̂GCkの左作用を、H
r
jが右作用を受け持つ、ということである。

ところで

CBk(Σ2, i; j) = {v ∈ Hj |vは左hol(Σ2, G
C)不変 }

CBr
k(Σ2, i; j) = {v ∈ Hr

j |vは右hol(Σ2, G
C)不変 }

と定義する。Zk(Σ2, i) ∈ HS1は両側hol(Σ2, G
C)不変であったから、HS1の分解に応

じて

Zk(Σ2, i) =
∑
j∈Pk

a
(ν)
j ⊗ b

(ν)
j ,

但し a
(ν)
j ∈ CBk(Σ2, i; j), b

(ν)
j ∈ CBr

k(Σ2, i; j) 、と書かれる。実は

CBk(Σ2, i; j), CB
r
k(Σ2, i; j)は conformal blockの空間と呼ばれているものである。上

の定義は [TUY]の conformal blockの空間（の双対空間）の定義と本質的に同じであ

る。そしてZk(Σ2, i)が上のように分解されるということことが、ＷＺＷモデルが‘正

則な理論’と‘反正則な理論’に分解されることを意味している。実はCBk(Σ2, i; j),

CBr
k(Σ2, i; j)は有限次元なのでZk(Σ2, i)を有限次元にまで制限することができたわ

けである。以上のようにゲージ不変性から conformal blockという概念が自然に生じ

てくることが説明された。
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4.5 パラボリックベクトル束のモジュライ空間との関係

この節では、前節で定義した conformal blockの空間CBk(Σ2, i; j)がパラボリックベ

クトル束のモジュライ空間上のある正則直線束の正則切断の空間として実現されるだ

ろう、という予想の根拠を述べる。

ところでL̂GCkの表現Hjは LGC/B+LGC 上のある正則直線束 L(k,j)の正則切断の

空間

H0(LGC/B+LGC,L(k,j))

として実現されることが知られている [PS]。但しB ⊂ GCはGCのBorel部分群とす

るとき

B+LGC = {f :D → GC正則, f(0) ∈ B}

と定義される。これはループ群のBorel部分群と考えられる。

conformal blockの空間CBk(Σ2, i; j)はH0(LGC/B+LGC,L(k,j))のhol(Σ2, G
C)不

変な部分空間、すなわち

CBk(Σ2, i; j) = H0(LGC/B+LGC,L(k,j))
hol(Σ2,G

C)

≈ H0(hol(Σ2, G
C)\LGC/B+LGC, hol(Σ2, G

C)\L(k,j))

であった。Σ = D ∪ Σ2におけるDの原点を Pとする。ところで

hol(Σ2, G
C)\LGC/B+LGC

は

(Σ上の正則ベクトル束, Pにおける fiberの flag)

という組の同型類である。これはΣ上のパラボリックベクトル束の同型類である [MS]。

以上より CBk(Σ2, i; j)は安定パラボリックベクトル束のモジュライ空間上のある正

則ベクトル束の正則切断の空間として実現されることが期待される。
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4.6 おわりに

以上経路積分を用いてＷＺＷモデルを構成し、そのゲージ対称性を調べることによっ

て境界付きリーマン面の不変量 Zk(Σ2, i)が conformal blockの空間の元の組合わせ

として表されることがわかった。次の問いはZk(Σ2, i)が conformal block空間の元の

どのような組合わせとして表されるか、ということである。これに関して少しだけお

話として述べることにする。

Σ2の複素構造と、境界の同一視 i:S1 → ∂Σ2 を動かして、これらのモジュライ空

間をMとする。すなわちMの点 (Σ2, i)を 1つ決めると、conformal blockの空間

CBk(Σ2, i; j)が決まるわけである。M上の自明なベクトル束M×Hjの部分束

Fj ⊂M×Hj

をFjの (Σ2, i) ∈Mにおける fiberがCBk(Σ2, i; j)となるように定義する。ところで

Fjに自然な（射影）平坦接続が定まることがわかる。さらに境界付きリーマン面の

不変量Zkは自明束 ⊕
j∈Pk

M×Hj ⊗Hr
j

の切断と考えられるが、実は ZkはM×HjとM×Hr
jの（射影）平坦切断の組合わ

せとして表される。ZkはM上で 1価であるはずなので、平坦切断の組合わせ方にも

大きな制限がつけられる、という具合にZkが限定されてゆく。

以上の理由などからも Fj上の自然な（射影）平坦接続の構成、およびそのモノド

ロミーの決定が共形場理論の重要なテーマとなる。実はMがある意味で flag多様体

と思える、というのが（ＷＺＷモデルに限らず）共形場理論の基本原理の 1つで、こ

のことから Fj上に自然な接続が入るようである。これらのことに関しては土屋先生

の解説を参照して下さい。

最後になりましたがこのような機会を与えた下さった深谷賢治先生、このノートを

書くにあたって有益な助言をくれた牛腸徹氏に感謝の意を表したいと思います。
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代数幾何学の立場から見た mirror symmetry

小林 正典

東京工業大学理学部数学教室

Introduction

近年の素粒子物理学、特に超弦理論によると、素粒子はもはや点ではなく円周 S1

であって、時間が経つにつれて移動することにより曲面を描く。その ambient space

である宇宙ももはや 4次元ではなく、26次元あるのだという。そのうち 6次元は非常

に小さいコンパクト多様体で、Calabi-Yau threefoldと呼ばれる 3次元複素多様体に

なる。

一方、代数幾何学の方でも、極小モデルの一般論が 3次元で解決し、いよいよ個々の

多様体の幾何、モジュライの記述へと目が向けられていた。特に、Calabi-Yau threefold

は重要な対象である。

その折りも折り、相異なるCalabi-Yau threefoldの間にmirror symmetryという摩

訶不思議な関係がありそうだという話が物理から舞い込んできた。経路積分を用いた

方法で、代数幾何、それも分類理論に関わる場所に何らかの予言がなされるとは、寝

耳に水であった。

本稿では、いまだ確立されていないmirror symmetryの現状について、主に代数幾

何の観点から述べる。

本稿の内容であるが、第１章では主たる対象であるCalabi-Yau 多様体について述

べる。第２章ではmirror symmetryの歴史を振り返る。第３章では SCAの表現論と

して、第４章では幾何的にmirror symmetryについて概説する。第５章ではBatyrev

による toric mirror symmetryについて述べる。

原稿を書く間暖かく励まし続けて下さった深谷賢治氏、大野浩司氏、松下大介氏に

感謝します。
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Notation

本稿を通じて、以下のように記号を定める。

N,Z,Q,R,C : それぞれ正の整数の集合、整数環、有理数体、実数体、複素数体。

T = (C∗)d : d次元代数的トーラス。

Pn : n次元複素射影空間。

P(a0, · · · , an) : 重み a0, · · · , anの重射影空間。すなわち、Pn の 群 Z/a0Z ×

· · · × Z/anZ の自然な対角作用による商。但し、ai ∈ N であり、簡単のため

g.c.d.(a0, · · · an) = 1 とする。

以下、XをC 上の d次元 normal varietyとする。

OX : X の構造層。

Ωi
X : X の正則 i形式の成す層。

KX : X の標準因子。

hp,q = h
p,q
X = dimCHq(M,Ωp

X) : Xの (p, q)-Hodge数。

1. Calabi-Yau 多様体

代数幾何についての一般的なことに関しては、[Hartshorne77, GH78]、分類理論・

極小モデルについては [KMM,Kawamata88,CKM88]が標準的なテキストである。こ

の章では全て複素数体上定義されていると仮定する。

1-1. Calabi-Yau 多様体の定義

Definition. X を d次元normal compact analytic varietyとする。X がCalabi-Yau

多様体であるとは、ここでは次の５つの条件を満たすときをいう。

(1) 非特異

(2) 射影的

(3) 単連結

(4) 標準束が trivial

(5) h0(M,Ωi
M ) = 0 (0 < i < d)
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これは微分幾何学で言うところの special unitary manifold（ホロノミー群がSU(n)

に reductできるRicci flat Kähler manifold）と同じである。従って、あえて違う名

で呼ばなくてもいいようなものであるが、Calabi-Yau 多様体といった時には、人に

より場合により、やや広い意味で使うことがある。

以下、主に d = 3とする。この場合、XをCalabi-Yau threefoldという。

特異点に関して言えば、超弦理論の側からは、商特異点を許してもよい。代数幾何

の側から言えば、特異点として terminal singularityあるいは canonical singularityを

許しても困らない場合が多く、極小モデル理論からみればむしろ自然である。（定義

については例えば [KMM]を参照）なお、3次元の terminal singularityは孤立特異点

であり、解析的にはC4の超曲面として書ける二重点、あるいはその有限巡回群によ

る商、という形をしている。

射影的という条件は、d = 3、非特異単連結の仮定の元では、Kählerと同値である。

超弦理論では是非とも必要な条件である。

単連結の条件は不正則数 q = h1(OX) が 0 と弱めることもある。同様に標準束の

条件も、ある正の整数倍が trivialでよいとすることもあるが、mirror symmetryの

観点からは現時点では適当ではないと思われる。

1-2. Hodge diamond

Calabi-Yau threefold X のHodge数 hp,q を並べると次の様になる：

1 0 0 1

0 h1,2 h2,2 0

0 h1,1 h2,1 0

1 0 0 1

（この表を斜めにしたものをその形から Hodge diamondと呼ぶ。）ここで、h2,2 =

h1,1、h1,2 = h2,1である。H1(O∗X)
∼= H2(ZX) より前者はXのPicard数 ρ に等しく、

H1(ΘX) ∼= H1(Ω2
X) より後者はXの複素構造の変形の次元に等しい。

Euler数 e = 2(h1,1−h2,1)の絶対値の 1/2 が世代数に等しく、観測によればそれは

3 であって欲しいので、当初は e = ±6 のCalabi-Yau threefoldを構成する努力がな

-3-



139

された。[AGKM, Yau-Tian85, Shoen88]

1-3. Calabi-Yau threefoldの例

(1) Fano多様体の中の非特異完全交叉

Fano多様体とは、その標準因子が ampleであるような代数多様体のことである。特

に、（重）射影空間の中の完全交叉がよく出てくるが、小木曽による次の定理がある。

Theorem [Oguiso91]. LをCalabi-Yau threefoldX（ただし、単連結の仮定は q = 0

でよい）の ample line bundle とする。h0(L) ≥ 2 のもとでは、重射影空間の中の一

般の完全交叉となる X は次のとおり。

(1) P4の中の非特異 5次超曲面（これを P4 ⊃ (5) と書くことにする）,

(2) P5 ⊃ (2) ∩ (4),

(3) P5 ⊃ (3) ∩ (3),

(4) P6 ⊃ (2) ∩ (2) ∩ (3),

(5) P7 ⊃ (2) ∩ (2) ∩ (2) ∩ (2),

(6) P(1, 1, 1, 1, 2) ⊃ (6),

(7) P(1, 1, 1, 1, 4) ⊃ (8),

(8) P(1, 1, 1, 2, 5) ⊃ (10),

(9) P(1, 1, 1, 1, 1, 3) ⊃ (2) ∩ (6),

(10) P(1, 1, 1, 1, 1, 2) ⊃ (3) ∩ (4),

(11) P(1, 1, 1, 1, 2, 2) ⊃ (4) ∩ (4),

(12) P(1, 1, 1, 2, 2, 3) ⊃ (4) ∩ (6)

(13) P(1, 1, 2, 2, 3, 3) ⊃ (6) ∩ (6)

射影空間の直積の中の完全交叉（CICY）もよく使われる。超曲面となるものは

(1) P4 ⊃ (5),

(2) P3 ×P1 ⊃ (4, 2),

(3) P2 ×P2 ⊃ (3, 3),
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(4) P2 ×P1 ×P1 ⊃ (3, 2, 2),

(5) P1 ×P1 ×P1 ×P1 ⊃ (2, 2, 2, 2)

がある。CICYは全て、deformationと small resolutionでつながる。[CGH90] ただ

し、small resolutionとは、例外集合の余次元が 2以上となる特異点解消をいう。

(2) Fano threefoldの分岐２重被覆

VをFano threefoldとし、その標準因子のmemberで特異点として高々nodeしか持

たないものBをとる。B で分岐する Vの二重被覆を取り、特異点を解消してCalabi-

Yau threefold X を得る。V として P3, B として様々な configulationを用いること

により、多くのCalabi-Yau threefoldの例が得られている。[Hirzebruch85]

(3) Kummer Calabi-Yau threefold[Beauville83-2]

E を Z/3Z を complex multiplicationに持つ楕円曲線とする。E ×E ×EをZ/3Z

の自然な対角作用で割り、27個の特異点を blow-upしてできた多様体を X とする。

X は rigidな（i.e.変形の次元が 0）Calabi-Yau threefoldである。

(4) Weierstrassモデル [Nakayama88]

Weierstrassモデルにおいてパラメータをうまくとると、elliptic fibrationを持つ

Calabi-Yau threefoldが構成できる。例えば、P2上の elliptic Calabi-Yau threefoldで

は、P(1, 1, 1, 6, 9) の 18次超曲面で実現され、Euler数は−540になる。

(5) 楕円曲面のファイバー積 [Shoen88]

P2 上に 9 点 P1, · · · , P9 で transversalに交わる 2つの 3次曲線 C1, C2をとる。Ci

の定義方程式を Fi(X, Y, Z) = 0 とする。P2 から P1 への有理写像 f を

f(X : Y : Z) = (F1(X, Y, Z) : F2(X, Y, Z))

で定めると、f は P1, · · · , P9 以外の点ではwell-definedである。P1, · · · , P9 で P2 を

blow-upしてできた曲面を S とする。f の引き戻しは S から P1 へのmorphismにな

り、一般fiberは楕円曲線になる。しかも、blow-upの例外曲線はこの elliptic fibration
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の sectionになっている。S は sectionを持った相対的に極小な有理楕円曲面である。

fi : Si → P1 (i = 1, 2) をそのような楕円曲面とし、X̄ を P1 上の fiber積とする。特

異点の条件を適当に仮定すると、X̄の特異点解消として Calabi-Yau threefold X を

得る。X の P1 上の一般ファイバーは２つの楕円直線の直積として表されるAbel曲

面である。このようにして得られた X で、e(X) = 6 となるものが得られている。

(6) P1上の射影空間束の中の完全交叉 [Kobayashi91]

Calabi-Yau threefoldが曲面のfibrationを持つ場合、baseはP1になる。fiberはK3

曲面かAbel曲面であるが、逆にこれらの曲面がCalabi-Yau threefoldに含まれてい

た場合、自動的に fibrationができる。次数の小さい偏極K3曲面の fibrationの場合

は射影空間束を与えるベクトル束などが決定できる。

1-4. 代数幾何学におけるCalabi-Yau threefoldの位置付け

代数幾何学、特に複素数体上の代数多様体の分類理論では、Calabi-Yau threefold

はどういう意味で重要なのだろうか。

代数多様体を分類するに当たり、同型で分類したのではとりあえず細かすぎて手に

負えない。そこで、それより弱い双有理同値でまず分類し、双有理同値類の中では例

えば blowing-upなどの標準的な操作でつなげることを考える。ここで、２つの多様

体が双有理同値であるとは、互いの稠密な Zariski開集合の間に同型写像ができるこ

とであり、互いの有理関数体が同型ということと同値である。

normal algebraic variety X の重要な双有理不変量として、次元 d、小平次元 κ、不

正則数 q = h1(OX)がある。

まず、次元で分ける。次に、もし X が何らかのうまい fibrationを持てば、次元の

低い多様体の組み合わせとして、帰納的に理解する事を目指す。

そこでまず、K⊗mX (m " 0) で作った多重標準写像 ΦmK : X → Ph0(mK)−1 が

fibrationをなすかどうか調べてみる。ΦmK は必ずしも普通の意味での写像になると

は限らず、稠密開集合で定義される有理写像であるが、X を適当に blow upした多

様体からはちゃんとした写像になる。しかも、その像は、m を十分大きくとれば一
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定になる。

ΦmK の像の次元が κ である。ただし、存在しない時は κ = −∞ とみなす。従っ

て、κ は −∞, 0, · · · , d のいずれかの値をとる。

0 ≤ κ ≤ d のときは X は飯高 fiber spaceと呼ばれる良い fibrationの構造を持つ。

その一般ファイバーは κ = 0 の非特異多様体である。

κ = dのときは X は一般型と呼ばれる。つまり、「その他」として、とりあえず十

把一絡げにくくられる。

κ ≤ 0 のところは ΦmK では fibration ができないので、次に Albanese 写像

を考える。X に対して Albanese 多様体と呼ばれる q次元 Abel 多様体 AlbX =

H0(X,Ω1
X)
∗/H1(X,Z) と、Albanese写像 αX : X → AlbX が、（写像に関しては

平行移動の差を除き）標準的に定まる。

次の定理が基本的である。

Theorem [Kawamata81]. X を κ = 0 の d次元非特異射影的多様体とすると、次

が成り立つ。

(1) αX は代数的 fiber空間になる。

(2) q = dならば、αX は双有理写像になる。

ただし、代数的 fiber空間とは、全射で fiberが連結コンパクト集合ということであ

る。この定理の意味するところによると、κ = 0, q > 0 の時は Abel多様体の上の

fibrationの構造を持つか、またはそれ自身がAbel多様体と双有理同値である。

したがって、κ = 0 で残るのは、q = 0 の時である。κ = 0 は言い替えると、標準

束のある自然数倍が trivialということである。ここに対応するのは、曲面の場合で

はK3曲面とEnriques曲面（これは基本群がZ/2Z）であり、非常に豊かな幾何学を

持っている。

以上から、Calabi-Yau threefoldは分類理論のいわば基本単位の重要なひとつであ

る。曲線論の楕円曲線、曲面論のK3曲面に対応するものであって、それ自身の幾何
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が大変興味深い研究対象である。

微分幾何的に見ても、次のBogomolov分解の構成要素となる重要な多様体である。

Theorem [例えば Bogomolov74, Beauville83-1]. X を非特異コンパクト Kähler多

様体で cR1 (X) = 0を満たすものとする。このとき、Xの有限étale被覆 Yで、Y ∼=

T ×
∏
i Vi×

∏
jXj , となるものが存在する。ここで、T は複素トーラス、Vi は第１章

の意味でのCalabi-Yau 多様体 (special unitary manifold)で、次元が 3 以上、Xj は

シンプレクティック多様体である。

すなわち、Calabi-Yau threefoldは、special unitary manifoldのなかで次元が最小

のものであり、たいへん興味深い研究対象である。

Calabi-Yau threefoldのモジュライは局所的には非特異な複素多様体になることが

わかっている。[Tian81, Todorov88, Ran92, Kawamata92] 大域的な構造については

わかっているとは言い難いが、例えば、有理曲線の存在がわかると双有理な意味での

モジュライのネットワークができる [Reid87]。これについては Friedman、並河、小

木曽による結果がある。

2. 歴史の概観

2-1. CFT と σ-model

素粒子物理学は常に発散の困難と戦ってきた。素粒子が点だと仮定すると積分が発

散する。そこで、超弦理論においては、素粒子は S1 であって、時間発展により曲面

Σを描くとする。素粒子の状態は S1 上の振動である。

宇宙が人間の感じるような 4次元時空だとするとまたもや発散する。次元は特定の

数、例えば 26次元でなければならない。

では余分の次元は何か？

16次元は lattice E8×E8 だという。残った 6次元はコンパクト多様体になる。今、

それを X と呼ぼう。人が知覚できないのは、それがとんでもなく小さく縮こまって

いるからだという。

-8-



144

ある種の対称性の仮定を置くと、X はCalabi-Yau threefoldと呼ばれる 3次元複素

多様体になる。

物事が起こる確率を経路積分の技法で計算しようとすると、写像 Σ → X を考える

ことになる。そして、観測に掛かるもの（＝現実）は、無限次元 (Clifford-)Lie代数

の表現論、即ち（超）共形場の理論（(S)CFT）で決まってしまう。X を (S)CFT の

σ-model と呼ぶ。

2-2. mirror manifold

宇宙の形を決定する観点から言うと、Xをユニークに決定したいのだが、実はそう

ならない。すなわち、同一のCFTを与える２つのCalabi-Yau threefoldで、互いの

h1,1と h2,1が入れ換わるものがある。これらの Hodge数の図（1-2）は互いに鏡で折

り返したようになることから、mirror pairとか（狭い意味で）mirror manifoldと呼

ぶ。広義には、同じCFTを与えるMをmirror manifoldと呼ぶ。

実験. [CLS90] 4次元重射影空間 P(a0, · · · , a4) の超曲面で、定義方程式がFermat型
∑
i x

bi
i = 0であるか、またはそれに近いものでその特異点解消がCalabi-Yau threefold

になるもののうち約 6000個をとる。h1,1と h2,1をVafaの公式 [Vafa89]を用いて計算

機で計算し、グラフにプロットしたところ、h1,1と h2,1の入れ替えに関して非常に対

称的になった。

このグラフは非常に印象的である。このことから、任意のCalabi-Yau threefoldに

対して、そのmirror manifoldが存在するのではないかとの強い示唆を得る。一般に

は rigidなCalabi-Yau threefoldのように、普通の意味では明らかにmirror manifold

が存在し得ないものがある。

mirror の存在が具体的にわかっている多様体は少なく、ほとんどが次のような形を

したものである。

Gepner modelのmirror. [AL91-1]重射影空間P(a0, · · · , an)を考える。変数を Zi

で表す。d =
∑
ai, bi = d/aiとする。biは正の整数と仮定する。X を F =

∑
i Z

bi
i = 0

で定義される d 次 Fermat型超曲面とする。このとき、KX は trivialであり、X は
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SCFT、とくにGepner modelと呼ばれるもの（後述）からくる。群 Z/b0Z × · · · ×

Z/bnZは各変数 Zi を 1の bi 乗根倍する作用で自然にP(a0, · · · , an)に作用し、F を

保つことから X にも作用する。Xの d-formを保つ部分群をGとする。Gの部分群

G1に対し、Gの中での dual groupをG2とする。（定義は [Roan91]を見よ）

このときM/Gi (i = 1, 2)（またはその特異点解消）はmirror pairである。

n = 3のとき、Hodge数に関しては純粋に数学的な証明が Roanにより得られて

いる。

Theorem [Roan91]. n = 3とする。上でM/Giの特異点解消でCalabi-Yau threefold

になるものMiをとると、e(M1) = −e(M2)が成立する。

証明は、toric methodで次の公式を示すことによる。

Proposition （一般化されたVafaの公式）[Roan91].

qi = ai/dとおく。eiをC5の標準的な基底とし、群G1の自然な対角作用をとると次

の式が成り立つ。

e(M1) =
1

|G1|

∑
g,h∈G1

∏
g(ei)=h(ei)=ei

(1−
1

qi
)

ただし、積は範囲が空の時は 1 と思う。

現在ではさらに広く、次のことがわかっている。（第５章）

Theorem [Batyrev92-1,2]. (n + 1)次元 Toric Fano varietyの toric Calabi-Yau 超

曲面の族に対して、h1,1と hn−1,1が入れ換わるという意味でのmirror pairが構成で

きる。

これによると、ρ が 1 より大きい Calabi-Yau 多様体に対するmirror pairの示唆

が得られる。

2-3. 有理曲線の本数の計算

代数幾何学に大きな衝撃を与えたのは次の結果である。
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Yukawa coupling の計算. [COGP91] [Morrison91] [AM91] P4の同次座標を

X0, · · · , X4とする。ψ ∈ P1をパラメータとし、MψをFψ =
∑4
i=0X

5
i −5ψ

∏4
i=0Xi = 0

を定義方程式とする超曲面とする。

PSL(5,C)の部分群で1の 5乗根を対角成分とする対角行列からなる群をGとする。

MψをGで割って、特異点を解消してCalabi-Yau threefoldsの族 Wψを作ることが

できる（ψが特別な値では特異点が残る）。うまいパラメータ tを取り直すと倉西族

Wtができる。

mirror pair (M,Ωt)と (Wt,Ω) から１つの Yukawa couplingが２通りに計算でき

る。Wtの方はHodge構造の変形（VHS）から定まるPicard-Fuchs型微分方程式のモ

ノドロミーを用いて、exactに計算できる。Mの方は、有理曲線による instanton補

正を用いた形で展開される。両式を比較することによって、展開の係数が決定でき

るが、この数が小さいほうから順に、P4の一般の 5次超曲面に含まれる lineの本数

(2875)、conicの本数 (609250)、twisted cubicの本数 (317206375)、・・・となることが

物理的に導かれた。

実際、係数を見てみると、lineの本数は古典的に知られているものと、conicの本

数はKatzにより計算されていたもの [Katz86]とそれぞれ一致した。twisted cubicに

ついては、Ellingsrudと Strømmeが計算機を用いて計算し、紆余曲折の果てついに

一致した [ES92]。なお 4次以上の有理曲線はモジュライが複雑になり、本数の計算は

現状ではお手あげである。別の多様体の複素構造の変形から、有理曲線の本数などと

いう微妙な数が出てくるということは想像を越えたことであり、mirror symmetryの

神秘性と信憑性を大いに高めた。

その後、同様の計算が行われており、[Katz92]に詳しい。重射影空間の非特異超

曲面については [Morrison91][Font92][KT92]、射影空間の非特異完全交叉については

[LT92]。また、3次元に限らない範囲でのmirror symmetryの予想もあり、有理曲線

の本数については [Katz92]に計算されている。

今後は何らかの数学的な一般論が待たれる。
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3. 表現論レベルでのmirror symmetry

この節では、N = 2 superconformal algebraの表現でのmirror symmetryを主に

[AL91]および [LVW89]に従って述べる。

3-1. SCA

Definition. cを定数とする。conformal constantが c の N = 2 superconformal

algebra（SCA）とは、次の関係式を満たす Ln, Jn, G
±
r (n ∈ Z, r ∈ Z − 1

2) 及び、1

（中心に入る）とで生成されるC-代数のことを言う。

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
c

12
(m3 −m)δm+n, 0

[Jm, Jn] =
cm

3
δm+n,0

[Lm, Jn] = −nJm+n

[Ln, G
±
r ] = (

n

2
− r)G±n+r

[Jn, G
±
r ] = ±G±n+r

{G−r , G
+
s } = 2Lr+s − (r − s)Jr+s +

c

3
(r2 −

1

4
)δr+s,0

{G+
r , G

+
s } = {G−r , G

−
s } = 0

但し、δi,jはKroneckerの deltaであり、[A,B] = AB − BA, {A,B} = AB + BAと

する。

Remark.

(1) 添え字 r については r ∈ Zとする流儀もある。定義中の流儀をNeveu-Schwarz

sector（NS-sector）、後の流儀をRamond-sector（R-sector）という。本質的な

違いはない。以下、特に断らない限りNS-sectorで考える。

(2) Lnの部分（と 1）はいわゆるVirasoro代数であり、Jnの部分はU(1)-Kac-Moody

代数である。Ln、Jnを合わせたものは Lie代数になる。全体としては、G±r を

奇数次、他を偶数次の元として、一種のClifford代数と思える。
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3-2. SCAの表現

L, Rを同一のN=2 SCAのコピーとする。Lの元はLn, Jn, · · · , Rの元はL̄n, J̄n, · · ·

のように表わすことにする。HをHilbert空間とする。

Definition. 2次元 SCFTとは、L⊗C RのHへのユニタリ表現で、以下の条件を満

たすものを言う。

(1) Lの作用とRの作用は、G±r どうしは反可換。その他は可換。

(2) †でユニタリ随伴を表わす時、(Ln)
† = L−n、(Jn)

† = J−n、(G±r )
† = G∓−rがな

りたつ。Rについても同様。

しばしば、Hの元をfieldあるいは stateと呼ぶ。主に leftのみについて記すが、right

についても同様である。

Definiton. H � |φ〉 が

(1) left chiral stateである ⇔ G+
− 12
|φ〉 = 0

(2) left antichiral stateである ⇔ G−
− 12
|φ〉 = 0.

以後、H � |φ〉 を L0, J0 の固有ベクトルとし、固有値をそれぞれ h, q とする。left

と rightを区別したいときは、qL, qRのように書く。h をmass、q を（U(1)-）charge

と呼ぶことがある。SCAの交換関係から

[L0, Ln] = −nLn, [L0, Jn] = −nJn, [L0, G
±
r ] = −rG±r

[J0, Ln] = 0, [J0, Jn] = 0, [J0, G
±
r ] = ±G±r

となるので、Ln|φ〉、Jn|φ〉、G±r |φ〉 は再び L0, J0 の固有空間に入る。chargeは高々

整数値しか変わらない。

Definition. H � |φ〉 が left primary stateであるとは、次の時を言う。n > 0 なら

ば Ln|φ〉 = Jn|φ〉 = G±
n− 12

|φ〉 = 0

right primary stateについても同様に定義し、物理的理由から qL − qR ∈ Z となっ

ていると仮定する。これは Lie環の highest weight表現の基底にあたる。
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次の２つの補題の証明は [LVW89]にある。証明には {G−r , G
+
−r} の非負定値性を用

いる。

Lemma.

(1) 2h ≥ |q|

(2) 2h = q ⇔ |φ〉 は primary chiral

(3) 2h = −q ⇔ |φ〉 は primary antichiral

Lemma. |φ〉 が primary chiral ⇒ 0 ≤ q ≤ c
3

特に primary chiral stateに対応する (h, q)は有限個しかない。

3-3. minimal seriesとGepner model

levelと呼ばれる k ∈ N に対し、minimal seriesあるいはminimal modelと呼ばれ

る c = 3k/(k + 2) となる SCFTが構成されている。それをここでは Hk と書くこと

にする。0 < c < 3 であり、有限個の (anti)chiral primary fieldで生成される。

SCFTが対応するσ-modelを持つ場合、次元を dとすると d = c/3 を満たすという

物理の予想があり、minimal seriesではうまくいかない。そこで、そのいくつかのテ

ンソル積をとる。H0 は単位表現とする。

ki ∈ N (i = 0, · · · , n), c ∈ Q は c/3 =
∑
i ki/(ki+2) ∈ Z を満たすとする。このと

き、H = Hk0⊗ · · ·⊗Hkn は conformal weight c の SCFT になる。H の部分表現で、
∑
qi ∈ Z となる primary stateのみで張られるものがあり、それをGepner modelと

いう。

3-4. mirror operator

θ ∈ Zに対し、SCAには次のような自己同型 uθがある。これを spectral flowと

呼ぶ。 


Ln �→ Ln + θJn +
c

6
δn,0

Jn �→ Jn +
c

3
θδn,0

G±r �→ G±r±θ
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θ ∈ 1
2 + Zのときは、NS-sectorとR-sectorが入れ替わった SCAに移る。

もう一つ、やや trivialな自己同型として、chargeの反転がある。



Ln �→ Ln

Jn �→ −Jn

G±r �→ G∓r

u1と chargeの反転の合成を考える。すなわち、次のような SCAの自己同型 σ を

とる。 


Ln �→ Ln − Jn +
c

6
δn,0

Jn �→ −Jn +
c

3
δn,0

G±r �→ G∓r±1
元の chargeが q の chiral primary stateは、新しい表現では chargeが d− q の chiral

primary stateになる。m = σ ⊗ 1 を mirror operatorという。

3-5. quantum Hodge cohomology

一般に SCFT H が与えられているとき、次のようにして cohomology群を作るこ

とができる。

Cp,q を Lに関して charge p の chiral stateであり R に関して charge (−q) の

antichiral stateである元の生成するC上のベクトル空間とする。符号は歴史的理由

からこうなっている。

∂ = G+
−12

, ∂̄ = Ḡ+
− 12
とすると、

∂ : Cp,q → Cp+1,q

∂̄ : Cp,q → Cp,q+1

∂ ◦ ∂ = ∂̄ ◦ ∂̄ = ∂ ◦ ∂̄ + ∂̄ ◦ ∂ = 0

が成り立つ。これによってコホモロジー群 Hp,q ができる。その次元を hp,q で表わす。

mirror operatormにより Hp,q は Hd−p,q に移される（しかも、operator productに

より入れた環構造を保つ）。
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これが表現論レベルでの（元々の）mirror symmetryである。

対応するσ-modelが存在する場合、hp,qはそのHodge数と一致することが期待され

る（環構造は異なる）。

4. 幾何としてのmirror symmetry

Candelas達の結果については、原論文 [COGP91]の他に、Morrisonによる数学者

むけの優れた解説があるのでそれを参照されたい。[Morrison91-1,2]

4-1. Gepner modelに対応するσ-model

ki ∈ N (i = 0, · · · , n), c ∈ Q は n − 1 ≥ c/3 =
∑
i

ki
ki+2 ∈ Z を満たすとする。m

を n+m− 1 = c/3 を満たす 0 以上の整数として、kn+1 = · · · = kn+m = 0 とおく。

F (X0, · · · ,Xn+m) =
n+m∑
i=0

Xki+2
i

とおき、これを（A型の）superpotentialと呼ぶ。さて、F = 0 を 適当な重射影空

間 P(a0, · · · , an+m) の超曲面 X の定義方程式と思うと、ai(ki+2) は 斉次式の次数

だから i によらない。これを l とおく。すると、上の条件から l =
∑n+m
i=0 ai がでる

が、これは X の標準因子が trivialということである。（ただし一般には商特異点が

生じる）

X（あるいはそのよい特異点解消）が、level (k0, · · · , kn)のGepner modelに対応

する（A型の）σ-modelである。多様体の次元 dはもちろん c/3に等しい。

kiの値によっては、別の superpotentialをとることができる場合もある。また、su-

perpotentialを途中で分けて式をつくることもできるが、ここでは省略する。（例え

ば [AL91-1]）superpotentialと方程式の関係については、経路積分を経由するので、

数学的に定式化されたとはいえない。

(1) d = 1

(k0, k1, k2) の組は、(1, 1, 1), (2, 2, 0), (4, 1, 0) の 3種類で、全て、非特異楕円

曲線に対応する。特に、最初のものはP2 の Fermat 3次曲線であり、Z/3Z を
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自己同型群に持つ楕円曲線である。これは self mirrorである。楕円曲線、ある

いはより広く、Abel多様体の場合は、mirror pairは dualなAbel多様体に対応

する。

(2) d = 2

(ki) の組は (2, 2, 2, 2)（P3 のFermat 4次K3曲面）など 14個があり、幾つ

かは特異点を持つ。K3曲面は、H1,1 と Hd−1,1 が同じなので、Hodge数だけで

はmirrorは trivialである。しかし、具体的に個々のmirror manifoldを求める

ことは別問題である。

K3曲面については、特異点に関するArnoldの strange dualityとの関係が示

唆されている。

なお、d = 3 の時に上と同様の計算を行うと、1000個以上に亙る膨大なリストを

得る。

4-2. mirror symmetry

X を Calabi-Yau threefoldとする。L ∈ H1,1
R = H1,1 ∩ H2(X,R)をXのKähler類

とし、B ∈ iH1,1
R として、Ω = L + B ∈ H1,1 とする。Ω を X の上の「複素化した

Kähler類」といい、そのモジュライをWとおく。Ω における接空間はH1,1である。

X の複素構造のモジュライ空間をMとする。そのXにおける接空間は H2,1である。

ではmirror symmetryと呼ばれている作業仮説を大胆に述べよう。

infinitesimal mirror symmetry. (X,Ω)に対して、ある (X̃, Ω̃) で

H1,1(X) = H2,1(X̃)

H2,1(X) = H1,1(X̃)

を満たすものが存在するであろう。

さらに、cup積についても、Yukawa couplingと言われる SCFTのいわゆる 3点関

数にあたるものがそれぞれ対応するはずである。それは ti ∈ H2,1については、埋め込
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みからくる標準的な正則 3-形式 ω をとると、

κt1t2t3 =
∫
X
ω ∧ ∂t1∂t2∂t3ω

である。ただし、∂ti は ti方向へのGauss-Manin connectionによる微分である（う

まく正規化する必要がある）。ti ∈ H1,1については、Xに含まれる有理曲線に関する

無限和の形に展開される。

有名なCandelas達の計算 [COGP]（XがP4の 5次超曲面の場合）では h2,1(X̃) =

h1,1(X) = 1であり、X̃に対して

κttt = 5 + 2875e2πit + 4876875e4πit + · · ·

となった。

他方、h1,1(X)からは、nkを十分一般の 5次超曲面に含まれる次数 kの有理曲線の

本数として（本当はX自身の言葉で言えることが望ましいのだが）、

κttt = 5 +
∞∑
k=1

nkk
3e2πikt

1− e2πikt

となる [AM91]。この２つを比較すると、n1 = 2875, n2 = 609250, n3 =

317206375, n4 = 242467530000, · · · となり、全て整数ででて来るばかりか、最初の３

つ（すなわち現段階で数学で計算できる全て）について、正しい本数を与えていた。

（ちなみに最初の 5は、Xの次数である。）

primitive formを用いた定式化の希望はある。なお、H2,1のYukawa-couplingがVHS

の理論から計算されることから、H0,0 ⊕ H1,1 ⊕ · · · ⊕ Hd,d にmirror symmetryから

VHSを入れる試みが成されている。[CO91, Morrison]

global mirror symmetry. (X,Ω)に対して、ある (X̃, Ω̃) で

M(X) =W(Ω̃)

W(Ω) = M(X̃)
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を満たすものが存在する。ただし上の等号で、XとΩ̃, ΩとX̃が互いに対応していると

する。

すなわち、Calabi-Yau threefoldに対して、その偏極+α の情報を加えたモジュラ

イ空間に大域的な対称性があるかも知れないというものである。この+αの部分には

今のところ幾何的な意味がつかない。また、flopとの関係や、Kähler coneが jump

する点 [Wilson92]でのmirrorなど、考えるべき点は多い。

5. toric mirror symmetry

この章を通じて、以下の様に記号を定める。

M ∼= Zd : rank d ∈ N の自由Abel群

N = Hom(M,Z) : Mの双対Abel群

<,>:MR ×NR → R : 自然な内積

5.1 toric多様体

toric多様体の一般論については、[KKMS73, Oda85, Markushevich87(Appendix)]

を参照されたい。

X を代数多様体とする。

Definition. X が toric多様体であるとは、T を開部分多様体として含み、T の自

然な作用がX 全体に延びる時をいう。

特に X は有理多様体である。

toric多様体の一般的な構成法は次のようなものである。

まず、NR の中にいくつかの原点を頂点とする有理多面錐σiをとる。ただし、錐ど

うしの共通部分は、原点で無ければ、互いの面や辺などになっているとする。それぞ

れのσi に対して アフィン多様体 Xi = SpecC[M ∩ σ̂i] をとる。ここで、

σ̂ = {x ∈MR|〈x, y〉 ≥ 0 for ∀y ∈ σ}

σ̂ を σ の双対錐という。そして、Xi たちを、共通部分錐に対応する多様体をのりし

ろとして張り合わせる。各 Xi は 原点に対応する T を含んでいることに注意する。
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X に現れる特異点は商特異点のみである。

5.2 polytopeによる記述

この節では、polytopeによる偏極コンパクト toric多様体の記述について概説する。

以下では、∆をMRの中の convex integral polytopeとする。即ち、∆はMに属す

る有限個の頂点で張られる凸苞である。dim δ = d と仮定する。

Definition.

S∆ = ⊕∞k=0(X
m;m ∈ k∆)T k

P∆ = ProjS∆, OP∆(1) は ∆ に対応する ample invertible sheaf。

T は次数付けのパラメータである。上のように定義すると、P∆ はコンパクトな

Toric多様体になる。これは、通常の N を用いたToric多様体の記述に加えて、偏極

多様体としての構造を指定したものと思える。polytopeで記述された toric varietyか

ら通常の錐による記述を得るのは易しい。

Example.

(1) （射影空間）{e1, · · · , ed} を MRの標準基底とする。d ∈ N に対し、∆ を

{0, de1, · · · , ded} で張られる polytopeとすると、(P∆,O(1)) は (Pd,O(d)) に

なる。

(2) （直積）∆ の直積をとると、S∆ も 偏極多様体としての直積になる。

もちろん、一般には特異点が生じる。

5.3 Batyrevによる toric mirror symmetry

Definition. K を MR のコンパクト凸集合で、0 を内部に含むとする。このとき、

K∗ = {y ∈ NR|〈x, y〉 ≥ −1 for ∀x ∈ K}

を K の双対集合という。NR に対しても同様に定める。

Remark.

(1) K∗ も 0 を内部に含むコンパクト凸集合になる。
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(2) (K∗)∗ = K

(3) 一つ変数を増やして（e0 としよう）、Kが 超平面 e0 = 1の上にあるとする。原

点と K で張られる錐を考えると、∗ は錐に関する通常の双対（内積が非負）に

対応している。

Definition. ∆ は 0 を内部に含むとする。このとき、(∆,M) が反射的（reflexive）

とは、∆∗ が NR 内の convex integral polytopeになることをいう。

Definition. Laurent多項式 f(x) =
∑
cmX

m（有限和）, (m ∈M) をとる。

∆(f) = {m|cm �= 0} の MR での凸苞

とし、f のNewton polygonという。

Zf,∆ = {x ∈ (C∗)d|f(x) = 0} とし、P∆ 内での閉苞を Z̄f,∆ で表わす。

f が ∆-regularとは、∆ の任意の辺 δ に対し、Zf,δ が (C∗)dim δ の中で、空集合で

あるか、または特異点の余次元が 2 以上であるときをいう。

∆ に含まれる M の点の個数を l とする。F̄(∆) → Cl を ∆(f) = ∆ となる Z̄f,∆

の familyとし、F(∆) を f が ∆-regular となる subfamilyとする。このとき、次が

成立する。

Theorem [Batyrev92-2]. 次は同値。

(1) F(∆) は canonical Gorenstein singularityを持つCalabi-Yau varietyの family

(2) P∆ は toric Gorenstein Fano varietyで、O(1) ∼= ω−1P∆

(3) ∆ の内点である M の点がちょうど１個存在し（m0とする）、(∆−m0,M) は

反射的。

しかもこのとき、h1,1(P∆) = hd−1,1(P∆∗), h
d−1,1(P∆) = h1,1(P∆∗) が成り立つ。

特に、P4の中の5次超曲面の族を考えると、dual polytopeに対応する族は、Gepner

modelからくるものと一致する。しかも、polytopeの間に頂点を頂点に、M の内点

を M の内点に対応させる体積の比が 125の写像を構成することができる。M の点
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は単項式に対応するから、これはCalabi-Yau threefoldの間の有限射に対応し、体積

比から、ちょうど位数 125の群で割ることになっている。この結果によると、次元が

3に限らない場合や、ρ > 1 の場合の新しいmirror pairの示唆が得られる。

有理曲線の本数の計算についてはまだ進行中である。
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