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写像

集合Xから集合 Y への対応 f が写像であるとは、Xの勝手な元 (もしくは要素)xに対
して Y の元がただ一つ定まる対応のことである. 1 集合Xから集合 Y の対応 f があるこ
とを,

f : X → Y

と書く.

問題 1. 次の対応は写像であるかどうか吟味せよ. ((2)以降の Hint:単位円を考えてみよ
う.)

(1) f : R → R, f は次を満たす: f(x) = x2

(2) f : R → R, 規則は次を満たす: f(x)は y2 = 1 − x2の yについて解.

(3) f : R → R, 規則は次を満たす: f(x)は y2 = 1 − x2の yについて非負数の解.

(4) f : [−1, 1] → R, 規則は次を満たす: f(x)は y2 = 1 − x2の yについての解.

(5) f : [−1, 1] → R, 規則は次を満たす: f(x)は y2 = 1 − x2の yについて非負数の解.

線形写像

xy平面をR
2 とあらわすことにする．行列 A =

(
a b

c d

)
があるとき，写像

TA : R
2 �

(
x

y

)
�−→

(
a b

c d

)(
x

y

)
∈ R

2

は「R
2上の線形写像である」と言われる. 他の線形写像も様々あり、R

n上の線形写
像も同じように，n × n行列で与えられる．“線形写像”と呼ばれる由縁を、そぞろ
見てみよう.

1集合とは、“範囲のはっきりしたものの集まり”のことをいう. 例えば、「十分大きな自然数全体の集ま
り」は、範囲が明確でないので集合ではない. 一方「自然数全体」は、範囲がはっきりしているので、集合
である. Aが一つの集合であるとき、Aの中に入っている個々の”もの”を Aの元 (または元素,要素)とい
う. ある”もの”aが Aの元であることを a ∈ Aと書く. 集合 Aから集合 Bへの対応 f とは、f はある規則
であって Aの各元 aに対してBの部分集合 f(a) が定められるときをいう. (f(a)が空集合 ∅であってもよ
い.) f(a) = {b}であるとき、単に f(a) = bと書く.
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問題 2. (線形性) TA は以下の性質を持つことを示せ：

(L1) 任意の x, x′ ∈ R
2 に対し，TA(x + x′) = TA(x) + TA(x′)

(L2) 任意の x ∈ R
2 と 任意の α ∈ R に対し，TA(αx) = αTA(x)

定義 1. V , W をR上の線形空間とする (つまり V とW には各々和とスカラー倍が
定義されているとする. 例えば、V, W の例としてR

n, Rmなどが考えられる.). V か
らW への写像 f : V → W が線形写像であるとは, 次の 2つの条件を満たしている
ときをいう：

(L1)和を保つ :任意のa, b ∈ V に対して f(a + b) = f(a) + f(b),

(L2)スカラー倍を保つ :任意のa ∈ V と λ ∈ Rに対して f(λ a) = λ f(a).

W = V のとき, すなわち, f が V から V 自身への線形写像であるとき, f を V の線
形変換 (一次変換)ともいう.

問題 3. 以下の写像が線形性を満たすか否かを調べよ．もし一次変換ならば，それを与え
る行列を求めよ．

(1) f : R
2 → R

2,

(
x

y

)
�→
(

x + y

x

)
(2) f : R

2 → R
2,

(
x

y

)
�→
(

x + y

1

)

(3) f : R
2 → R

2,

(
x

y

)
�→
(

x2

y

)
(4) f : R

3 → R
3,


x

y

z


 �→


0

0

0




問題4. fをR
n からR

mへの線形写像とする. R
nの零ベクトル0を考える. f(0)を求めよ.

問題 5. 一次変換 f によってベクトル

(
2

1

)
,

(
3

0

)
はともにベクトル

(
−2

3

)
に写るとする．

(1) ベクトル

(
2

−1

)
の f による像を求めよ．

(2) 直線 x + 2y = 1をパラメーター表示し，f による像を求めよ．

この問題で見たように，2つの一次独立なベクトルの行き先によって，一次変換は完
全に決まる．このため一次変換は一般の写像よりも極めて扱いやすい．なお R

nで
は n個の一次独立なベクトルの行き先を調べる事によって同様のことが成り立つ．
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問題 6. A =

(
1 2

2 −1

)
，e1 =

(
1

0

)
, e2 =

(
0

1

)
とする．

(1) 集合 {se1 + te2 : 0 ≤ s, t ≤ 1}を図示せよ.

(2) (1)で求めた集合の一次変換 TAによる像を求め，図示せよ．

問題 7. 以下の行列が定める一次変換の幾何学的意味を調べよ．

(1)


0 −1 0

1 0 0

0 0 1


 (2)


0 0 1

0 −1 0

1 0 0


 (3)


1 0 0

0 −1 0

0 0 1


 (4)


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1




今週の宿題

宿題 6-1. 2 × 2行列Aによって定まる一次変換 TA : R
2 → R

2 を考える

(1) TA

((
1

1

))
=

(
3

5

)
, TA

((
0

−1

))
=

(
−1

−4

)
となるような A を定めよ．

(2) 直線 � : y = 0 が TA により直線 �′ : y = −x に写るような A をすべて求めよ．

宿題 6-2. 次の方向ベクトル x1, x2, x3, x4をもつ原点を通る直線をそれぞれ �1, �2, �3, �4

とする.

(1) x1 :=


 −1

−1

1


 (2) x2 :=


 −1

1

1


 (3) x3 :=


 1

1

1


 (4) x4 :=


 1

−1

1


 .

問題 7の 1つ目の行列をAとし、2つ目の行列をBとする. A, Bによって定まるR
3上

の一次変換をそれぞれ TA, TBとする.

(1) このとき、原点を通る直線 �i(i = 1, 2, 3, 4)の TA, TBによる像を求めよ.

(2) 直線 �は方向ベクトルがx1で点 e1 = t(1, 0, 0)を通るとする. このとき、�は原点を
通るかどうか吟味せよ. また、TA, TBによる像を求めよ.

(3) 平面 π12

π12 := {αx1 + βx2 | α, β ∈ R}
の TA, TBによる像を求めよ.

(4) 平面 π

π := {e1 + αx1 + βx2 | α, β ∈ R}
の TA, TBによる像を求めよ.
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お話

以下は、必修課題ではないお話である. 次の 6つの平面の一部

πx,± : x = ±1, y, z ∈ [−1, 1]

πy,± : y = ±1, z, x ∈ [−1, 1]

πz,± : z = ±1, x, y ∈ [−1, 1]

(複合同順) を考える. これら 6つを合わせると (和集合 (線形部分空間ではない)) 原点O

を中心とする 1 辺の長さが 2の正 6面体 C(2)になる.

問題 8. 像 TA(C(2)), TB(C(2)) を求めよ.

２つの一次変換 T, Sの合成 T ◦ Sは再び一次変換である. また、ABによって定まる一
次変換 TAB は、一次変換 TB(先)と TA(後)との合成 TA ◦ TB である. そこで、一次変換
TA, TBをたくさん合成したもの TAi1Bj1Ai2Bj2 ···Air Bjr (i1, . . . , ir, j1, . . . , jrは非負の整数)を
考える.

問題 9. 像 TAi1Bj1Ai2Bj2 ···Air Bjr (C(2)) を求めよ. また、C(2)と同様に原点 Oを中心とし、
原点Oを通る対角線が �1, . . . , �4の一部になる 1辺の長さが k ∈ Rの正 6面体を C(k) と
するとき像 TAi1Bj1Ai2Bj2 ···Air Bjr (C(k)) を求めよ.

G(1,1,1,1) := {I(3次単位行列)},
G(2,1,1) := {B, A2BA2, A3BA, ABA3, BA2BA, ABA2B},
G(2,2) := {A2BA2B(= BA2BA2), A2, BA2B},
G(3,1) := {AB, BA, BA3, A3B, A2BA3, A3BA2, ABA2, A2BA},
G(4) := {A, ABA, BAB, A2B, A3, BA2}.

Gを次の和集合とする:

G := G(1,1,1,1) ∪ G(2,1,1) ∪ G(2,2) ∪ G(3,1) ∪ G(4). (1)

問題 10. 実は勝手な r, i1, . . . , ir, j1, . . . , jr に対して Ai1Bj1Ai2Bj2 · · ·AirBjr ∈ G となる.

{X ∈ G}よって定まる線形写像 (一次変換) の幾何学的な特性を述べよ. なぜ, Gの 24コ
だけなのか幾何的な特性からの説明を試みよ.

問題 11. G(2,1,1)の元Xによって定まる 1次変換 TX による �iの像を求めよ.

問題 12. 式 (1)はGはGλへの共通部分がないように和集合に分けているが, 各々のGλに
はどのような意味があるか？
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