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まずはテイラー展開の復習をしましょう．ただ展開し
ているのではなく，近似しているという事実が大切
です．

今後の予定

• 10/20：2変数関数の接平面とテイラー
展開

何のための「展開」か？

問題 1. f(x) = x3 を考える．

(1) f(x) = a0 + a1(x − 1) + a2(x − 1)2 + a3(x − 1)3 となるよう各 ai の値を定めよ．

(2) x = 1 における f(x) の接線の方程式 y = g1(x) を求めよ．このとき，g1(1) = f(1)

かつ g′
1(1) = f ′(1) を確かめよ．

(3) g2(1) = f(1), g′
2(1) = f ′(1) かつ g′′

2(1) = f ′′(1) となる 2次関数 g2(x) を求めよ．

(4) f(1.02) = (1.02)3 と，近似値 g1(1.02), g2(1.02) を比較せよ．また，その相対誤差を
求めよ．

注：A,B > 0 に対し，
|A − B|
|B| を A の B に関する相対誤差とよぶ．

テイラー展開

テイラー (Taylor)の定理． 数 a を含む区間 I ⊂ R において関数 f(x) が (n + 1) 回微分
可能であるとする．このとき，x = a において f(x) は n次多項式

Fn(x) = f(a) + f ′(a)(x − a) +
f ′′(a)

2!
(x − a)2 + · · · + f (n)(a)

n!
(x − a)n

で近似される．これをn次のテイラー多項式と呼ぶ．とくに各 x ∈ I に対して，誤差 Rn(x) :=
f(x) − Fn(x) は x と aとの間にある正体不明の数 c を用いて

Rn(x) =
f (n+1)(c)
(n + 1)!

(x − a)n+1

と書ける．（いわゆる剰余項．）f(x) = Fn(x) + Rn(x) の形の表記を f(x) の x = a における
n 次のテイラー展開と呼ぶ．

問題 2. (曲がり具合の近似) 上の定理において，f(x) と Fn(x) とは x = a における 0階
から n階までの微分が全て一致することを確認せよ．

問題 3. 上の定理を f(x) = ex に適用し，x = 0 における n 次のテイラー展開を求めよ．
また，e0.1 = 1.1051709 · · · に関する Fn(0.1) (n = 0, 1, 2) のおよその相対誤差を求めよ．

問題 4. (剰余項の大きさ) 上の定理において，f (n+1)(x) が I 上で連続と仮定する．この

とき，
Rn(x)

(x − a)n
→ 0 (x → a) を示せ．
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平均値の定理

平均値の定理（by コーシー） 関数 f(x), g(x) が [a, b] で連続で (a, b) で微分可能とす
る．任意の x ∈ (a, b) に関して g′(x) �= 0 ならば

f(b) − f(a)
g(b) − g(a)

=
f ′(c)
g′(c)

を満たす c ∈ (a, b)が存在する．（通常は g(x) = xとして，
f(b) − f(a)

b − a
= f ′(c)の形で十分．）

問題 5. 上の f(x)，g(x) に対し曲線

(
x

y

)
=

(
f(t)

g(t)

)
(a ≤ t ≤ b) で表される xy 平面上

の曲線 C を考える．

(1) 曲線 C 上の t = t0 における速度ベクトル（方向ベクトル）を求めよ．

(2) 上の「平均値の定理」に対し，幾何学的な意味づけを与えよ．

宿題レポート 10/20締め切り

宿題 2-1 n = 2 とおいてテイラーの定理（前頁枠内）を証明しよう．

(1) F (x) := f(x) −
{

f(a) + f ′(a)(x − a) +
f ′′(a)

2!
(x − a)2

}
とおく．（すなわち，F (x) =

f(x) − F2(x) = R2(x).）このとき，以下を示せ：

(ア) F (a) = F ′(a) = F ′′(a) = 0.

(イ) F (3)(x) = f (3)(x).

(2) F (x) と G(x) = (x − a)3 に平均値の定理を適用して，

F (x)
(x − a)3

=
F ′(x1)

3(x1 − a)2
=

F ′′(x2)
3 · 2(x2 − a)

=
F (3)(x3)
3 · 2 · 1

となる a ≤ x3 ≤ x2 ≤ x1 ≤ x もしくは x ≤ x1 ≤ x2 ≤ x3 ≤ a が存在することを示せ．

(3) （イ）と (2)の結果を用いて，f(x) の x = a における 2次のテイラー展開を求めよ．

宿題 2-2 f(x) = 1/(1 − 3x) の x = −1 におけるテイラー多項式を求めよう．

(1) g(t) = 1/(1 − t) の t = 0 における 2次テイラー展開を求めよ．（剰余項も忘れずに！）

(2) u = x + 1 のとき f(x) = g
(

3u
4

)
/4 が成り立つことを用いて，f の x = −1 におけるテイ

ラー多項式 F0(x), F1(x), F2(x) を求めよ．また，それらのグラフを f のグラフとともに
（近似度が上がっていくのがわかるように）ひとつの座標系内に描け．

宿題 2-3 A = 3
√

28 の近似値を手計算で求めたい．

(1) f(x) = (1 + x)1/3 (|x| < 1) の x = 0 における 2次のテイラー多項式 F2(x) をもとめよ．

(2) 28 = 33 + 1 および F2(x) を用いて得られる A の近似値 B （有理数）およびその値を（小
数点以下第 5位を四捨五入し）求めよ．

ちなみに 3
√

28 = 3.036588971875662519 · · · である．電卓を用いて B3 を計算し，検算してみよう．
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