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1 はじめに
本稿では標数 pの代数多様体上のベクトル場，とくに p-closedなもの，なかでも乗法型または加法型な（し
たがって群スキーム µp または αp の作用と対応する）ものおよびその商について，私の研究成果も交えて説
明する．
ベクトル場≒導分を考える理由はいくつかある．

• まず，ベクトル場は “無限小自己同型”とみなすことができる：自己同型群を一般化した自己同型群ス
キームの Lie環（原点での接空間）がベクトル場全体の集合と自然に対応する（5.5節）．標数 0ではこ
れは被約だが，正標数では被約とは限らず，通常の自己同型に由来しないベクトル場が存在しうる．
被約でない有限群スキームの代表的な例として µp や αp があり，これらの作用は所定の性質を満たす
ベクトル場と対応する（命題 5.23）．

• 正標数特有の現象の代表的なものは純非分離拡大である．代数多様体のベクトル場による商を考えるこ
とができるが，導分は Leibniz則を満たすことから，X の商XD は必ずX とX(p) の中間に位置する．
その中で p次の純非分離拡大は p-closedなベクトル場と対応する（系 2.15）．

• 標数が p > 0のとき，導分に対しその p回合成も導分になる．この演算と通常の括弧積によりベクトル
場全体は restricted Lie algebraという構造をもち，その性質が他の正標数特有の現象と関係すること
がある．例えばアーベル多様体の p-rankを判定できる（例 4.10）．

なお，本稿の予備知識としては，「余談」と書かれた箇所を除き，【Hartshorneの Algebraic Geometryに
登場する概念の多くに聞き覚えがある】ぐらいを想定している*1．代数幾何の専門家向けの研究紹介として
は，「Derivations on K3 surfaces in positive characteristic」と題した 2019年日本数学会秋季総合分科会講
演*2や 2020年代数学シンポジウム講演*3がある．
謝辞 伊藤浩行氏，難波友哉氏に改善意見をいただきました．感謝申し上げます．

*1 想定に実態が合っているかは読者の判断に委ねます．
*2 http://yuyamatsumoto.com/k3kanazawa.pdf

*3 http://yuyamatsumoto.com/k3chiba.pdf
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2 ベクトル場・導分とそれによる商
2.1 ベクトル場・導分
k を環，Rを k 代数，M を R加群とする．RからM への k 上の導分 (derivation) とは，k 加群としての
準同型D : R→M であって，Leibniz則D(rs) = sD(r)+ rD(s)を満たすものである．このときDの k（の
像）への制限は 0 になる．R からM への k 上の導分全体を Derk(R,M) で表す．Derk(R) := Derk(R,R)

とする．

命題 2.1. R加群 Ω1
R/k および導分 d : R→ Ω1

R/k が存在し次の普遍性を満たす：任意の R加群M に対し，

HomR(Ω
1
R/k,M)→ Derk(R,M) : f 7→ f ◦ d

が全単射である． ♢

本小節を通して，証明は適当な教科書を見よ．
以下，主に R から R への k 上の導分を考えるので，これを単に導分とよぶ．また Ω1

R/k をしばしば単に
Ω1

R と書く．
自然数 iに対し，Ωi

R :=
∧i

Ω1
R と定める（R加群としての外積）．

S ⊂ R による局所化 S−1R に対し，Ω1
S−1R と S−1R ⊗R Ω1

R は自然に同型になる（商の微分：d( rs ) =
sdr−rds

s2 ）ことから，張り合わせにより k スキーム X に対する準連接層 Ω1
X（正確には Ω1

X/k）が定まる．
これを（1 次）微分形式の層とよぶ．Ωi

X :=
∧i

Ω1
X と書き i 次微分形式の層とよぶ．また，Ω1

X の双対
(Ω1

X)∨ := HomOX
(Ω1

X ,OX)を TX や ΘX（これも正確には TX/k や ΘX/k）と書き，接層などとよぶ．ΘX

の切断をベクトル場 (vector field) とよぶ．
これ以降 kは体とする．X が滑らかな n次元代数多様体ならば，Ω1

X や ΘX は階数 nの局所自由層であり，
x1, . . . , xn が閉点 P ∈ X での局所座標のとき P の近傍での Ω1

X の基底として dx1, . . . , dxn がとれ，ΘX の
双対基底を ∂

∂x1
, . . . , ∂

∂xn
と書く．Ωi

X は dxj1 ∧ · · · ∧ dxji（j1 < · · · < ji）を基底とする階数
(
n
i

)の局所自由
層である．とくに Ωn

X は可逆層であり，対応する因子（線形同値を除いて一意に定まる）（またはその線形同
値類）をKX と書き X の標準因子 (canonical divisor) とよぶ．
X が滑らかでなくても正規ならば，Xsm の標準因子に対応する X のWeil因子を X の標準因子とよぶ．
X が整スキームだとする．Der(k(X))の元のことを有理ベクトル場 (rational vector field) とよぶ．（有理
ベクトル場との区別を強調する場合にはベクトル場を正則ベクトル場とよぶ．）X が k 上有限型で U ⊂ X が
アフィン開部分スキームならば，有理ベクトル場は f ·D，Dは U 上のベクトル場，f は有理関数，の形に書け
る．なお，整スキーム X 上のベクトル場は自然に有理ベクトル場とみなせる（前述した局所化との整合性）．
0でない有理関数 f を用いて D1 = f ·D2 と書けるとき D1, D2 は同値であるという．
D1, D2 が導分のとき，括弧積 [D1, D2] := D1 ◦D2−D2 ◦D1 も導分になる（証明は容易）．なお，D1 ◦D2

などはほとんどの場合導分でない．
D が F p 代数の導分のとき，その p 回合成 Dp = D ◦ · · · ◦ D も導分になる（略証：Leibniz 則を示す
ため Dp(rs) を計算すると，邪魔な項はすべて二項係数が p の倍数になり消える）．なお D1 と D2 が可換
（[D1, D2] = 0）とは限らないので，(D1 +D2)

p と Dp
1 +Dp

2 は一般に一致しない．
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2.2 p-closedなベクトル場
本稿ではこれ以降，k は標数 p > 0の代数閉体とし，X や Y は k 上の代数多様体とする．
なお代数体 k 上の代数多様体の定義は，有限型で分離で整とする．（しばらくは標数 pの一般の体でも十分
かもしれない．）

定義 2.2. X を整スキームとし，D を X 上のベクトル場とする．ある h ∈ k(X)に対し Dp = hD となると
き，D は p-closed であるという．
h = 1 のとき D は乗法型 (of multiplicative type) であるといい，h = 0 のとき D は加法型 (of additive

type) であるという．
有理ベクトル場についても同様に定義する． ♢

注 2.3. D が p-closed で h が上の通りであるとき，D(h) = 0 が成り立つ．実際，D ◦Dp = D(hD(−)) =
D(h)D(−) + hD(D(−))とDp ◦D = hD(D(−))が等しいので，D(h)D(−) = 0であり，とくにD(h)2 = 0

である． ♢

注 2.4. hのとりうる範囲を k(X)にするか H0(X,OX)にするかは微妙なところで，一般には同値にならな
い．X が Noetherかつ正規（で整）ならば同値である（[Mat22b, Proposition 2.5]，仮定を外したときの反
例は [Mat22b, Example 2.8]）． ♢

命題 2.5 (Hochschild の公式，[松村 80, 定理 25.5]). ベクトル場 D と a ∈ OX に対し，(aD)p = apDp +

(aD)p−1(a) ·D が成り立つ． ♢

系 2.6. p-closedなベクトル場の有理関数倍もまた p-closedである． ♢

証明. Dp = hD ならば，h′ = ap−1h+D((aD)p−2(a))とおくとき Hochschildの公式より (aD)p = h′ · aD
である．

ただ，具体的に h′ を計算しようというときには命題 2.5を使ってもあまり易しくならない（(aD)p−1(a)と
いう項があるので，直接 (aD)p を計算する労力とあまり変わらない）ので，私は実質的に系 2.6の方しか使っ
ていない気がする．つまり，D′ が p-closedであることが分かっているならば，1つの元 r（ただしD′(r) 6= 0）
に対して h′ := D′p(r)

D′(r) を計算すればこの h′ に対して D′p = h′D′ であることが従う．

2.3 foliation

本稿ではあまり使わないが，せっかくなので導入しておく．

定義 2.7. ΘX の部分 OX 加群 F で次を満たすものを foliation という*4*5．

• [F, F ] := {[D1, D2] | D1, D2 ∈ F} ⊂ F．
• F p := {Dp | D ∈ F} ⊂ F．
• ΘX/F は torsion-free．（このことを，F は saturated な部分 OX 加群であるという．） ♢

*4 微分幾何の文脈では「葉層構造」と訳される．代数幾何でも同様によんでいいかもしれない．
*5 [F, F ]と F p はこの部分集合が生成する部分 OX 加群と定義するべきかもしれないが，条件は同値になるので深く考えていない．
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滑らかでない場合にこの定義が適切なのか詳しくないが，とりあえずこう定義しておく．
X が滑らかならば，余次元 2 以上の閉部分スキームの補集合上では F と ΘX/F は局所自由層になる．F
の階数をこれで定義する．

例 2.8. D ∈ H0(X,ΘX) を p-closed なベクトル場とする．（以下に現れる因子 (D) および閉部分スキーム
〈D〉については 3.1節を参照してください．）F ′ を D が生成する ΘX の部分 OX 加群とすると，saturated

以外の条件は満たすが，(D) 6= 0 ならば saturated でない．F ′ の saturation，すなわち F ′ を含む最小の
saturated部分 OX 加群（構成は，Ker(ΘX → ΘX/F → (ΘX/F )/tors)とすればよい）を F とすると，F
は階数 1の foliationになる．X が滑らかならば，ΘX/F が局所自由である領域は Supp〈D〉の補集合に一致
する．
D が p-closedな有理ベクトル場な場合も，局所的に同値な正則ベクトル場に置き換えて上の構成を行うこ
とで foliationを得る．
D と D′ が同値な p-closed有理ベクトル場ならばそれらが（上述の方法で）定める foliationは一致する．
Dが一般の（p-closedと限らない）ベクトル場の場合は，{D,Dp, Dp2

, . . . }が生成する ΘX の部分 OX 加
群の saturationは foliationになる． ♢

2.4 ベクトル場による商
導分・ベクトル場で消える元全体は部分環をなす．群作用で不変な元全体が部分環をなすことの類似である

（cf. 命題 5.24，5.26）．標数 0の場合と異なり，標数 pでのベクトル場によるスキームの商写像は同相写像で
あり，非分離であり，適切な有限性の仮定の下では有限次拡大である．その中で p-closedなベクトル場によ
る商として p次非分離な商を記述できる．

命題 2.9. R を環，D を R の導分とすると，RD := {r ∈ R | D(r) = 0} は R の部分環である．p が素
数で，R で p = 0 ならば（すなわち，R が F p 代数ならば），RD は部分環 R(p) := {rp | r ∈ R} を含み，
SpecR→ SpecRD と SpecRD → SpecR(p) は同相写像である．
F が導分からなる集合ならば，RF := {r ∈ R | 任意の D ∈ F に対し D(r) = 0}も同様の性質を満たす．♢

証明は容易である．

系 2.10. X を k上のスキームとし，DをX 上のベクトル場（または有理ベクトル場）とする．スキームXD

を，底空間は X と同じとし，構造層として OD
X := {r ∈ OX | D(r) = 0}とすることで定めると，これはス

キームをなし，自然な射 π : X → XD は同相写像になり，X のアフィン開部分スキームに対しては命題 2.9

のようになる．XD を X の D による商とよぶ．
F が foliation の場合には OF

X := {r ∈ OX | 任意の D ∈ F に対し D(r) = 0} とすると同様の性質を満た
す．これを X の F による商とよぶ． ♢

注 2.11. OD
X が層になることの証明では，標数 pゆえ OX

(p) ⊂ OD
X となることが効いている．

標数 0では一般に D 不変部分と局所化が交換しない．例えば標数 0で R = k[x, y]，D = x ∂
∂x + y ∂

∂y とす
ると，RD = k だが R[ 1x ]

D = R[ yx ]である． ♢

命題 2.12. X が整で正規ならば XD もそうである． ♢
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証明. U = SpecR ⊂ X を空でないアフィン開集合とする．k(RD) = k(XD)の元が RD 上整ならば R上整
なので Rに属し，したがって R ∩ k(XD) = RD に属する．

命題 2.13. K が k を含む体で，D 6= 0は K の（k 上の）p-closedな導分だとする．このとき t ∈ K が存在
し tp ∈ KD かつK = KD[t]である．とくに，K/KD は p次純非分離である． ♢

証明. D 6= 0なので，t ∈ K で D(t) 6= 0なものが存在する．D を D(t)−1D で置き換えて D(t) = 1と仮定
できる．あとは [桂 22, 補題 3.6.6]のようにしてK =

⊕
0≤i≤p−1 t

iKD が示せる．

命題 2.14. k 上の正規代数多様体の間の射 X → Y が同相かつ k(X)/k(Y )が p次純非分離ならば，X 上の
有理ベクトル場 D が存在し Y = XD である（正確に言うなら，図式

Y

X X(p)

XD

を可換にする同型写像が存在する）． ♢

証明. まず k(X)/k(Y )が p次純非分離なので k(X) = k(Y )[T ]/(T p − a)，a ∈ k(Y )と書ける．k(Y )[T ]の
（k(Y )上の）導分 ∂

∂T は k(X) = k(Y )[T ]/(T p − a)上の導分（これも ∂
∂T と書く）を誘導し，不変部分環は

明らかに k(Y )である．
∂
∂T を X 上の有理ベクトル場とみなしたものを D とおく．k(XD) ⊂ k(Y )は明らかだが，等号が成立する

ことを示す．ξ ∈ k(XD)とする．適当なアフィン開集合 ∅ 6= U = SpecR ⊂ X において ξ = b
c，b, c ∈ Rと

書ける．すると ξ = bcp−1

cp であり，D(ξ) = 0とD(cp) = 0よりD(bcp−1) = 0なので ξ は UD = SpecRD の
関数体に属する．
X → XD，XD → X(p)，X → Y はすべて同相なので，X のアフィン開集合 U で OX |U の部分層

π−1OY |U ⊂ OX |U 等を比較すればよい．以下 π−1 や |U は省略する．すると，X と Y が正規という仮定か
ら，OXD と OY のどちらも OX(p) の k(Y ) = k(XD)での整閉包なので，一致する．

系 2.15. X を正規代数多様体とする．次の対象全体の集合の間に一対一対応がある．

• k(X)の部分体K ′ で，k(X)/K ′ が p次純非分離であるもの（自動的に k を含む）．
• X 上の 0でない p-closed有理ベクトル場の同値類．
• X 上の階数 1の foliation．
• X から正規代数多様体 Y への射で，同相であり，k(X)/k(Y )が p次純非分離であるものの同型類（命
題 2.14参照）． ♢

証明. foliation以外の対応は命題 2.13，2.14から従う．ベクトル場と foliationの対応は例 2.8．

注 2.16. 一般に k(X)/k(X)
(p) の中間体と（任意階数の）foliationが対応する（Jacobson対応）．体のガロ

ア拡大の中間体と部分群の対応の類似である． ♢
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3 ベクトル場と商の局所的記述
3.1 滑らかな多様体上のベクトル場と商
X を k 上の滑らかな n次元代数多様体とし，D を X 上のベクトル場とする．x1, . . . , xn が閉点 P の近傍
での局所座標のとき，DはD =

∑
j fj

∂
∂xj
と表せる（fj は正則関数）．以下D 6= 0とする．最大公約数で括っ

てD = f ·
∑

j gj
∂

∂xj
，gj は正則，(g1 = · · · = gn = 0)は余次元 2以上，とできる．このとき，(D) := (f = 0)

と 〈D〉 := (g1 = · · · = gn = 0) は局所座標のとり方および f のとり方によらず定まり，(D) は因子になり，
〈D〉は余次元 2以上の閉部分スキームになる．(D)を D の因子部分，〈D〉を D の非因子部分とよぶ．
（[RS76]では (D)を divisorial singularityとよび，n = 2の場合には 〈D〉を isolated singularityとよんで
いるが，特異点をもつ曲面を扱う際にややこしいので私はこのよび方を採用していない．）
一般にX が滑らかと限らない場合は，部分集合 Im(D) ⊂ OX が生成するイデアルに対応する閉部分スキー
ムを Fix(D)とおき D の固定点集合 (fixed locus) とよぶ．

注 3.1. 有限群スキーム Gのスキーム X への作用についても Fix(G)が定義される．群 G(k)も X(k)に作
用し，Gが定数群スキームならば Fix(G)(k) = Fix(G(k))が成り立つが，一般には一致しない（例えば Gが
µp や αp のとき G(k)は自明な群なので）．Gが µp や αp のとき，Fix(G)は対応するベクトル場の固定点集
合と一致する． ♢

D が p-closedのとき，〈D〉に属さない点の近傍では次のように簡単な形に書ける．

命題 3.2. X が滑らかで，D 6= 0が p-closedで，P /∈ Supp〈D〉のとき，局所座標 x1, . . . , xn をうまくとると
D = f1

∂
∂x1
になる．このとき，XD は π(P ) で滑らかであり，xp1, x2, . . . , xn は π(P ) での局所座標になる．

さらに P /∈ Fix(D)かつ D が加法型ならば f1 = 1にできる． ♢

証明. 前半は [Ses60, Proposition 6]で（ベクトル場の個数を一般化した形で）示されているようだが，私は
ちゃんと読んでいない．補題 3.13（これは滑らかでなくても成り立つ）を使うのが簡単だと思う．
最後の主張は補題 3.14から従う．

乗法型の導分の固定点では D を “対角化”できる．

命題 3.3. X が滑らかで，D が乗法型で，P ∈ Fix(D) のとき，局所座標 x1, . . . , xn をうまくとると D =∑n
j=1 ajxj

∂
∂xj
，aj ∈ F p となる．このとき Fix(D)に対応するイデアルは (xj = 0 | j ∈ {1, . . . , n}, aj 6= 0)

である． ♢

証明. [RS76, Theorem 2]でも証明されているようなのだが，証明がややこしそうなので読んでいない．以下
に述べる私の証明（[Mat23a, Proposition 2.8]の (1) =⇒ (2)）の方が簡単だと思う．
命題 5.24，系 5.25 で見るように，乗法型ベクトル場 D は OX の Z/pZ 次数付き k 代数構造 OX =⊕
i∈Z/pZ(OX)i に対応しており，Fix(D) は⊕

i ̸=0(OX)i が生成するイデアルに対応する．OX,P の極大イ
デアルを m とおく．P ∈ Fix(D) より，⊕

i ̸=0(OX,P )i ⊂ m である．t ∈ m に対し，上より i 6= 0 に対して
δi(t) ∈ mであり（δi は第 i成分への射影），∑

i∈Z/pZ δi = idより i = 0に対してもそうである．したがって
mは∪

i∈Z/pZ((OX,P )i ∩m)の元で生成される．その中から m/m2 で 1次独立な n個 x1, . . . , xn をとればそ
れが mを生成し，xj ∈ (OX,P )aj

とおくとD(xj) = ajxj なのでこの座標に関してDは所望の形になる．
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系 3.4. X が滑らかでDが乗法型ならば，Fix(D)は滑らかな閉部分多様体いくつかの非交差和である（次元
は各連結成分ごとに異なりうる）． ♢

余談 3.5. 群スキーム µp の作用は乗法型導分と一対一に対応する（命題 5.23）．命題 3.3と同様にして，µp

の表現はすべて対角化可能であることが分かる．「表現がすべて対角化可能」よりもう少し広くかつ有用なク
ラスとして，「表現の圏が半単純」を満たす有限群スキーム全体のクラスが考えられ，これを満たす有限群ス
キームは線形簡約 (linearly reductive) であるという．linearly reductiveである典型的な例は µp および位数
が pと素な定数群スキームであり，linearly reductiveでない典型的な例は αp および Z/pZ である．標数 0

での有限群による商特異点は比較的「良い」性質を満たすことが知られているが，そのいくつかは標数 pでの
linearly reductiveな有限群スキームによる商特異点においても成り立つことを [LMM21a]で示した．

3.2 X が滑らかな場合の XD の特異点
X が点 P で滑らかだとする．P /∈ Supp〈D〉ならば，命題 3.2より XD も点 π(P )で滑らかになる．逆も
成り立つ（が，強い定理を使う）：

命題 3.6. X が P で滑らかで，P ∈ Supp〈D〉ならば，XD は π(P )で滑らかでない． ♢

証明. 対偶を示す．XD が π(P ) で滑らかだとする．定理 3.7 より，X の P での局所座標 x1, . . . , xn で，
xp1, x2, . . . , xn が π(P ) での局所座標であるものがとれる．すなわち D = f ∂

∂x1
なので P /∈ Supp〈D〉 であ

る．

定理 3.7 ([KN82, Corollary 1]). Rが k 上の正則局所環で，R′ は R(p) ⊂ R′ ⊂ Rを満たし，かつ正則なら
ば，Rの正則巴系 x1, . . . , xn（すなわち，n = dimRかつ (x1, . . . , xn) = mR）で x1, . . . , xs, x

p
s+1, . . . , x

p
n が

R′ の正則巴系になるものが存在する． ♢

Supp〈D〉の点の像がどのような特異点になるか考えよう．
まず D が乗法型，すなわち µp の作用に対応する場合を考える．このとき，命題 3.3 より適切な局所座
標に対して D =

∑n
j=1 ajxj

∂
∂xj
，aj ∈ F p となる．以下しばらく（例 3.8 の終わりまで），簡単のために

R = OX が多項式環 k[x1, . . . , xn] であるかのように書く．一般の場合もこの環上エタールなので概ね変わ
りない．このとき Fix(D) は (xj = 0 | aj 6= 0) である．各単項式が D に関する固有ベクトルになり，RD

は固有値 0 の固有ベクトル全体がなす部分環である．すなわち S = RD = k[xi | a · i = 0] である．ただし
i = (i1, . . . , in) ∈Nn は多重添字で，a · i := ∑n

j=1 ajij ∈ Z/pZ とする．

例 3.8. n = 2 で，a1, a2 6= 0 とする．このとき原点の像は孤立特異点である．a1 + a2 = 0 の場合，
S = k[xp, yp, xy] ∼= k[X,Y, Z]/(Zp −XY )であり，これは Ap−1 型有理二重点である．a1 + a2 6= 0の場合
（このとき p > 2 である），S の原点での極大イデアルを n とすると dim n/n2 ≥ 4 なので，原点は有理二重
点でない孤立特異点である．いずれの場合も，最小特異点解消は例外曲線が鎖状に連なった形である．（D に
F ∗

p の元を掛けることで）一般性を失わず a1 = 1，0 < a2 < pとしてよく，このとき特異点は 1
p (1, a2)型と

よばれる．さらに，例外曲線の本数および各例外曲線の自己交点数は，有理数 p
a2
の Hirzebruch–Jung型連分

数表示を用いて表せることが知られている．
ちなみに，a1 = a2 = 1の場合，S = k[xp, xp−1y, . . . , xyp−1, yp]であるが，このとき dim n/n2 = p+ 1で
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あり，pを動かすときこれは有界でない． ♢

次に D が加法型，すなわち αp の作用に対応する場合を考える．といっても，一般的に言えることは少な
い．2次元の場合を考え，さらに簡単のため完備化して R = k[[x, y]]として考える．

例 3.9. 標数 2 で，m を正整数とする．D = x2 ∂
∂x + y2m ∂

∂y は加法型で，RD = k[[x2, y2, x2y + xy2m]] =

k[[X,Y, Z]]/(Z2 +X2Y +XY 2m)は D0
4m 型有理二重点である．なお D0

4m の右上の 0は，最小特異点解消
の双対グラフが同じ Dynkin図形をもつ特異点の同型類が正標数では一般に複数存在するためそれを区別する
記号（[Art77]参照）だが，とりあえず気にしなくてもよい．
この他，標数 2の E0

8，標数 3の E0
6，標数 5の E0

8 は αp 商特異点である．
ちなみに標数 pの Z/pZ 商特異点になっている有理二重点は標数 2のDk

4k と E2
8，標数 3の E1

6，標数 5の
E1

8 である． ♢

例 3.10. 標数は 2 とする．奇数 2m + 1 ≥ 3 に対して，D = (x2 + xy2m) ∂
∂x + y2m+1 ∂

∂y とおくと，
D2 = y2mD なので D は乗法型や加法型ではないが p-closed であり，RD = k[[x2, y2, x2y + xy2m+1]] =

k[[X,Y, Z]]/(Z2 +X2Y +XY 2m+1)は D0
4m+2 型有理二重点である．

同様に，D = xy2 ∂
∂x +(x2+y3) ∂

∂y とおくと，D2 = y2DなのでDは p-closedであり，RD = k[[x2, y2, x3+

xy3]] = k[X,Y, Z]]/(Z2 +X3 +XY 3)は E0
7 型有理二重点である． ♢

例 3.11. 標数は 3 とする．D = y4 ∂
∂x − x

∂
∂y とおくと，D3 = y3D なので D は p-closed であり，RD =

k[[x3, y3, x2 + y5]] = k[[X,Y, Z]]/(−Z3 +X2 + Y 5)は E0
8 型有理二重点である． ♢

余談 3.12. p-closedな導分による商特異点になっている有理二重点は，例 3.8の最初の 3文，例 3.9，例 3.10，
例 3.11で挙げたもので尽くされることを示した（[Mat23b, Lemma 3.6]）．

標数が小さければ一般の 2次元 αp 商特異点の具体的な形を与えることも不可能ではない．標数 2のときの
2次元の α2 商特異点の一般形は [Mat23b, Theorem 3.8]で与えた．Artin [Art75, Theorem]による Z/2Z

商特異点の一般形と類似する．
ちなみにZ/pZ 作用の商特異点も一般に難しい．上記Artinの結果のほか，Peskin [Pes83, Corollary 5.15]

は標数 3のときの 2次元 Z/pZ 商特異点の一部について一般形を与えている．
ところで，Z/2Z の場合と α2 の場合の標準形を見比べると（あるいは例 3.9の前半と後半を見比べると），
いかにも両者を 1パラメータでつなぐことができそうである．例えば宮西–伊藤 [MI21, Chapter II.7]を参照
せよ．

3.3 滑らかと限らない多様体上のベクトル場と商
まず Fix(D) が Cartier 因子になっている領域で考える（このとき，局所的には D を同値で置き換えて

Fix(D) = ∅にできる）．

補題 3.13 ([Mat23b, Lemma 2.8]*6). (R,m)が正規な Noether局所整域で，剰余体は k に同型で，D 6= 0

が p-closedな導分で，Fix(D)が Cartier因子だとする．このとき mの生成系として，dimk m/m
2 個の元か

*6 引用元では Rに関する仮定が不足していることに注意する．h ∈ Rを導く際に Rが Noetherかつ正規という条件を使っている．
cf. 注 2.4．
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らなり，かつ 1つの元を除き RD に含まれているものがとれる． ♢

証明. Fix(D)が Cartierなので Im(D)が生成するイデアルはある f ∈ Rで生成される．D を f−1D（これ
も Rに値をとる p-closedな導分である）で置き換えることで，Fix(D) = ∅と仮定できる．
Fix(D) = ∅ なので，y ∈ R で D(y) /∈ m なるものが存在する．k の元だけずらして y ∈ m としてよ
い*7．w := yp−1 とおくと，0 ≤ k ≤ p − 2 のとき Dk(w) ∈ (y) ⊂ m，かつ Dp−1(w) /∈ m が成り立つ．
u := Dp−1(w)− hwとおくと（h ∈ Rは Dp = hD を満たす元），u ∈ RD ∩R∗ である．
RD 線形な写像 π : R→ Rを

π(x) = ux+
∑

0≤j≤p−2

(−1)jDj(w)Dp−1−j(x)

で定めると，Im(π) ⊂ RD であり，一方で π(x) ≡ ux (mod (y))が成り立つ．
B を m の生成系とすると，B′ := {y} ∪ π(B) も生成系であり，かつ B′ \ {y} ⊂ RD である．m/m2

は有限次元なので，B として m/m2 の基底の持ち上げをとると |B′| = dimm/m2 + 1 であり，したがっ
て |B′′| = dimm/m2 なる部分集合 B′′ ⊂ B′ で m を生成するものがとれる．B′′ ⊂ π(B) だとすると，
(D(R)) = (D(m)) = (D(kB′′ + m2)) ⊂ (0) + mとなり，Fix(D) = ∅という仮定に反する．したがって B′′

は y を含む．

とくに，X がこの点で滑らかな場合に適用することで，命題 3.2を得る．

補題 3.14 ([Mat23b, Lemma 2.9]). 補題 3.13の設定で，Fix(D) = ∅かつDが加法型ならば，「1つの元」y
を D(y) = 1を満たすようにとれる． ♢

証明. y ∈ m が D(y) /∈ m を満たすとする．u := Dp−1(yp−1) とおくと u ∈ B∗ ∩ BD である．したがって
Dp−1(u−1yp−1) = 1なので，y′ := Dp−2(u−1yp−1)とおくとこの元が条件を満たす．

ところで，X が滑らかでなくても XD が滑らかになる場合もある．

例 3.15. S を例 3.8の商特異点とし，S′ = k[xp, yp] ⊂ S とする．S の導分 D を D(xiyj) = ixiyj で定める
と，SD = S′ は滑らかである．Fix(D)に対応するイデアル I は {xiyj ∈ S | p ∤ i}で生成される．例 3.8の記
号で a1+a2 = 0ならば，I は 1元 xyで生成されるので単項イデアルであり，D′ := (xy)−1Dは Fix(D′) = ∅
を満たす．a1 + a2 6= 0ならば，I は単項イデアルではない． ♢

例 3.16. m ≥ 1，f ∈ (x, y)2 ⊂ k[[x, y]]とし，偏微分 fx, fy が生成するイデアルは (x, y)-primaryだとする．
R = k[[x, y, z]]/(zmp − f(x, y))とするとこれは孤立特異点である．k[[x, y, z]]の導分 D = ∂

∂z は Rの導分を
誘導する（これも D と書く）．Z := zp ∈ RD であり RD = k[[x, y, Z]]/(Zm − f(x, y))である．m = 1なら
ば RD は滑らかである．m > 1なら RD は特異だが，Rよりはマイルドな特異点だといえそうである． ♢

Fix(D) が Cartier 因子になっていない場合が当然複雑である．X が点 P で滑らかな場合，この条件は
Fix(D)の孤立部分 〈D〉が 0でないことと同値であり，その場合は命題 3.6で見た．P で滑らかでない場合に
ついてはよく知らない．ひとまず，完備化と商が交換することを紹介しておく．

補題 3.17. Rは k上有限生成代数の極大イデアル mでの局所化とし，Dは Rの導分とする．このときDは
Rの完備化 R̂ = lim←−n

R/mn 上の連続な導分に自然に延長する． ♢

*7 ここでさらに D を D(y)−1D で置き換えれば D(y) = 1にできる．その方が分かりやすければそうしてもよい．
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証明. D : R → Rは D(mn) ⊂ mn−1 を満たす（Leibniz則から）ので，m進位相に関して連続であり，m進
完備化の間の射を誘導する．

注 3.18. kが標数 0の代数閉体のときは，Ω1
k[[x1,...,xn]]/k

は∑n
i=1 k[[x1, . . . , xn]] · dxi より真に大きい気配が

する（参考：[SP, Tag 02JD]）．補題 3.17からD ∈ Hom(Ω1
k[[x1,...,xn]]/k

, k[[x1, . . . , xn]])はD(x1), . . . , D(xn)

だけから定まるが，証明は D の終域が m進完備であることを使っていることに注意する．
一方，kが標数 p > 0（の代数閉体）のときは，k上の導分D : k[[x1, . . . , xn]]→M は k[[xp1, . . . , x

p
n]]線形に

なるため，D(xi11 . . . x
in
n )（(i1, . . . , in) ∈ {0, 1, . . . , p− 1}n）のみから定まり，したがってD(x1), . . . , D(xn)

のみから定まるので，Ω1
k[[x1,...,xn]]/k

=
∑n

i=1 k[[x1, . . . , xn]] · dxi となる． ♢

命題 3.19 ([Tzi17, Proposition 3.1(1)]). R, R̂,D を補題 3.17の通りとする．商 (R̂)D は RD の極大イデア
ル m ∩RD での完備化と自然に同型になる． ♢

3.4 2次元の場合の “双対”ベクトル場
X を正規代数多様体，D を p-closedな有理ベクトル場とする．

命題 3.20 ([Mat23b, Lemma 2.11]). Sing(X) = Supp〈D〉 = ∅ と仮定する．このとき次を満たす η ∈
Ω1

XD ⊗OXD (π∗(D))が一意に存在する．

• η は Ker(π∗ : Ω1
XD → π∗Ω

1
X)⊗OXD (π∗(D))の生成元である．

• divD(f) = (D)を満たす任意の f ∈ OX に対し，η = d(fp)
D(f)p が成り立つ．

• 任意の f ∈ OX \ OD
X に対し，有理微分形式の意味で前項と同じ等式が成立する（または，任意の

f ∈ OX に対し D(f)p · η = d(fp)が成り立つと言ってもよい）．

（なお，一般に標数 pの環の元 r ∈ Rに対し Ω1
R で等式 d(rp) = 0が成り立つが，fp は OXD の元としては p

乗ではないことに注意する．） ♢

証明は補題 4.5を見よ．

例 3.21. D が乗法型のとき，D(f) = f を満たす f ∈ OX が存在し，これを用いて η = d log(fp) := d(fp)
fp

と表せる．D が加法型で (D) = 0のとき，D(f) = 1を満たす f ∈ OX が存在し，これを用いて η = d(fp)

と表せる．
[BM76] では（Enriques 曲面 XD の µ2 または α2 被覆 X → XD に対して）η をこのように与えており，
これをヒントに一般化した． ♢

ここから 3 節の終わりまで dimX = 2 とする．π : X → Y := XD の “双対” となる射 π′ : Y → X(p) を
考えると，π′ も同相写像で純非分離で p次なので，π′ は Y 上のある有理ベクトル場 DY による商として書
ける．Y 上の有理 2次微分形式 ωY が与えられているとき，DY の標準的なとり方がある：f ∈ OY に対し，
DY (f) ·ωY = df ∧ ηで定める．このDY に対してODY

Y = OX(p) が成り立つことを示そう．g ∈ OX に対し，
d(gp) ∈ Ω1

Y ⊗OY (π∗(D))を引き戻すと π∗(d(gp)) = 0 ∈ Ω1
X(p(D))なので，d(gp)は η の関数倍であり，し

たがって ∧η すると 0である．したがって DY (g
p) = 0なので，OX(p) ⊂ ODY

Y が成り立つ．両辺は正規なの
で，拡大次数を比較して等式を得る．
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ところで，Sing(X) = Supp〈D〉 = ∅という仮定を外して X は正規とだけ仮定すると，Y = XD は特異点
をもちうるが，Y は正規であり Sing(Y ) ⊂ π(Sing(X) ∪ Supp〈D〉)は余次元 2以上なので，その補集合 Y sm

では ηが定義され，また Y sm 上の有理 2次微分形式 ωY があれば Y sm 上の有理ベクトル場DY が定まる．と
ころが，一般に Y が正規のとき Y sm 上の（有理）ベクトル場は Y 上の（有理）ベクトル場に自然に延長する
ことが補題 3.22を用いて示せる．

補題 3.22. Aがネーター整閉整域なら，Aは高さ 1以下の素イデアル pに対する Ap の共通部分に等しい．
X がネーター正規整スキーム，Z ⊂ X が余次元 2以上の閉部分スキームのとき，j : X \ Z ↪→ X を包含写
像とすると，制限写像 OX → j∗OX\Z は同型である． ♢

以上をまとめてさらに議論すると次を得る．

命題 3.23 ([Mat23b, Proposition 2.15]). X,Y は正規代数曲面（完備と限らない）で，π : X → Y は p-closed

な有理ベクトル場 D による商で，ωY ∈ H0(Y sm,Ω2
Y ⊗ k(Y )) \ {0} は有理 2 次微分形式とする．このとき

Y sm 上の有理 1 次微分形式 η ∈ Ω1
Y sm ⊗ OY (π∗(D)) と Y 上の有理ベクトル場 DY ∈ H0(Y,ΘY ⊗ k(Y ))

が一意に存在し，η は命題 3.20 で述べた関係を満たし，さらに f ∈ OY に対し DY (f) · ωY = df ∧ η が
（H0(Y sm,Ω2

Y )での等式として）成立する．DY は p-closedである．
ωY が正則（つまり H0(Y sm,Ω2

Y )の元）かつ non-vanishing（つまり各点で Ω2
Y を生成する）ならば Y sm

上で Zero(η)の因子部分 π∗(D)と (DY )は因子として一致する．加えてXsm 上で (D) = 0ならば (DY ) = 0

で η の零点は余次元 2以上である． ♢

注 3.24. 命題 3.23 では X は正規と仮定しなくてもよく（Y は正規とする），その場合 Y D は X(p) の正規
化になる．6 節では Y から出発して被覆 X を作る議論を行うが，このとき必ずしも X は正規にならない．
Sing(X)が 1次元になる場合も含めて Sing(X)と Zero(η)は一致する． ♢

4 ベクトル場と商の大域的性質
4.1 標準因子の比較・微分形式の比較
X を n次元正規多様体とし X → XD = Y を p-closedベクトル場による商とする．このとき，命題 3.2よ
り，Sing(X)と 〈D〉（両方余次元 2以上）を除けばXD は滑らかになる．X とXD の標準因子の比較を考え
るにあたり，正規代数多様体の標準因子は余次元 2以上の閉部分スキームを無視して定義できるので，X と
XD が滑らかな場合を考えれば十分である．
標数と素な r に対する Z/rZ 商写像 π : X → Y の場合を復習すると，π∗Ωn

Y → Ωn
X が単射で像が

Ωn
X(−(r − 1)R)，ただし R は分岐因子，であることが証明でき，系として標準因子の間の等式 KX ∼

π∗KY + (r− 1)R（∼は線形同値）が得られる（簡単な例として Spec k[x1, . . . , xn]→ Spec k[xr1, x2, . . . , xn]

を考えよ）．p-closedな導分による商写像 π に対して同様の比較を考えたい．
π : X → Y が非分離の場合，π∗Ω1

Y → Ω1
X は単射でなく像の階数は n より真に小さくなり，したがって

π∗Ωn
Y → Ωn

X は 0 射になってしまう（簡単な例として Spec k[x1, . . . , xn] → Spec k[xp1, x2, . . . , xn] を考え
よ）．そのため状況は複雑になるのだが，結果としては標数と素な巡回被覆の場合と同様の公式が得られる：

命題 4.1 ([RS76, Corollary 1 to Proposition 3]). X が正規代数多様体，D 6= 0が X 上の（有理）p-closed
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ベクトル場ならば，商写像を π : X → XD とおくとき，KX ∼ π∗KXD + (p− 1)(D)が成り立つ． ♢

私は Rudakov–Shafarevich公式とよんでいるが，一般的なよび方かは分からない．
しかし Rudakov–Shafarevichの証明が気に入らなかったので，より精密に，微分形式の層を比較する形で
定式化した．これにより X 上の D 不変な微分形式と XD 上の微分形式を対応させることができる．

命題 4.2 ([Mat23b, Proposition 2.12]). X，D，π を命題 4.1の通りとし，Sing(X) = Supp〈D〉 = ∅と仮定
する．このとき OX 加群の同型

π∗(Ωn
XD (π∗(D))) = π∗Ωn

XD ⊗OX(p(D))
∼→ Ωn

X((D)) :

f0 · df1 ∧ · · · ∧ dfn−1 ∧
d(gp)

D(g)p
7→ f0 · df1 ∧ · · · ∧ dfn−1 ∧

dg

D(g)

（ただし f1, . . . , fn−1 ∈ OD
X，f0, g ∈ OX）がある．微分形式の零点も対応する．

D 不変部分をとると，π∗(Ωn
X((D)))D ∼= Ωn

XD (π∗(D)) を得る（微分形式への導分の作用については定義
4.3）．
さらに大域切断をとって H0(X,Ωn

X((D)))D ∼= H0(XD,Ωn
XD (π∗(D)))を得る． ♢

証明は 4.2 節で行う．一言で言うと，1 次微分形式の引き戻し π∗ : π∗Ω1
XD → Ω1

X の核と余核を求めれば
よい．

定義 4.3 ([Mat23b, Definition 2.5, Proposition 2.6]). Dが X 上のベクトル場であるとき，次の条件を満た
す OX 加群の準同型の族 (Dq : Ω

q
X → Ωq

X)q≥0 が一意に定まる．

• D0 = D．
• D1(df) = d(D1(f))．
• Dq+q′(β ∧ β′) = Dq(β) ∧ β′ + β ∧Dq′(β

′)．ただし β(′) は q(′) 次微分形式．

なお，一般に Dp = hD のとき (Dq)
p = hDq とは限らないが，dh = 0 ならば（例えば h ∈ k ならば）

(Dq)
p = hDq が成り立つ． ♢

余談 4.4. K3 曲面 X の主要な性質の 1 つは Ω2
X
∼= OX である．したがって大域 2 次微分形式の空間

H0(X,Ω2
X)は 1次元 k ベクトル空間である．有限群 Gの X への作用はこの 1次元空間への作用を誘導し，

Gの位数が標数と素なときには，微分形式への作用が自明であることと商 Y := X/Gの最小特異点解消が再
び K3曲面になることの同値性が知られていた（標数 0の場合は [Nik79, Sections 4–5]）．このとき Y の 0で
ない大域 2次微分形式（の Y sm への制限）の引き戻しはX の 0でない大域 2次微分形式（のX \ Fix(G)へ
の制限）である．
[Mat23a]の主結果は標数 pでの µp 作用について同様の同値が成り立つというものである．このとき X の
大域 2次微分形式と X/µp = XD の大域 2次微分形式は命題 4.2の最後の同型で対応する．詳細は 5.7節で
述べる．

4.2 微分形式の比較の証明
X などを命題 4.2の通りとする．すなわち，X は滑らかな代数多様体，D 6= 0は X 上の有理 p-closedベ
クトル場で 〈D〉 = 0だとし，π : X → XD を商写像とする．XD は X とそのフロベニウス像 X(p) の間にあ
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る（cf. 系 2.15）ので，次の図式がある．

X X(p)

XD XD(p)

FX

π π(p)

FXD

π′

補題 4.5. 微分形式を引き戻す射 π∗ : π∗Ω1
XD → Ω1

X の核と余核は次の完全列で表される：

0→ OX(−p(D))
π′∗
−−→ π∗Ω1

XD

π∗

−→ Ω1
X

D̄−→ OX(−(D))→ 0,

ここで，D̄ は D̄ ◦ d = D で定まる射（命題 2.1から一意に存在する OX 加群の準同型 Ω1
X → OX）であり，

π′∗ は次の図式（1行めは完全）と同型 F ∗
X(OX(p)(−(D)

(p)
)) = OX(−p(D))から定まる射である．

F ∗
XDΩ

1
XD(p) π′∗Ω1

X(p) π′∗OX(p)(−(D)
(p)

) 0

Ω1
XD

π(p)∗

0

D(p)

π′∗

π′∗

完全列から得られる同型OX
∼→ Ker(π∗⊗OX(p(D)))による 1の像を ηとおき，Coker(π∗⊗OX((D)))

∼→
OX による 1の逆像を ξ とおくと，div(D(f)) = (D)を満たす任意の f ∈ OX に対し η = d(fp)

D(f)p，ξ = df
D(f)

である．（有理 1次微分形式の意味でなら，任意の f ∈ OX \ OD
X で成り立つ．） ♢

証明. 完全性を示すには局所的に考えてよい．命題 3.2 より，X の局所座標 x1, . . . , xn で xp1, x2, . . . , xn が
XD の局所座標になるものがとれる．このとき D = φ ∂

∂x1
，φ ∈ k(X)，と書けて，(D) = div(φ)である．こ

の表示の下で，問題の列は

0→ 〈φp〉 π′∗
−−→ 〈d(xp1), dx2, · · · dxn〉

π∗

−→ 〈dx1, dx2, · · · dxn〉
D̄−→ 〈φ〉 → 0,

π′∗(φp) = d(xp1)，D̄(dx1) = φであり，明らかに完全である．
η と ξ の表示については，x1, . . . , xn を上の通りとし，f =

∑p−1
j=0 fjx

j
1，fj ∈ OD

X と書くと，d と D は
Leibniz則を満たすので，Ω1

XD と OX においてそれぞれ

d(fp) =
∑

fpj d((x
p
1)

j) =

(∑
fpj j(x

p
1)

j−1

)
d(xp1),

D(f)p =
∑

fpjD(xj1)
p =

(∑
fpj j

p(xj−1
1 )p

)
D(x1)

p

となり，2つの大きな括弧の中身は等しいので d(fp)
D(f)p =

d(xp
1)

D(x1)p
を得る．また，Ω1

X と OX での等式

df =
∑

xj1dfj +
∑

fjd(x
j
1),

D(f) =
∑

xj1D(fj) +
∑

fjD(xj1)

において dfj ∈ Im(π∗)，D(fj) = 0 なので，上と同じ議論で，Coker(π∗) の切断として df
D(f) = dx1

D(x1)
であ

る．
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補題 4.6. 局所自由層からなる短完全列

0→ G1
ϕ1−→ G2

ϕ2−→ G3 → 0

に対して，可逆層の同型射

det(G1)⊗ det(G3) ∼= det(G2) : g1 ⊗ φ2(g2) 7→ φ1(g1) ∧ g2

がある*8．ただし局所自由層 G に対してその最高次外積を det(G) :=
∧rankG

G と書く（これは可逆層で
ある）．
もっと長い完全列に対しても同様のことが成り立つ．例えば

0→ G1
ϕ1−→ G2

ϕ2−→ G3
ϕ3−→ G4 → 0

に対して同型
det(G1)⊗ det(G3) ∼= det(G2)⊗ det(G4)

がある． ♢

証明. 射が同型であることは，X を縮めて各 Gi が自由で短完全列が分裂する場合に示せばよく，この場合明
らかである．
長い完全列は，短完全列に分解して各々に前半を適用すればよい（局所自由層の間の射の核はまた局所自由
である）．

命題 4.2の証明. 補題 4.6（長さ 4の場合）を補題 4.5の完全列に適用して求める同型を得る．具体的表示も
構成から分かる．

4.3 大域（有理）ベクトル場の数値的性質
次の定理はある仮定の下では Rudakov–Shafarevich [RS76, Theorem 3]により，一般の場合は Katsura–

Takeda [KT89, Proposition 2.1]により示された．

定理 4.7. X を固有滑らかな曲面とし，D 6= 0を有理ベクトル場とすると，

deg c2(X) = deg〈D〉 −KX · (D)− (D)2

が成り立つ． ♢

ただし c2(X) := c2(ΘX)は X の第 2 Chern類であり，その次数 deg c2(X)は整数である．
なお Chern 類の解説は省略する．詳しくは例えば [Ful84, Chapters 2, 3, 15, etc.] を見よ．または [桂

22, 3.4節]にはこの定理の証明を追うのに必要な事実が載っている．

証明. 完全列
0→ OX((D))

·D−→ ΘX
∧D−−→ (

2∧
ΘX)⊗OX(−(D))→ S → 0

*8 本当はこの右辺の外積をどちらの順番にするかきちんと考えないと，可換なはずの図式が可換の −1倍になって大変なことになっ
たりするのだが，本稿の範囲では −1倍ずれてもとくに影響がないのできちんと考えていない．
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において S は dimSuppS ≤ 0（SuppS = ∅の場合を含む）および degS = deg〈D〉を満たす．ただし 1つ
めの射は a 7→ aD，2つめの射はD′ 7→ D′ ∧Dである．（第 2）Chern類を計算（詳細略）すると所望の等式
を得る．

曲面上の有理 1次微分形式についても同様の公式が存在し，こちらは井草の公式とよばれることもある．

定理 4.8. X は固有滑らかな曲面とし，η 6= 0を有理 1次微分形式とすると，

deg c2(X) = deg〈η〉+KX · (η)− (η)2

が成り立つ． ♢

〈η〉および (η)はベクトル場の場合と同様に定める（3.1節の冒頭参照）．
有理 2 次微分形式 ω を 1 つ固定すると，有理 1 次微分形式 η と有理ベクトル場 D の間の一対一対応で

D(f)ω = df ∧ ηを満たすものが定まり，この対応の下で 〈η〉 = 〈D〉，(η) = (D) +KX が成り立つので，定理
4.7と定理 4.8の一方を示せばもう一方は直ちに従う．

4.4 ベクトル場の作用の例
5.5節で見るように，X のベクトル場全体の空間 H0(X,ΘX)は X の自己同型群スキーム Aut(X)の Lie

環（原点での接空間）に一致する（X が射影的ならば）．

例 4.9 (射影空間の場合). X = Pn = Proj k[x0, . . . , xn] を射影空間とすると，Aut(X) ∼= PGLn+1(k) =

GLn+1(k)/k
∗ であり，自己同型群スキームは Aut(X) = PGLn+1 であり，H0(X,ΘX) = LiePGLn+1 =

pgln+1(k) = gln+1(k)/k である（分母の k∗，k はスカラー行列を意味する）．行列単位 Eij（の pglでの剰余
類）に対応するベクトル場は xj

∂
∂xi
である*9*10． ♢

例 4.10 (アーベル多様体の場合). Aを g 次元アーベル多様体とする．Aの（原点を保つと限らない）自己同
型群の単位連結成分は A 自身（による平行移動）なので，H0(A,ΘA) ∼= ΘA,0 ⊗ k（原点での接空間）にな
る．標数 p > 0のとき，この restricted Lie algebra（5.6節）の p乗写像に関する半単純部分（命題 5.34参
照）の次元が Aの p-rankに一致する [Mum70, Sections 14–15]*11．すなわち，この場合ベクトル場は多様体
の正標数特有の性質をある程度反映している． ♢

例 4.11 (曲線の場合). C を種数 g の曲線とする．g = 0ならば C ∼= P1 なので，例 4.9より H0(C,ΘC) ∼=
pgl2(k)である．g = 1ならば，（原点 0を選択することで）楕円曲線すなわち 1次元アーベル多様体になるの
で，例 4.10より H0(C,ΘC) ∼= ΘC,0 ⊗ k は 1次元である．
一般に，ΘC

∼= (Ω1
C)

∨ の次数は 2− 2g で，g ≥ 2のとき degΘC < 0なので H0(C,ΘC) = 0となる． ♢

*9 iと j が逆だったらすみません．
*10 xj

∂
∂xi

は次数つき環 B = k[x0, . . . , xn]の次数を保つ導分なので，Pn = ProjB の導分を誘導する．∑n
i=0 xi

∂
∂xi

はm次部分
にm倍で作用するので斉次局所化の 0次部分には 0で作用する，すなわち ProjB の導分としては 0である．

*11 Aの p倍写像の核 A[p]は（被約でない）部分群スキームになり，A[p]red の位数はある 0 ≤ i ≤ g に対する pi になることが知ら
れている．この iを Aの p-rankとよぶ．
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4.5 小平次元との関係
多様体の基本的な不変量として小平次元がある．いくつかの同値な定義がある．同値性の確認は省略する．
適当な代数幾何学の教科書（例えば [Iit82]，[Uen75]）を見よ*12．

定義 4.12 (小平次元). X を滑らかな射影多様体とし，KX を標準因子とする．X の多重種数 (plurigenus)

を Pd = dimH0(X,OX(dKX))（d ≥ 0）で定める．
P1 = dimH0(X,OX(KX))は幾何種数 (geometric genus) とよばれ pg とも書かれる．1次元の種数の一
般化の一つである．
すべての d ≥ 0で Pd = 0であるとき κ = −∞と定め，そうでないとき κ ∈ {0, 1, . . . , dimX}を次の同値
な条件で定める．κを X の小平次元 (Kodaira dimension) とよび κ(X)，kod(X)などと書く．

• 線形系 |dKX |の像の次元の最大値が κ．
• X の標準環 (canonical ring)

⊕
d≥0H

0(X,OX(dKX))の k 上の超越次元が κ+ 1．
• κは Pd = O(dκ)（Landauの O記法，すなわち Pd

dκ が上に有界）を満たす最小の κ．
• ある d0 > 0 に対して次が成立する：0 < a < b < +∞ が存在して，d0 の任意の倍数 d > 0 に対し
a < Pd

dκ < b． ♢

注 4.13. 最後の条件は d0 として 1をとると（つまり dに制限をつけないと）一般に成立しない．例えば X

が標数 6= 2 の Enriques 曲面ならば，KX 6∼ 0 かつ 2KX ∼ 0 なので，d の偶奇に応じて Pd = 1, 0 となり，
κ = 0であり Pd

dκ も 1, 0である．この場合は d0 := 2ととればよい． ♢

例 4.14. X が射影空間ならば −KX が豊富なので任意の d > 0で Pd = 0であり，kod(X) = −∞である．
KX ∼ 0（例えば X がアーベル多様体や K3曲面）ならば任意の d > 0で Pd = 1であり，kod(X) = 0で
ある．
C が種数 g の曲線の場合，g = 0，g = 1，g ≥ 2に応じて kod(C) = −∞, 0, 1である． ♢

ベクトル場やそれによる商との関係について少し述べる．

例 4.15. r := rank Im(H0(X,ΘX) ⊗ OX → ΘX) とおく．r = n := dimX ならば，k(X) 上 1 次独立な
D1, . . . , Dn ∈ H0(X,ΘX)をとると D1 ∧ · · · ∧Dn 6= 0は ∧n

ΘX
∼= (Ωn

X)∨ ∼= O(−KX)の大域切断であり，
したがって −KX ≥ 0，とくに kod(X) ≤ 0である．対偶をとって，小平次元が 1以上ならば r < nであるこ
とが分かり，そのとき dimH0(X,ΘX)は “あまり大きくない”ことが想像できる． ♢

例 4.16. X が一般型 (of general type) （すなわち kod(X) = dimX）だとする．このとき Aut(X)は有限
群であり [Mat63]*13，したがって標数 0ならば（注 5.13の議論とあわせて）H0(X,ΘX) = 0である．一方
で，正標数ならば一般型でも H0(X,ΘX) 6= 0となりうる． ♢

例 4.17. π : X → Y が正則ベクトル場 D による商だとすると，Rudakov–Shafarevich公式KX ∼ π∗KY +

(p− 1)D より，Pd(X) ≥ Pd(Y )なので，kod(X) ≥ kod(Y )である． ♢

*12 ※読まないで言ってます．
*13 ※読まないで言ってます．
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5 群スキームと作用と商
乗法型・加法型ベクトル場と群スキーム µp・αp の作用の対応について述べたい．スキーム S 上の群スキー
ム (group scheme) とは，S スキームの圏 Sch /S の群対象である．というわけでまず一般的な設定で群対象
や作用を定義する．

5.1 群対象
C を有限個の対象の積をもつ圏とする（したがって，0個の対象の積すなわち終対象ももつ）．例えば，集合
の圏 Setsや S スキームの圏 Sch /S は条件を満たす．終対象を S とおく．例えば集合の圏の場合 S は 1点集
合である．

定義 5.1 (群対象). C の対象Gおよび射m : G×G→ G，e : S → G，i : G→ G からなる 4つ組 (G,m, e, i)

が下記の条件（図式の可換性）を満たすとき群対象 (group object) という．C = Sch /S のときは S 上の群ス
キーム (group scheme) という．

(1) 結合法則：
G×G×G G×G

G×G G.

m×idG

idG×m m

m

(2) 単位元：
G× S G S ×G

G×G G G×G.

idG×e

∼ ∼

idG e×idG

m m

(3) 逆元：
G×G G G×G

S

G×G G G×G.

idG×i

∆ ∆

i×idG

e

m m

ただし∆ = (idG, idG) : G→ G×Gは対角射． ♢

命題 5.2. Gを Cの群対象とする．各対象 c ∈ Cに対し，集合G(c) := HomC(c,G)，写像m(c) : (G×G)(c) =
G(c) ×G(c) → G(c)，e(c) : S(c) = {pt} → G(c)，i(c) : G(c) → G(c)は群をなす（m(c)が乗法，e(c)（の
像）が単位元，i(c)が逆元（を与える写像））．定義 5.1の各条件が通常の群の公理に対応する．さらに，各射
f ∈ HomC(c, c

′)に対し，写像 f∗ : G(c′)→ G(c)は群準同型になる．
したがって，関手 Cop → Sets : c 7→ G(c)は群の圏を経由する． ♢

証明は容易である．
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定義 5.3 (群対象の作用). Gを C の群対象とし，X を C の対象とする．射 a : G×X → X が下記の条件（図
式の可換性）を満たすとき作用 (action) という．

(1) 結合法則のようなもの：
G×G×X G×X

G×X X.

m×idX

idG×a a

a

(2) 単位元の作用が自明なこと：
X S ×X

X G×X.

∼

idX e×idX

a

♢

命題 5.4. a : G × X → X を群対象 G の対象 X への作用とする．命題 5.2 と同様に，各対象 c ∈ C に対
し，a(c) : (G×X)(c) = G(c)×X(c)→ X(c)は群の集合への作用であり，各射 f ∈ HomC(c, c

′)と整合的で
ある． ♢

証明は容易である．

注 5.5. C が集合の圏 Setsの場合，群対象およびその作用とは通常の意味の群およびその作用に他ならない．
以下に述べる準同型，核，商についても同様である． ♢

定義 5.6. 群対象の間の射 f : G1 → G2 が準同型であるとは，図式

G1 ×G1 G1

G2 ×G2 G2,

m1

f×f f

m2

S G1

S G2,

e1

f

e2

G1 G1

G2 G2

i1

f f

i2

が可換であることをいう． ♢

補題 5.7. mに関する図式の可換性から他の 2つの図式の可換性が従う． ♢

略証. 命題 5.2より，各 c ∈ C に対する群 G1(c)，G2(c)の間の写像に関する命題に帰着されるが，群の間の
積を保つ写像が単位元と逆元を保つことは簡単に確認できる．

定義 5.8. C がファイバー積をもつと仮定する．群対象の間の準同型G1 → G2の核 (kernel) とは，G1 → G2

と S → G2 のファイバー積である．ただし S は自明な群対象である． ♢

注 5.9. 像の定義はどうすればいいのかよく知らない．
ところで，（位相空間の開集合に対する）層の準同型 G1 → G2 の像については，単純に関手（＝前層）

c 7→ Im(G1(c) → G2(c))を考えると層にならず，この前層を層化することで層の圏での像の普遍性を満たす
のだった．
S スキームの圏の場合，表現可能関手（Y を対象として，Y が定める関手 Sch /S → Sets : c 7→ Y (c) =

Hom(c, Y ) に同型なもの）は fppf 位相に関して層をなす*14．というわけで，fppf 層化をとるのがよいので

*14 なお fppf 位相は通常の意味の位相（集合とその上の開集合系という意味）ではなく Grothendieck 位相であるが，これをよく知
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しょうか？ ♢

定義 5.10 (商). G ↷ X が群対象の作用のとき，作用による X の商 (quotient) とは，G × X
a
⇒
pr2

X の
coequalizerである．すなわち，π : X → Y が商であるとは，π ◦ a = π ◦ pr2 を満たし，かつ，任意の対象 Z

に対して Hom(Y, Z)
−◦π−−−→ {f ∈ Hom(X,Z) | f ◦ a = f ◦ pr2}が全単射になるものである． ♢

5.2 群スキームの例
例 5.11. 有限群 G = (G,m, e, i) に対し定数群スキーム G = (G,m, e, i) を次のように定める．スキームと
しては ⨿

g∈G S とする．G の群構造を定める各射は，G の群構造を定める各射から自然に定める：例えば
m : G × G =

⨿
g1,g2∈G S → G =

⨿
h∈G S は，(g1, g2)番目の S から m(g1, g2)番目の S に送ることで定め

る（mは群 Gの乗法m : G×G→ G）．GのスキームX への作用は，群準同型 G→ Aut(X)と自然に対応
する．しばしば Gのことを単に Gと書く．
定数群スキーム Gのスキーム X への作用は群 Gの作用と同じことである：a : G×X → X が前者の作用
のとき，g ∈ Gの後者の作用は X

∼→ {g} ×X ↪→ G×X a−→ X である． ♢

以下基礎スキームは S = Spec k（k は代数閉体）とする．5.2–5.3 節の間は標数は任意である．また，ア
フィンスキームの射 f に対応する環の射を f# で表す．

定義 5.12. 群スキーム G → Spec k がスキームの射として有限のとき G を有限群スキーム (finite group

scheme) という． ♢

注 5.13. k の標数が 0ならば群スキームはすべて滑らかであることが知られており（[Mum70, Theorem in

Section 11]），とくに有限群スキームはすべて例 5.11の形のものである．一方標数 pでは，αp や µp など被
約でない有限群スキームがたくさん存在する．
系として，char k = 0で Aut(X)が離散的ならばH0(X,ΘX) = 0だが（cf. 例 4.16），正標数ではそうとは
限らない． ♢

例 5.14 (Ga，αp). 加法群スキームGaは，スキーム Spec k[t]に，群演算をm#(t) = t⊗1+1⊗ t, e#(t) = 0,

i#(t) = −t で定めたものである．群 Ga(SpecA)は加法群 Aに他ならない．p := char k > 0ならば，フロベ
ニウス写像 F : Ga → Ga（F#(t) = tp）は自己準同型であり，その核 αp = Spec k[t]/(tp)は被約でない有限
部分群スキームである． ♢

例 5.15 (Gm，µp). 乗法群スキームGmは，スキーム Spec k[u, u−1]に，群演算をm#(u) = u⊗u, e#(u) = 1,

i#(u) = u−1 で定めたものである．群 Gm(SpecA)は乗法群 A∗ に他ならない．正整数 nに対し，n乗写像
[n] : Gm → Gm（[n]#(u) = un）は自己準同型であり，その核 µn = Spec k[u]/(un − 1)は有限部分群スキー
ムである．
n が標数と素ならば，µn は定数群スキーム Z/nZ に同型である．同型射をとることは k での 1 の原始 n

乗根をとることに対応する．一方で nが標数 pで割れるならば，un − 1 = (un/p − 1)p なので µn は被約で
ない． ♢

らない読者はとりあえず Zariski位相に関して層をなす（すなわち，スキームX とその Zariski開集合からなる被覆 {Ui}を代入
した例の列が完全である）ことを確認されたい．
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なお，µp と αp は k スキームしては同型だが群スキームとしては同型でない．

5.3 群スキームの作用による商
一般的な設定での商は定義 5.10で定義した．群スキームの場合の商の存在・構成については命題 5.16と命
題 5.18が基本的である．

命題 5.16. G = SpecA が有限群スキームで．アフィンスキーム SpecR に作用しているとする（すなわ
ち，a : Spec(A ⊗ R) → SpecR が定義 5.3 で述べた条件を満たす）．作用による R の不変部分環 RG を，
RG := {r ∈ R | a#(r) = 1⊗ r}とおくと，SpecR→ SpecRG がこの作用による（定義 5.10の意味での）商
である． ♢

例 5.17. 有限群Gが定める定数群スキームG（例 5.11）の場合，SpecRへの作用とは環 Rへの（右）作用の
ことであり，不変部分環は群の環への作用で不変な元からなる部分環に一致する．実際，A =

∏
g∈G k の標準

基底を eg とおくと，a#(r) =
∑

g eg ⊗ g(r)である一方，1A =
∑

g eg なので 1A ⊗ r =
∑

g eg ⊗ rである．♢

命題 5.18. Gが有限群スキームで，スキーム X に作用し，X は G安定なアフィン開部分スキームで覆われ
ると仮定する．このとき商 π : X → X/Gは存在し，U = SpecR ⊂ X が G安定なアフィン開部分スキーム
のとき π(U) = SpecRG であり，X/Gはこのようなアフィンスキームで覆われる． ♢

注 5.19. Gがただの有限群であっても，G = Z/2Z の場合ですら，X が G安定なアフィン開集合で覆われ
ないことがありうる．広中の反例*15が有名である． ♢

注 5.20. 有限でない群スキーム Gの作用については，上述の商（categorical quotientとよばれる）とは別
の定義の geometric quotientや GIT quotientも重要らしいが，本稿では触れない． ♢

5.4 群スキーム µp, αp とその作用の記述
この小節に限り，X は整と限らない任意の k スキームとする．
µp，αp の定義は例 5.15，5.14で与えたが，再掲する．

定義 5.21 (µp). G = SpecA，A = k[u]/(up − 1)，m# : A → A ⊗ A : u 7→ u ⊗ u，e# : A → k : u 7→ 1，
i# : A→ A : u 7→ u−1． ♢

定義 5.22 (αp). G = SpecA，A = k[t]/(tp)，m# : A → A ⊗ A : t 7→ t ⊗ 1 + 1 ⊗ t，e# : A → k : t 7→ 0，
i# : A→ A : t 7→ −t． ♢

µp および αp のスキーム X への作用はベクトル場と対応する．

命題 5.23. X を k 上のスキームとする．µp（resp. αp）のX への作用は，X 上の乗法的（resp. 加法的）ベ
クトル場と一対一に対応する．商も一致する． ♢

5.5節で述べる一般の群スキームに対する事実（定理 5.29，例 5.30）からも従うが，まず µp, αp の場合に

*15 [Har77, Example B.3.4.1]の状況で 2曲線・2点をそれぞれ入れ替える Z/2Z 作用をもってくればよい．
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絞って具体的な対応を説明する．
G = µp または G = αp のとき，Gの底位相空間は 1点集合なので，GがスキームX へ作用しているとき，
任意の開部分スキームは G安定である．とくに，G安定なアフィンスキームからなる開被覆をとれる*16．し
たがってアフィンスキームへの作用を考えれば十分である．よって，命題 5.23は命題 5.24（の n = pの場合）
と命題 5.26から従う．

命題 5.24. n ≥ 1を正整数とし（nは標数で割れても割れなくてもよい），Rを k 代数とする．次の対象全体
の集合の間に一対一対応がある（具体的な対応は証明で述べる）．

• R の Z/nZ 次数付き代数構造．すなわち，k 加群としての直和分解 R =
⊕

i∈Z/nZ Ri であって，
1 ∈ R0 および RiRj ⊂ Ri+j を満たすもの．

• µn の SpecRへの作用．
•【n = p := char k > 0のとき】R上の乗法型 k-導分，すなわち，D ∈ Derk(R)であって Dp = Dを満
たすもの．

さらに，作用による商スキームは SpecR0 に一致する．n = pのときは R0 = RD := {r ∈ R | D(r) = 0}で
ある． ♢

証明. 作用を a# : R→ A⊗R : r 7→
∑

i∈Z/nZ u
i⊗δi(r)と書くと，n個の k加群の準同型 (δi : R→ R)i∈Z/nZ

が得られるが，a# が k 代数の射になるための条件は (1)(2)であり，作用になるための条件は (3)(4)である．

(1) δ0(1) = 1，δi(1) = 0（i 6= 0）．
(2) δi(rs) =

∑
j+j′=i δj(r)δj′(s)（ただし添字は Z/nZ をわたる）．

(3) δi ◦ δi = δi，δi ◦ δj = 0（i 6= j）．
(4)

∑
i∈Z/nZ δi = id．

k 加群の準同型 (δi) : R→
⊕

i∈Z/nZ Im(δi)を考えると，これが直和分解（の各直和成分への射影）を与える
ための条件が (3)(4)であり，次数付き代数構造になるための条件は (1)(2)である．
n = p = char k > 0のとき，D :=

∑
i∈F p

iδi : R→ Rは (1)(2)より乗法型導分で，(3)よりDp = Dを満
たし，その（k 線形写像としての）固有値は F p に含まれ，Im(δi) ⊂ RD=i であり，(4)よりこれらは等号が
成り立つ．また fi(T ) :=

Tp−T
T−i ∈ F p[T ]とおくと， fi(D)

fi(i)
= δi である．逆に D からこの式で δi を得る．

商については容易．

系 5.25. k 代数 Rの Z/pZ 次数付き代数構造と乗法型導分 D が対応しているとき，Im(D)が生成するイデ
アルは部分 k ベクトル空間⊕

i ̸=0Ri が生成するイデアルに等しい． ♢

証明. Ri = Im(δi) である．イデアル (Im(D)) と (
∑

i̸=0 Im(δi)) の間の両方向の包含関係が，それぞれ
D =

∑
i∈Z/pZ i · δi と δi =

fi(D)
fi(i)

（fi(T )は i 6= 0のとき T で割りきれる）から従う．

命題 5.26. R を k 代数とする．次の対象全体の集合の間に一対一対応がある（具体的な対応は証明で述
べる）．

• αp の SpecRへの作用．

*16 一般の有限群スキーム Gの作用は必ずしもこの性質を満たさない．cf. 注 5.19．
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• R上の加法型 k-導分，すなわち，D ∈ Derk(R)であって Dp = 0を満たすもの．

さらに，作用による商スキームは SpecRD（RD := {r ∈ R | D(r) = 0}）に一致する． ♢

証明. 作用を a# : R → A ⊗ R : r 7→
∑

i∈{0,...,p−1} t
i ⊗ δi(r) と書くと，p 個の k 加群の準同型 (δi : R →

R)i∈{0,...,p−1} が得られるが，a# が k 代数の準同型になるための条件は (1)(2)であり，作用になるための条
件は (3)(4)である．

(1) δ0(1) = 1，δi(1) = 0（i 6= 0）．
(2) δi(rs) =

∑
j+j′=i δj(r)δj′(s)（ただし添字は {0, . . . , p− 1} ⊂ Z をわたる）．

(3) δj ◦ δj′ = (j+j′)!
j!j′! δj+j′．

(4) δ0 = id．

このとき δ1 は k-導分であり，δi = (δ1)
i

i! ，(δ1)
p = 0を満たすことが分かる．逆も同様．

商については容易．

命題 5.23より，X が µp または αp の非自明な作用をもつならば，H0(X,ΘX) 6= 0である．逆はどうかと
いうと，命題 5.33から次が成り立つ．

命題 5.27. H0(X,ΘX)が有限次元かつ 6= 0ならば，Dp = DまたはDp = 0を満たすD ∈ H0(X,ΘX)\{0}
が存在する．すなわち，X は µp または αp の非自明な作用をもつ． ♢

なお，例えば X が固有ならば H0(X,ΘX)は有限次元である．

注 5.28. 命題 5.27で H0(X,ΘX)が無限次元だったらどうなるのかは知りません．ご存じの方は教えてくだ
さい． ♢

5.5 自己同型群スキームとその接空間
本小節で k 上のスキームのことを単にスキームという．スキームの射や群スキームについても同様にする．
スキームX に対し，Aut(X)とは*17，スキームの圏から群の圏への反変関手 T 7→ Aut(X×T )である．ス
キームで表現可能なとき，そのスキームのことも Aut(X)と書き，X の自己同型群スキーム (automorphism

group scheme) とよぶ．（スキーム Y が表現 (represent) する関手とは T 7→ Y (T ) = Hom(T, Y )であり，そ
のような関手と同型な関手を表現可能であるという．）
X が（k 上）射影的ならば自己同型群スキームは存在し（すなわちこの関手が表現可能であり），X ×X の

Hilbertスキーム Hilb(X ×X)の部分スキームになる（[Nit05, Exercise in Section 5.6.2]*18）．
群関手の射 G → Aut(X)（後者がスキームならば群スキームの射でもある）とは Gの X への作用に他な
らない．
Λ := k[ε]/(ε2)とし ι : Spec k → SpecΛを ι#(ε) = 0で定める．スキーム（または一般にスキームの圏か
ら Setsへの関手）Z に対し，元 ~y ∈ Z(Λ) = Hom(SpecΛ, Z)を y := ι∗(~y) ∈ Z(k)での接ベクトル (tangent

vector) とよび，その全体 Hom(SpecΛ, Z)を Z の y での接空間 (tangent space) とよぶ．

*17 立体（この場合 Aut）で表される集合を値にとる関手やそれを表現する対象を斜体や下線付きで表すというよくある記法の一環．
*18 see also: https://mathoverflow.net/questions/55042/automorphism-group-of-a-scheme
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Aut(X) の単位元での接空間は H0(X,ΘX) に自然に対応する：単位元での接ベクトルとは φ : SpecΛ →
Aut(X) すなわち φ ∈ Aut(X × SpecΛ)（such that φ ◦ ι = idX ∈ Aut(X)(k) = Aut(X)）であり，
φ# ∈ Aut(OX ⊗Λ)（such that φ# ⊗ k = idOX

）であり，対応 φ#(r0 + r1ε) = r0 + (D(r0) + r1)εによりベ
クトル場 D ∈ H0(X,ΘX)に対応する．

定理 5.29. S をスキームとする．OS 加群 Lで括弧積と p乗写像という 2つの演算が定まり所定の条件（5.6

節参照）を満たすものを（S 上の）restricted Lie algebra という．Lが階数有限の局所自由層のとき S 上の
群スキーム Gp(L)が定まる．このとき，S スキーム X に対し，

Hom(Gp(L),Aut(X))→ Hom(L,LieAut(X))

は全単射である（[SGA3-1, Théorème VII.7.2(ii)]）．ただし Aut(X)は前述の群関手，左辺は S 上の群関手
の射全体（Aut(X)がスキームならば群スキームの射全体と同じ），右辺は restricted Lie algebraの射全体で
ある．また LieAut(X) = H0(X,ΘX)である． ♢

例 5.30. S = Spec k とする．
L = k · x（階数 1自由加群）で [x, x] = 0，x(p) = xのとき Gp(L) = µp であり，定理 5.29の全単射の右辺
は {D ∈ H0(X,ΘX) | Dp = D}すなわち乗法型のベクトル場全体になる．
L = k · x（階数 1自由加群）で [x, x] = 0，x(p) = 0のとき Gp(L) = αp であり，定理 5.29の全単射の右辺
は {D ∈ H0(X,ΘX) | Dp = 0}すなわち加法型のベクトル場全体になる． ♢

5.6 restricted Lie algebra

定義 5.31. k ベクトル空間 V と双線形写像 [−,−] : V × V → V が

• [x, x] = 0,

• [x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0

を満たすとき Lie環とよぶ．
V が Lie環で，さらに写像 −[p] : V → V が

• (λx)[p] = λpx[p] (λ ∈ k),
• ad(x[p]) = ad(x)p（右辺は写像の合成，ad(x) = [x,−]），
• (x+ y)[p] = x[p] + y[p] +

∑
Fp(ad(x), ad(y))y

を満たすとき，restricted Lie algebra とよばれる*19．最後の条件の右辺の Fp は標数 pのみに依存するある
p− 1次の非可換多項式である*20． ♢

例 5.32. 結合的な（単位的と限らず可換と限らない）k 代数には，[x, y] := xy − yx と x[p] := xp により
restricted Lie algebraの構造が入る．
例えば行列環Mn(k)はこれにより restricted Lie algebra gln(k)になる．

*19 和訳があったら教えてください．
*20 具体的には，ad(x+y)p−1 =

∑p−1
i=0 fi(adx, ad y), fi は 2つの変数について (i, p−1−i)次，としたとき，Fp =

∑p−1
i=1 −i−1fi

である．これだけ見ると謎の条件だが，例 5.32から自然に要請される．
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また k 線形自己準同型の層 Endk(OX) も写像の合成から restricted Lie algebra 構造が定まる．部分ベク
トル空間 ΘX ⊂ Endk(OX)は前述のように演算 [−,−],−[p] で閉じているので，部分 restricted Lie algebra

の構造が入る． ♢

命題 5.33. V は restricted Lie algebra で，k 上有限次元かつ 6= 0 だとする．このとき x[p] = x または
x[p] = 0を満たす元 x ∈ V \ {0}が存在する． ♢

証明. ad(x[p]) = ad(x)p から，任意の非負整数m,nに対して [x[p]
m

, x[p]
n

] = 0である．
（以下の証明は [RS76, Lemma 1 in Section 1]による．）0でない元 w ∈ V をとり，w,w[p], w[p]2 , . . . が生成
する k部分ベクトル空間W ⊂ V を考えると，上述の性質からW 上では括弧積は自明であり，またW は p乗
写像で閉じている．括弧積が自明なことから，p乗写像W

[p]−→W は半線形写像（加法的かつ，(cv)[p] = cpv[p]）
であり，kベクトル空間構造をひねると，W [p]−→W →W ⊗k,σ−1 k（σはフロベニウス写像）はW から自分
自身への線形写像とみなせる．W は 0でない有限次元ベクトル空間なので固有ベクトル v ∈ W \ {0}が存在
し，v[p] = λv を満たす．λ 6= 0ならば，cを λ−1 の p− 1乗根とすると (cv)[p] = cpv[p] = cv となる．

ちなみに，半線形写像を得た時点で次の一般的命題を使うこともできる．

命題 5.34. V が k 上の有限次元ベクトル空間で，f : V → V が半線形写像ならば，“半単純部分” Vs と “冪
零部分” Vn とよばれる f 安定部分空間への分解 V = Vs ⊕ Vn が一意に存在し次を満たす：

• Vs は固有値 1の固有ベクトルからなる基底をもつ．（f は線形ではなく半線形なので，これは Vs の任
意の元が固有値 1であることを意味しない．）

• Vn 上 f は冪零である． ♢

略証. Vs =
∩

n≥0 Im(fn)，Vn =
∪

n≥0 Ker(fn)とすればよい（詳細略）．

5.7 余談：K3曲面への µp, αp 作用と商
定義 5.35 (K3曲面，RDP K3曲面). 固有かつ滑らかな代数曲面 X がK3曲面 (K3 surface) であるとは，
Ω2

X
∼= OX と H1(X,OX) = 0が成り立つことをいう．
固有な代数曲面 X が特異点を有理二重点（RDP）しかもたないとする．X が RDP K3曲面 (RDP K3

surface) *21であるとは，X の最小特異点解消が K3曲面になることをいう． ♢

注 5.36. K3曲面および RDP K3曲面について次が成り立つ．

• K3曲面および RDP K3曲面はつねに射影的である．
• X が K3曲面のとき，1つめの条件から Ω1

X
∼= (Ω1

X)∨ = ΘX という同型がある．
• X が RDP K3曲面の場合も含めて H1(X,OX) = 0である．
• X が RDP K3曲面のとき，X̃ → X を最小特異点解消とし E ⊂ X̃ を例外集合とすると，Ω2

X̃
の生成

元 ωX̃ の X̃ \ E ∼= X \ Sing(X) =: Xsm への制限が Ω2
X |Xsm および H0(Xsm,Ω2

X)を生成する．とく
に，RDP K3曲面の標準因子も 0に線形同値である．

*21 あまり一般的でない用語だが，一応私だけでなく Ekedahl–Hyland–Shepherd-Barronもこの用語を用いている．
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• K3 曲面 X の Picard 群 Pic(X) は torsion-free だが，RDP K3 曲面 X の滑らかな部分の Picard 群
Pic(Xsm)は torsionをもちうる． ♢

定理 5.37. X が K3曲面ならば H0(X,ΘX) = 0である． ♢

証明. k = C のときは，Hodge 対称性 dimH0(X,Ω1
X) = dimH1(X,OX)と前述の同型 ΘX

∼= Ω1
X から従

う．一般の標数 0の場合も C の場合に帰着できる．
一方で，正標数の場合には Hodge 対称性が一般に成り立たない*22（この場合には結果的には成り立
つが）ので証明は難しい．Rudakov–Shafarevich [RS76, Theorem 7], Nygaard [Nyg79, Corollary 3.5],

Lang–Nygaard [LN80] により証明されている．

したがって，K3曲面への µp, αp 作用で非自明なものは存在しない．
ところが，K3曲面よりもう少し広くRDP K3曲面を考えると，大域ベクトル場をもつ例が存在し，µpや αp

の作用はそれぞれ標数 6= p，標数 = pでの Z/pZ の作用に類似するさまざまな性質をもつことを [Mat23a]，
[Mat23b]で示した．例えば作用による商に関して定理 5.39が成り立つ．

補題 5.38. 固有代数曲面 X が以下を満たすならば X は RDP K3曲面である．

(1) X の特異点は RDPのみ．
(2) 余次元 2以上の閉部分スキーム Z ⊂ X が存在し，H0(X \ Z,Ω2

X)は non-vanishingな元 ω で生成さ
れる 1次元ベクトル空間である．

(3) X はアーベル曲面，（準）超楕円曲面，RDP Enriques曲面でない．

逆に RDP K3曲面はこの条件を満たす（(2)では Z = Sing(X)ととれる）． ♢

略証. 前半を示す．(2)の ω は最小特異点解消 X̃ → X 上の non-vanishingな元 ωX̃ に一意的に延長する（2

次元特異点に関して，この条件が成り立つことと RDPであることは同値である）．したがって X̃ の標準因子
は自明である．標準因子が自明な曲面は K3曲面の他にもあるが，それらは条件 (3)で除外している．
後半は，(2)は既に注 5.36で述べた．他は明らか．

定理 5.39. RDP K3曲面 X に G ∈ {µp, αp}が非自明に作用しているとし，対応する乗法型または加法型の
ベクトル場を D 6= 0とおく．

(1) 商 Y := X/G = XD は RDP K3曲面，RDP Enriques曲面，有理曲面のいずれかである．
(2) G = µp とする．このとき D の H0(Xsm,Ω2

X)への作用（定義 4.3）が自明（0倍）であることと，商
Y := X/µp = XD が RDP K3曲面であることは同値である． ♢

注 5.40. µp の場合の (2)の判定法は，余談 4.4で述べたように，標数 6= pでの Z/pZ 作用の場合と並行的
なものになっている．
標数 pの Z/pZ 作用と αp 作用の場合には，同様の判定法は望めない．というのは，大域 2次微分形式へ
の作用が自明という条件は自動的に成り立ってしまう（1次元ベクトル空間の位数 pの自己同型と，p乗して
0になる自己準同型は必ず自明である）ので． ♢

*22 例えば，標数 2の Enriques曲面 Y が古典的，特異，超特異のとき（6.1節参照），(dimH0(Y,Ω1
Y ), dimH1(Y,OY ))はそれぞ

れ (1, 0), (0, 1), (1, 1)である．
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略証. (1)商写像を π : X → Y とおく．まずRudakov–Shafarevich公式より（例 4.17より）kod(Y ) ≤ kod(X)

である．（以下，小平次元 −∞と 0の曲面の分類およびいくつかの不変量については既知とする．）標数と異
なる素数 lに対する l進エタールコホモロジーを用いて Betti数 bi(Y ) := dimQl

Hi
ét(Y,Ql)を定める．µp ま

たは αp による商写像 π は同相ゆえ Betti数を変えないので，b1(Y ) = b1(X) = 0である．一方でアーベル曲
面と（準）超楕円曲面と非有理線織曲面の b1 は 0でなく，b1 は双有理同値で不変なので，Y はこれらの曲面
に双有理同値でない．したがって Y は K3曲面，Enriques曲面，有理曲面のいずれかに双有理同値である．
（以下，標準特異点の概念を暗に用いる．）Y が K3曲面または Enriques曲面に双有理同値だと仮定し，特
異点が RDPしかないことを示す．(D) > 0だとすると，Rudakov–Shafarevich公式より π∗KY < 0であり，
この場合 Y はK3曲面や Enriques曲面に双有理同値にならない．以下 (D) = 0だとする．同様に π∗KY = 0

である．Y の最小特異点解消を Ỹ → Y とおく．Y が RDPでない特異点を含むと，その点の上にある曲線
C ⊂ Ỹ で KỸ に負の係数で現れるものが存在し，Ỹ が K3曲面または Enriques曲面に双有理同値であるこ
とに反する．したがって Y の特異点は RDPしかない．Ỹ が（双有理同値なだけでなく）K3曲面・Enriques

曲面であることを示すのは略．
(2) X ′ := X \ (Sing(X) ∪ Supp〈D〉)とおき，Y ′ := X ′D とおく．定義よりX ′ は滑らかで，命題 3.2より

Y ′ ⊂ Y smであり，したがって命題 4.2がX ′ → Y ′に適用できてH0(Y ′,Ω2
Y (π∗(D))) = H0(X ′,Ω2

X((D)))D

を得る．
D の H0(Xsm,Ω2

X) への作用が自明でないとする．(D) > 0 ならば Y は RDP K3 曲面でないことは (1)

で見た．(D) = 0ならば，H0(Y ′,Ω2
Y D ) ∼= H0(X ′,Ω2

X)D = 0なので，補題 5.38より Y は RDP K3曲面で
ない．
D の H0(Xsm,Ω2

X)への作用が自明であるときに Y が RDP K3曲面であることを示す．
P が RDPかつ P /∈ Fix(D)のとき，π(P )は滑らかまたは RDPである（省略．雰囲気としては，例 3.16

のように特異点がよりマイルドになる）．
仮定の下で任意の点 P ∈ Fix(D)に対し π(P )は RDPであることを示す．簡単のため P が滑らかな点だ
と仮定する．局所座標をとって D = a1x1

∂
∂x1

+ a2x2
∂

∂x2
（a1, a2 ∈ F p）とする（命題 3.3）．H0(Xsm,Ω2

X)

の生成元 ωX をとり P で局所的に ωX = udx1 ∧ dx2 と表示する．ωX は non-vanishingなので u ∈ O∗
X,P で

ある．0 = D(ωX) = ((a1 + a2)u+D(u))dx1 ∧ dx2 であり，D(u) ⊂ mP（P ∈ Fix(D)）なので a1 + a2 = 0

であり，D 6= 0なので a1, a2 6= 0である．したがって π(P )は例 3.8で見たように Ap−1 型 RDPである．同
時に，P が Fix(D)の孤立点であることも分かり，(D) = 0が分かった．
なお P がRDPである場合は，X1 → X を P での blow-upとすると，P ∈ Fix(D)よりDはX1の（正則）ベ
クトル場D1に延長し（詳細略），X1の場合に帰着できる（詳細略）．これを繰り返して Fix(D)∩Sing(X) = ∅
の場合に帰着できる．
H0(Y ′,Ω2

Y )
∼= H0(X ′,Ω2

X)D = H0(X ′,Ω2
X)を得る．すなわち Y = XD の余次元 2以上の閉部分スキー

ムの補集合上に non-vanishing な 2 次微分形式 ωY がある．また，Y の特異点は RDP のみである．あとは
Y が KY ∼ 0を満たす RDP Enriques曲面でないことを示せば，補題 5.38から Y が RDP K3曲面である
ことが従う．OY ⊂ π∗OX が直和因子なことから dimH1(Y,OY ) ≤ dimH1(X,OX) = 0 であり，これと
KY ∼ 0を満たす Enriques曲面は存在しない（命題 6.1）（RDPを処理する議論は省略）．

定理 5.39(2)が標数 0での現象の類似であるのに対し，次の性質は µp, αp 作用に特有のものである．K3曲
面の高さ (height) ht(X)とは，{1, 2, . . . , 10} ∪ {∞}に値をとる，正標数特有の不変量である（定義は省略）．

命題 5.41. X を RDP K3曲面とし，π : X → Y を G ∈ {µp, αp}による商とする．
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(1)（[Mat23b, Theorem 4.3]）Y も RDP K3曲面ならば，“双対”射 π′ : Y → X(p) も G′ ∈ {µp, αp}に
よる商である．Gと G′ は一致することも異なることもある．

(2)（[Mat23c, Theorem 1.3, Corollary 6.12]）Y が RDP K3曲面であることと，ht(X)が有限であること
は同値である．さらにこのとき，ht(X) = ht(Y )が成り立ち，この高さは p,G,G′,Sing(X),Sing(Y )

から計算できる． ♢

証明. (1) π を与える µp または αp の作用に対応する（正則）ベクトル場をDとおく．定理 5.39(1)の証明よ
り (D) = 0である．
Y は RDP K3 曲面なので，non-vanishing な ωY ∈ H0(Y sm,Ω2

Y ) が存在する．命題 3.23 から Y 上の
p-closedな正則ベクトル場 DY で，(DY ) = 0と Y DY = X(p) を満たすものを得る．Dp

Y = hDY とおくと，
Dp

Y が正則で (DY ) = 0なことから hは正則であり，したがって h ∈ H0(Y,OY ) = k である．DY を定数倍
ずらすと h = 1または h = 0にでき，これは µp 作用または αp 作用に対応する．
(2) Y がRDP K3曲面でないならRDP Enriques曲面または有理曲面である．いずれの場合も，H2

ét(Y,Ql)

は代数的サイクル（因子のサイクル類）で生成される．π は同相ゆえエタールコホモロジーの間に同型を誘導
するので，H2

ét(X,Ql)もそうである．そのような RDP K3曲面の高さは無限である．
Y が RDP K3 曲面だとする．Witt ベクトル値コホモロジー H2(X,WnOX) へのフロベニウス作用を
用いた ht(X) の特徴づけ（省略）を用いる．適当にブローアップして Xsm ∩ Supp〈D〉 6= ∅ の場合に帰着
できる（省略）．x ∈ Xsm ∩ Supp〈D〉 とし，y = π(x) とおく．RDP y の型に応じた適切な n をとると，
π∗ : H2(Y,Wn+1OY ) → H2(X,Wn+1OX) の計算が x と y の局所環での適切な Ext の間の引き戻し射で
計算できて，π∗ の像が記述できる*23．π′ : Y → X(p) についても適切な n′ をとり同じことを行う．すると
F = π′ ◦ π が誘導する Wn+n′+1 係数コホモロジーの射の像が分かり，高さが n + n′ + 1 であることが従
う．

注 5.42. 命題 5.41(1)の，G ∈ {µp, αp}による商であるという仮定は必要である：RDP K3曲面間の p次非
分離な射 π : X → Y で，G ∈ {µp, αp}による商でない（対応する有理ベクトル場の中に正則なものがない）
例も存在する．ちなみに，そのような例も記述・分類した（[Mat23b, Section 5]）． ♢

注 5.43. G = Z/pZ の場合，命題 5.41(2)は「Y が RDP K3曲面ならば高さは有限」の方向は成り立ち，そ
のとき高さは p, Sing(Y )から計算できるが，逆は成り立たない． ♢

6 µp, αp 被覆
6.1節で見るように，[BM76, Sections 3–5]では標数 2の Enriques曲面 Y を考察している．Y は 3種類に
分類され，それぞれの場合に Y の標準的なG-被覆（G-torsor）（G ∈ {µp,Z/pZ, αp}）を考えることが必要に
なる．H1(Y,OY )または Pic(Y )の適切な元を用いた具体的な構成が与えられており，この構成は一般の標数
pのスキーム上の G-torsorに一般化できる．αp と Z/pZ の場合を 6.2節で，µp の場合を 6.4節で説明する．
ところで，上述の構成は群スキーム G ∈ {Z/pZ, αp, µp}の固定点をもたない作用を与える．作用が孤立固
定点をもち対応する Y の点が商特異点である場合を含めるために一般化した構成を 6.3 節，6.5 節で説明す
る．これを導入したのは，RDP K3曲面の Gによる商が再び RDP K3曲面になる（ことがある）ことの逆向

*23 これについては，証明はしたものの，なぜこれで証明できるのかは分かっていない．分かったら教えてください．
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きの構成をしたかったからであり，概要を 6.6節で述べる．
特異点の G-torsorを調べることで特異点が G（やそれを商にもつ有限群スキーム）による商特異点か否か
を調べることについて 6.9節で触れる．
本節でも k は標数 p > 0の代数閉体とする．

6.1 歴史的背景：Enriques曲面の被覆
完備滑らかな代数曲面 Y で KY ≡ 0（数値的同値）と b2(Y ) = 10 （左辺は第 2 Betti 数，定義は定理

5.39(1)の証明を見よ）を満たすものをエンリケス曲面 (Enriques surface) とよぶ．
標数が 2でないとき，Enriques曲面 Y の基本群は必ず Z/2Z であり，対応する Z/2Z 被覆 Ȳ は（滑らか
な）K3曲面になる（逆に，固定点のない Z/2Z 作用による K3曲面の商として Enriques曲面を定義するこ
ともできる）．このとき K3曲面の大域（2次）微分形式への Z/2Z の作用は非自明で，Enriques曲面は大域
微分形式をもたない．
標数が 2 のときは，固定点のない Z/2Z 作用による K3 曲面の商は Enriques 曲面になるが，そうでない

Enriques曲面も存在する．より精密に，次が成り立つ．

定理 6.1 ([BM76, Sections 3–5]). kが標数 2の（代数閉）体で Y が k上の Enriques曲面のとき，次のうち
ちょうど 1つが成立する．

• KY 6∼ 0，2KY ∼ 0，H1(Y,OY ) = 0．このとき Y を古典的 (classical) な Enriques曲面という．
• KY ∼ 0，dimH1(Y,OY ) = 1 で，この空間へのフロベニウスの作用は非零．このとき Y を特異
(singular) な Enriques曲面という．

• KY ∼ 0，dimH1(Y,OY ) = 1 で，この空間へのフロベニウスの作用は零．このとき Y を超特異
(supersingular) な Enriques曲面という．

Y が古典的のとき，KY ∈ Pic(Y )[2] を用いて µ2 被覆 Ȳ → Y を得る．Y が特異（resp. 超特異）のとき，
H1(Y,OY ) の 0 でない元を用いて Z/2Z 被覆（resp. α2 被覆）Ȳ → Y を得る．いま使った群スキームを
G ∈ {µ2,Z/2Z, α2}とおく．G = Z/2Z ならば Ȳ は（滑らかな）K3曲面である．G = µ2 または G = α2

ならば，Ȳ は K3-like曲面（定義 6.2）であり，必ず特異点をもつ． ♢

なお，torsorを用いた定式化については 6.8節を見よ．

定義 6.2. 固有で被約な代数曲面 X が K3-like surface であるとは，双対化層 ωX をもち ωX
∼= OX であり，

dimHi(X,OX) = 1, 0, 1（i = 0, 1, 2）を満たすことをいう． ♢

注 6.3. 滑らかな K3-like曲面であることと，K3曲面であることは同値である．固有代数曲面 X が特異点を
有理二重点（RDP）しかもたない場合，X が K3-like曲面であることと X が RDP K3曲面であることは同
値である．
RDPでない（孤立）特異点をもつ正規K3-like曲面も，正規でないK3-like曲面も存在し，どちらも Enriques

曲面の K3-like被覆になりうる． ♢

余談 6.4. ちなみに，Enriques曲面 Y の K3-like被覆 Ȳ が正規な場合に，Ȳ の特異点の配置として可能なも
のはすべて決定した [Mat22a, Theorem 1.5]．
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6.2 αp 被覆（滑らかな場合）
Y は k 上の代数多様体で，H0(Y,OY ) = k だとする．（例えば，Y が固有ならよく，または Y = Y \ Z で

Y が固有かつ正規で Z ⊂ Y が余次元 2以上ならよい．）（なお，この仮定がなくても被覆を構成することはで
きるが，結果が途中の選択に依存するようになる．6.9節も見よ．）e ∈ H1(Y,OY )が F (e) = λ · e（λ ∈ k）
を満たすとする．
λ = κp−1 を満たす κ ∈ k を 1 つとる．e を Cech コサイクルで表して e = (Ui, fij) とする（

∪
i Ui = Y，

fij ∈ Γ(Uij ,OY )）．F (e) = λeより，fpij−λfij = gi−gj なる (gi) ∈
∏

Γ(Ui,OY )が存在するので 1つ固定す
る（H0(Y,OY ) = kを除き一意である）．OY 代数の層 Bを，Ui上で B|Ui = OUi [Ti]/(T

p
i −λTi−gi)とし，Uij

上で Ti−Tj = fij で張り合わせることで定める．また，OY 加群の射 δ : B → Bを δ(φ(Ti)) :=
ϕ(Ti+κ)−ϕ(Ti)

κ

で定める（右辺は多項式 φに対する ϕ(Z1+Z2)−ϕ(Z1)
Z2

∈ OUi
[Z1, Z2]に (Z1, Z2) = (Ti, κ)を代入したもの）．

δ は well-defined であり（B|Ui
の元の Ti の多項式としての表示によらず，また i のとり方によらず），

δ(Ti) = 1，δ(rs) = δ(r)s + rδ(s) + κδ(r)δ(s)，δ(rp) = κp−1δ(r)p，δp = 0 が成り立つ．κ 6= 0 ならば，
id+ κδは Ti 7→ Ti + κを満たす（この条件で一意に定まる）BのOY 代数としての位数 pの自己同型である．
κ = 0ならば，δ は加法型の導分である．すなわち，それぞれ Z/pZ 作用と αp 作用に対応する．

0→ OY → Ker(δ2)
δ−→ OY → 0

が最初にとった e ∈ H1(Y,OY ) = Ext1(OY ,OY )に対応する拡大である．
π : X := Spec B → Y が，λ = 0ならば αp 被覆，λ ∈ k∗ ならば Z/pZ 被覆である．Im(δ)が生成するイ
デアルは OY 全体に一致する（局所的に δ(Ti) = 1なので）ので，Fix(G) = ∅である．
なお，次の意味で，X はコサイクル (Ui, fij)と (gi)のとり方に依存しない：簡単のため同じ被覆に関するコサ
イクル (fij), (f

′
ij)のみ考える．(gi)，(g′i)を f

(′)p
ij −λf

(′)
ij = g

(′)
i −g

(′)
j なるコチェインとする．fij−f ′ij = hi−hj

なるコチェイン (hi)をとる．(g′i)から作ったものをB′，X ′とおく．g′i−gi−(hpi−λhi) =: c ∈ H0(Y,OY ) = k

である．bp − λb = cを満たす b ∈ k をとると，T ′
i = Ti + hi + bにより同型 B′ ∼= B，X ′ ∼= X が得られる．

X の特異点について考える．λ 6= 0のとき，T p
i − λTi − gi の Ti での偏微分がつねに単数なので，X → Y

はエタールであり，したがって Y が滑らかならば X も滑らかである．
λ = 0の場合を考える．とりあえず Y が滑らかな場合を考える．3.4節で定めた 1次微分形式 η は Ui 上で

d(T p
i ) = d(gi)になる．（gi−gj = fpij の微分は消えるので，これがきちんと張り合っていることが分かる．）局

所的には OX = OY [Ti]/(T
p
i − gi)であるため，X が π−1(P )で滑らかであることと η = d(gi)が P で消える

ことは同値である．すなわち，（Y が滑らかという仮定の下で）Sing(X) = π−1(Zero(η)) = π−1(Zero(d(gi)))

である．

例 6.5. λ = 0（G = αp）の場合を考える．（局所的に）Y = Spec k[x, y]とし，P を原点とし，l,m ≥ 2と
し，g = xl + ym +1だとする．X = Spec k[x, y, T ]/(T p− g) = Spec k[x, y, T ]/((T − 1)p−xl− ym)は明ら
かに π−1(P )で特異である．にもかかわらず g 自身は P で消えていないことに注意する．これは標数と素な
次数の巡回被覆の場合との相違点である．dg = lxl−1dx +mym−1dy の零点を考えると，p = char k が l,m

を割らないならば π−1(P )は孤立特異点だが，pが l,mのちょうど一方を割るならば Zero(dg)は 1次元（そ
れぞれ (y = 0)，(x = 0)）であり，X は正規ですらない．pが l と mの両方を割る場合は dg = 0であり X

は被約でない． ♢
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例 6.6. e = 0の場合，コサイクル・コチェインとして fij = 0，gi = 0をとれるので，B = OY [T ]/(T
p−λT )

となり，つまりX = G× Y である．λ 6= 0の場合 X は Y の p個の非交差和に同型であり，λ = 0の場合 X

は被約でない．この例は面白くないので，面白い例を得るにはH1(Y,OY )から 0でない F 固有ベクトルをと
る必要がある．
なお H1(Y,OY )が 0でなく有限次元ならば必ず 0でない F 固有ベクトルが存在する（命題 5.27または命
題 5.34と同様）． ♢

逆に，π : X → Y が G = Z/pZ = 〈g〉（resp. G = αp）の固定点をもたない作用による商だとすると，
δ = g − 1とする（resp. δ を対応する加法型導分とする）とき，拡大

0→ OY → Ker(δ2)
δ−→ OY → 0

が H1(Y,OY )の元を定め，F (e) = e（resp. F (e) = 0）が成り立つ．これは上の対応（の λ = 1, 0の場合）
の逆を与える．なお，eを Aut(Z/pZ) = F ∗

p 倍（resp. Aut(αp) = k∗ 倍）ずらすと，射 π : X → Y は同じ
だが群作用がこの自己同型でひねったものに置き換わる．

6.3 αp 被覆（特異点がある場合）
この小節を通して，証明は [Mat23b, Section 6.2]，[Mat23c, Section 3]を参照．
Y は k 上の正規 Gorenstein*24代数多様体，I ⊂ OY はイデアル層で dimSupp(OY /I) = 0を満たすもの
とし，Y ′ := Y \ Supp(OY /I)とする．H0(Y ′,OY ) = k と仮定する．e ∈ Ext1(I,OY )が F (e) = λ · ι∗(e)
（λ ∈ k）を満たすとする．ただし ι∗ : Ext1(I,OY ) → Ext1(I(p),OY ) はイデアルの包含写像から誘導さ
れる準同型で，F : Ext1(I,OY ) → Ext1(I(p),OY ) はフロベニウスである．（なお台の次元に関する仮定と
Gorenstein性より ι∗ の単射性が分かる（[Mat23c, Lemma 3.1]）．）
Y ′ 上で e の制限 e|Y ′ ∈ H1(Y ′,OY ) に対して前小節の構成を行い G 被覆 X ′ = SpecB′ → Y ′ および

δ : B′ → B′ を得る（Gは Z/pZ または αp）．
X = SpecB → Y を k(X)での Y の整閉包とする．3.4節での（補題 3.22を用いる）議論と同様にして δ

は δ : B → B に延長し，X → Y は Gの作用に関する商写像になる．
I として e ∈ Ext1(I,OY )を満たす最大のイデアルをとると，Im(δ|Ker(δ2)) = I になり，

0→ OY → Ker(δ2)
δ−→ I → 0

が eに対応する拡大である．

6.4 µp 被覆（滑らかな場合）
Y は k 上の代数多様体で，H0(Y,OY ) = k だとする．（例えば，Y が固有ならよく，または Y = Y \ Z で

Y が固有かつ正規で Z ⊂ Y が余次元 2以上ならよい．）（なお，この仮定がなくても被覆を構成することはで
きるが，結果が途中の選択に依存するようになる．6.9節も見よ．）
L を Pic(Y ) の元で L⊗p ∼= OY なるものとする．同型写像 ψ : L⊗p ∼→ OY を 1 つとる．OY 加群の層
B :=

⊕
0≤i<p L

⊗i に OY 代数の構造を（つまり乗法を），i + j < pならば自然な同型 L⊗i ⊗ L⊗j ∼→ L⊗i+j

で，i+ j ≥ pならばこれに ψ（正確には ψ ⊗ idL⊗i+j−p）を合成することで定める．

*24 参考：局所環に対し，超曲面特異点 =⇒ 完全交差 =⇒ Gorenstein，が成り立つ．
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B を定義した式がそのまま G = µp の作用を与え（命題 5.24），π : X := Spec B → Y が商写像である．
対応する乗法型導分は D =

∑
i∈F p

i · pri である．系 5.25 と同様の議論で，Im(D) が生成するイデアルは⊕
i∈F p\{0} L

⊗i が生成するイデアルに一致するが，乗法の定義から結局このイデアルは B = OX 全体に一致
する．すなわち Fix(G) = ∅である．
なお，次の意味で X は同型射 ψ : L⊗p → OY のとり方に依存しない：ψ′ を別の同型射とし，これを用
いて作った OY 代数を B′ =

⊕
0≤i<p L

⊗i とおく．ψ′ ◦ ψ−1 = c ∈ Aut(OY ) = H0(Y,O∗
Y ) = k∗ である．

bp = c−1 を満たす b ∈ k∗ をとると，⊕
i(×bi) : B → B′ が同型になる．

ちなみに，ここまでは D が登場する部分を除き一般の µn でも同様である．
X の特異点について考える．とりあえず Y が滑らかな場合を考える．Lの局所的な生成元を sとおくと，

3.4 節で定めた 1 次微分形式 η は d log(ψ(s⊗p)) になる．（別の生成元 s′ に対して u := s′/s ∈ O∗
Y であり，

ψ(s′⊗p) = upψ(s⊗p)ゆえ d log(ψ(s′⊗p))− d log(ψ(s⊗p)) = d log(up)は消えるので，η が well-definedであ
ることが分かる．）局所的には OX = OY [S]/(S

p − ψ(s⊗p))であるため，X が π−1(P )で滑らかであること
と η が P で消えることは同値である．すなわち，（Y が滑らかという仮定の下で）Sing(X) = π−1(Zero(η))

である．
ψ(s⊗p)は単元だが，これが零にならない点でも X が特異になりうる（正規すら保証されない）のは例 6.5

と同様である．

例 6.7. L ∼= OY の場合，L として OY 自身，ψ として id をとって構成すると B = OY [S]/(S
p − 1) =

OY [S]/((S − 1)p)（L = OY の生成元 1のことを S と書いた）であり，X は被約でない．この例は面白くな
いので，面白い例を得るには Pic(Y )から非自明な p-torsion元をとる必要がある． ♢

6.5 µp 被覆（特異点がある場合）
この小節を通して，証明は [Mat23b, Section 6.1]を参照．
Y は正規で Z ⊂ Y は余次元 2以上の閉部分スキームとする．Y ′ := Y \ Z とする．H0(Y ′,OY ) = k と仮
定する．L′ を Pic(Y ′)の元で L′⊗p ∼= OY ′ なるものとする．
Y ′ 上で前小節の構成を行い µp 被覆 X ′ = SpecB′ → Y ′ および乗法型導分 D を得る．X = SpecB → Y

を k(X)での Y の整閉包とする．これもGの作用に関する商写像になる．B =
⊕
Li，Li は L′⊗i の Y ′ ↪→ Y

による順像，となる．一般に L⊗i
1 → Li は全射ではない．

例 6.8 (cf. 例 3.8). n ≥ 2とする（pで割れても割れなくてもよい）．Y = SpecS，S = k[x, y, z]/(zn − xy)
とし，Z ⊂ Y を原点とする（これは An−1 型 RDPである）．Lをイデアル層 (z, y) ⊂ OY とし，L′ を Lの
Y ′ := Y \Z への制限とし（これは可逆層である），ψ : L′⊗n → OY ′ を ψ(f1⊗ · · · ⊗ fn) := f1...fn

y で定め（こ
れは同型射である），上述の構成を行う．1 ≤ i ≤ n− 1に対し Li = (zi, y)となり（2 ≤ i ≤ n− 1のときこ
れは Li

1 = (z, y)i より真に大きい），L1 の元 z のことを ξ，Ln−1 の元 y のことを η と書くと X = SpecR，
R = k[ξ, η]，x = ξn，y = ηn，z = ξη となる． ♢
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6.6 余談：K3曲面の被覆
Y が K3曲面のとき，H1(Y,OY ) = 0，Pic(Y ) = 0なので，本節で述べた構成のうち滑らかな場合のもの
は適用できない（自明な被覆しか得られない）．しかしながら，Y が所定の個数・種類の RDPをもつ K3曲
面のとき，Y ′ をそれらの RDPの補集合として 6.3節，6.5節の方法で非自明な G被覆 X → Y が得られる．
[Mat23b, Section 7]では被覆が K3-like曲面になる場合を扱った（RDP K3曲面になる場合とそうでない場
合がある）．

例 6.9. Y が標数 p = 2の RDP K3曲面で，D1
4 型（resp. D0

4 型）の RDPを 2つ（z1, z2 とおく）もつものと
し，I ⊂ OY を，OY /I =

⊕
i=1,2OY,zi/mzi で定める．このとき dimExt1(I,OY ) = 1であり，生成元を e

とおくと F (e) = λ · ι∗(e)，λ ∈ k∗（resp. λ = 0）となる．また zi への制限 Ext1(I,OY )→ Ext1(Izi ,OY,zi)

による eの像も 1次元空間の生成元である．この元が定める Z/pZ 被覆（resp. αp 被覆）を π : X → Y とお
くと，X は K3曲面（resp. 特異点をもつ K3-like曲面）になる．さらに，G = αp の場合も含めて z1, z2 の逆
像では X は滑らかである．K3-like曲面のコホモロジーの次元の条件は 0 → OY → OX → I → 0の長完全
列を用いて確認できる．
標数 3, 5でも類似の結果がある．標数 3のときは E1

6 型（resp. E0
6 型），標数 5のときは E1

8 型（resp. E0
8

型）の RDPを用いる． ♢

例 6.10. Y が標数 p = 2の RDP K3曲面で，A1型のRDPを 8つ（z1, . . . , z8とおく）もち，最小特異点解消
Ỹ での例外曲線を C1, . . . , C8 とするときOỸ (C1+ · · ·+C8) ∼= L̃⊗2 なる Ỹ 上の可逆層 L̃があると仮定する．
このとき L̃の Y ′ = Y \ {z1, . . . , z8} ∼= Ỹ \ (C1 ∪ · · · ∪C8)への制限を L′ とおくと L′⊗2 ∼= OY ′ が成り立つ．
この元が定める µ2 被覆を π : X → Y とおくと，X は特異点をもつ K3-like曲面になる．さらに，z1, . . . , z8
の逆像では X は滑らかである．K3-like曲面のコホモロジーの次元の条件は直和分解 OX

∼= OY ⊕ Lを用い
て確認できる．
標数 p = 3, 5, 7でも類似の結果がある（それぞれ，Ap−1 型の RDPを 24

p+1 個用いる）．
各 zi での局所環での拡大は，適切に局所座標と番号をつけると例 6.8（の n = pの場合）のようになる．♢

[Mat24]では，Sing(Y )が例えば 16A1 で，X が K3-like曲面の条件のうち h1(O) = 0を = 2に置き換え
たものを満たす場合を扱った．これはアーベル曲面と同じ値であるが，G = µ2, α2 の場合は特異点集合がつ
ねに 1次元になり，したがって本当のアーベル曲面には絶対にならない．その略証：被覆を X → Y と書き，
その “双対” ベクトル場を DY とし Y の最小特異点解消 Ỹ への延長として得られる有理ベクトル場を DỸ

と書く．例外曲線の (DỸ )
2 への寄与は −32 であり，それ以外の寄与がないとすると，定理 4.7 に代入して

0 ≤ deg〈DỸ 〉 = deg c2(Ỹ ) + (DỸ )
2 = 24 − 32 < 0となり矛盾するので，(DỸ )は例外曲線以外の成分をも

ち，その上の点で被覆 X は特異になる（命題 3.23，注 3.24）．

6.7 発展：torsor

スキームの射 π : X → Y が G-torsor であるとは，群スキーム G がスキーム X に作用しており，適切な
fppf被覆 U → Y に制限すると πU : X ×Y U → U は直積からの射影 pr2 : G× U → U に同型であるものを
いう．
Gが一定の仮定を満たす可換群スキームのとき（本節で扱った有限群スキームならばよい），Y 上のG-torsor
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の同型類全体がなすアーベル群は自然に H1
fl(Y,G) と一対一に対応する [Mil80, Corollary III.4.7]（Hfl は

fppfコホモロジー）．（Gが可換でないときは，Hfl を Ȟfl で置き換える必要があり，しかも点付き集合にしか
ならないので，注意が必要である．）
群スキーム（が定める fppf層）の完全列*25

0→ αp → Ga
F−→ Ga → 0, 0→ Z/pZ → Ga

F−1−−−→ Ga → 0, 0→ µp → Gm
p−→ Gm → 0

の長完全列を用いてH1
fl(Y,G)を記述できる．自然な同型Hi

fl(Y,Ga) = Hi(Y,OY )（iは任意），H0
fl(Y,Gm) =

H0(Y,O∗
Y )，H1

fl(Y,Gm) = Pic(Y )を用いて，さらに H0(Y,OY ) = k と仮定すると，同型

H1
fl(Y, αp) ∼= H1(Y,OY )[F ], H1

fl(Y,Z/pZ) ∼= H1(Y,OY )[F − 1], H1
fl(Y, µp) ∼= Pic(Y )[p]

を得る．6.2節と 6.4節で構成した π : X → Y は G = αp,Z/pZ, µp に対する G-torsorであり，この同型の
具体的表示を与えている．
6.3節，6.5節で構成した π : X → Y は，Y ′ 上では torsorだが Y 上ではそうとは限らない．

注 6.11. Y は滑らかだとし，ηを 1次微分形式とする．ηが局所的に η = d log(g)（g ∈ O∗
Y）の形に書けるこ

とと，Cariter operator C に対し C(η) = η が成り立つことは同値であり，局所的に η = dg（g ∈ OY）の形
に書けることと，C(η) = 0が成り立つことは同値である．したがって，µp や αp に対する torsorを Cartier

operatorを使って記述することもできる．本稿ではこれ以上は立ち入らない． ♢

6.8 Enriques曲面の被覆（torsorの言葉で）
標数 2の Enriques曲面に関する 6.1節の内容を torsorを使って定式化する．そのためにまず Picard関手・

Picardスキームを導入する（詳しくは例えば [BLR90, Chapter 8]を参照してください）．以下の議論では Y

にそこそこの仮定が必要だが詳細は省く．
k スキームの圏から群の圏への反変関手 T 7→ Pic(Y × T )は，T の Zariski被覆に関してすら層にならない
ので表現可能にはなりえないが，この関手の fppf層化 PicY はそこそこの仮定の下で表現可能になる．表現す
るスキームも PicY と書きこれを Y の Picardスキームとよぶ．PicτY は Picardスキーム PicY の “torsion部
分”である．
可換有限群スキーム Gに対しそのカルティエ双対 (Cartier dual) を G∨ := Hom(G,Gm)で定める．例え
ば，µn と Z/nZ は互いに双対であり（nは標数で割れてもよい），αp は自分自身と双対である．
同型H1

fl(Y,G)
∼= Hom(G∨,PicτY )（[Sch21, Proposition 4.1]）がある．PicτY が有限ならば，G := (PicτY )

∨

のときの右辺の元 idに対応する Y 上の標準的な G-torsorを得る．
Y を標数 2の（代数閉体上の）Enriques曲面とする．定理 6.1で述べたように Y は古典的・特異・超特異
のいずれかである．それぞれの場合に PicτY は Z/2Z, µ2, α2 である．とくに PicτY (k)は Z/2Z, 0, 0であり，
どの場合も標準因子 KY が生成元である．G := PicτY はそれぞれ µ2,Z/2Z, α2 であり，定理で述べた G被
覆は前段落で述べた標準的 G-torsorである．
なお，標数 2以外では PicτY とその双対はどちらも Z/2Z である．

*25 右で完全であることを αp の場合を例にして説明する．U をスキーム，t ∈ Ga(U) = H0(U,OU ) を切断とする．U ′ =

SpecOU [T ]/(T p − t) → U とおくと {(U ′ → U)} は fppf 被覆であり，t|U′ = T p は T ∈ Ga(U ′) の F (U ′) : Ga(U ′) →
Ga(U ′)による像である．これで全射が示された．他の場合も同様である．
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6.9 余談：特異点と local torsor

局所環 Y = SpecR の被覆を考えることもできる．簡単のため R は Hensel だとする．Y = SpecR の閉
点の補集合を Y ′ とおき，Y ′ 上では torsorになっている（Y 上ではそうとは限らない）π : X → Y のことを
local G-torsor という．単に G-torsorと言ったら Y 上のものをさす．
6.7節で述べた群スキームの完全列が定める長完全列を考えて，完全列

0→ R/(F ) → H1
fl(Y, αp) → H1(Y,OY )[F ]→ 0,

0→ R/(F − 1)→ H1
fl(Y,Z/pZ)→ H1(Y,OY )[F − 1]→ 0,

0→ R∗/(F ) → H1
fl(Y, µp) → Pic(Y )[p]→ 0

が得られる．また，Y ′ 上でも同様の完全列が得られる．これに関して，H1(Y,OY ) = 0および Pic(Y ) = 0

が成り立ち，また F − 1: R → Rは Henselの補題より全射なので R/(F − 1) = 0が成り立つ．したがって
H1

fl(Y,Z/pZ) = 0である．
Gが αp または µp のとき，Rや R∗ の元の p乗根が一般にとれないことから，自明でない G-torsorがたく
さん存在する．（6.2節の構成での「bp − λb = cを満たす b ∈ k をとる」，6.4節の構成での「bp = c−1 を満た
す b ∈ k∗ をとる」ができない．）剰余群 {local G-torsor}/{G-torsor}は上のように局所コホモロジーや局所
Picard群を用いて記述できるが，剰余群の同じ剰余類から同型でない local G-torsorが得られることになる．
Y が 6.6節の例に現れる特異点（RDP）の場合は，適切な剰余類（これらの場合，非自明な剰余類は Aut(G)

作用を除いて 1つしか存在せず，その剰余類ならばよい）を選べば被覆 X は必ず滑らかになるが，一般には
同じ剰余類から得た被覆の中に正規なものとそうでないものがあったり，相異なる無限種類の RDPが現れる
ものがあったり，なかなか扱いが難しい．
[LMM21b]では local torsorを用いて正標数（とくに標数 2, 3, 5）の RDPが商特異点になるかどうかを調
べている．
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