
正標数のK3曲面とEnriques曲面

松本雄也

Abstract. 2019/10/15–18に京都大学で行う集中講義の情報と文献リス
トです．

0.1. アブストラクト. 正標数のK3曲面および Enriques曲面について，正標
数特有の現象に重点をおいてお話しします．話題としては次のようなものを
考えています．

• 標数 0のK3曲面上に大域的ベクトル場は存在しない．これは正標数
でも成り立つが，証明は難しくなる．

• 正標数のK3曲面には高さという不変量がある（1以上 10以下の整数
または∞になる）．高さ∞のK3曲面（超特異とよばれる）は，H2

が代数的サイクルのみで生成される，単有理になりうるなど，標数 0
と異なる性質をもつ．

• 標数 2 の Enriques 曲面は，基本群が一般に Z/2Z でない，Hodge–
de Rhamスペクトル系列が一般に E1 退化しない，Hodge数 hij =
dimHj(Ωi)が一般に hij = hji を満たさない，など特徴的な性質を
もつ．

0.2. 談話会タイトルおよびアブストラクト.
タイトル. 正標数K3曲面への有限群スキーム作用
Title. Finite group scheme actions on K3 surfaces in positive characteristic
アブストラクト. 標数 0のK3曲面への有限群の作用およびその商については，
商がK3曲面（に双有理同値）になることと大域 2次微分形式の空間への作用
が自明であることとが同値であるというNikulinの結果をはじめ，数多くの研
究がある．標数 p > 0のK3曲面に対しても，有限群の位数が pで割れない限
りは多くの結果が同様に成り立つが，位数が pで割れる群については独特の
現象が発生する．
本講演では標数 p特有の群スキームである µpおよび αpのK3曲面への作

用を扱う．これらは通常の有限群より厄介な対象だと思われがちだが，µp作
用に関して上記のNikulinの結果と同様のことが成り立つなど，有限群作用に
関する結果のいくつかの類似が成り立つことを紹介する．また，正標数特有
の現象として，K3曲面の高さという不変量との関係を紹介する．

参考. 近い内容の講演を2019年9月20日に日本数学会秋季総合分科会で行いま
した，そのときのアブストラクトがhttp://yuyamatsumoto.com/k3kanazawa.

pdf にあります．
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0.3. 成績について. 単位がほしい人は，講義中に述べる問題を 3題以上解い
たレポートを提出してください．提出先は京大の数学事務室です．締切は 11
月 29日（金）です（締切時刻は事務室に確認してください）．
なお，講義と講義ノート（後日公開予定）で問題が異なる可能性がありま

すが，どちらの問題も有効とします．
「チャレンジ問題」も上記の「問題」に含めますが，解の存在を保証しな

いものも含みます，解の概念が明確でないものも含みます，解けた場合はレ
ポートより論文にすることをお勧めします．

0.4. 講義内容予定. （多少前後する可能性があります．）
10:00–12:00 15:00–17:00 16:30–17:30

10月 15日（火） (1)
10月 16日（水） (2) 談話会
10月 17日（木） (3) (4)
10月 18日（金） (5)

(1) K3曲面の定義と例，K3曲面のコホモロジー
(2) コホモロジーの続き，ベクトル場，変形と lifting
(3) K3曲面の高さ
(4) supersingular K3曲面と unirationality
(5) Enriques曲面

談話会 「正標数K3曲面への有限群スキーム作用」
場所は理学部 3号館 127号室（談話会のみ 110号室）の予定．

0.5. 文献案内.

代数曲面: Barth–Hulek–Peters–Van de Ven [BHPV04]（複素），Beauville
[Bea96]（複素），Badescu [Băd01]（任意の標数）．

K3曲面: Beauville–Bourguignon–Demazure（編）[BBD85]（通称Astérisque
126）（複素，Torelliの定理），Huybrechts [Huy16]（正標数も含む），
金銅 [金銅 15]（日本語）（複素）．

正標数代数曲面: Liedtkeのサーベイ [Lie13]（正標数代数曲面）と [Lie16]
（正標数K3曲面）にさまざまな話題が載っている．
各種コホモロジー: 各章で紹介する．

0.6. 講義ノートについて. 近日中に http://yuyamatsumoto.com/ 上で公開
したいと思っています．

A. チャレンジ問題

A.1. 講義で触れた問題.

チャレンジ問題 A.1. K3曲面の新しい構成法を与えよ．

チャレンジ問題 A.2. 高次元Calabi–Yau多様体Xに対して h0(Ω1)や h0(T )
はどうなるか？ 0でない例は見つかっていないと聞きましたが，うろ覚えです．
なおCalabi–Yau多様体の定義はいくつか流儀があった気もしますが，とりあ
えず smooth projectiveで ΩdimX

X
∼= OX かつ hi(OX) = 0 (0 < i < dimX)

としておきましょうか．

チャレンジ問題 A.3. 好きな条件・構造込みでK3曲面の標数0への liftingの存
在を調べよう！（例：supersingularでPicard群の大きい部分群，supersingular
で CM，wildな自己同型，など……）

http://yuyamatsumoto.com/
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チャレンジ問題 A.4. Mnの特異点についてはどうなるか？（メモ：[Ogu01]
にいろいろ書いてありそう．）

チャレンジ問題 A.5. 不等式 ρ ≤ 22− 2hを満たす任意の h ∈ {1, . . . , 10}と
ρ ∈ {1, . . . , 20}に対して，任意の標数の代数閉体上で高さ hかつ Picard数 ρ
のK3曲面は存在するか？（ヒント：Fp上ではTate予想から ρは偶数になる
ので，ρが奇数ならそれ以外の代数閉体上で考える必要がある．）

チャレンジ問題 A.6. K3曲面（や高次元Calabi–Yau多様体）の高さを判定
する新しい方法を見つけよ．特殊な場合や部分的判定（上から・下からの評
価など）でもよい．

チャレンジ問題 A.7. Shioda supersingularなK3曲面（や高次元Calabi–Yau
多様体）のArtin invariantを判定する新しい方法を見つけよ．特殊な場合や
部分的判定（上から・下からの評価など）でもよい．

チャレンジ問題 A.8. supersingular K3曲面の unirationalityを証明しよう！
または，unirationalでない supersingular K3曲面を構成しよう（または別の
方法で存在を証明しよう）！

チャレンジ問題 A.9. 標数 2の classicalまたは supersingularな Enriques曲
面X に対して，h0(Ω1) = 1である．……をもっと簡単に証明しませんか？

チャレンジ問題 A.10. 標数 2の classical, supersingular Enriques曲面のモ
ジュライ空間に，Sing(Y )の各配置に応じた部分空間がある．これについて調
べよ．（stratificationをなすか？ 各部分空間の次元は？ Y が non-normalに
なる部分空間は？ Y が RDP K3曲面である場合にその Artin invariantとの
関係は？ ……）

A.2. 追加問題.

チャレンジ問題 A.11. X が標数 p > 2 の supersingular K3 曲面のとき，
Aut(X) → Aut(Ω2

X) ∼= k∗の像は有限で，位数は pσ0+1を割り切る（Nygaard
[Nyg80, Theorem 2.1]）．p = 2のときどうか？（[Nyg80, Theorem 1.12] の
中で使っている [Ogu79, Proposition 3.13.3]が p ̸= 2を使っているように見
える．）

格子が関わってくる話では，2が可逆でない環上では二次形式と双線形形
式が等価にならないのが議論の障害になりやすいのかもしれません．

チャレンジ問題 A.12. crystalline Torelli theoremおよび Shioda supersingu-
lar K3の非退化を標数 2で証明しよう！（なお，標数 2では 2次形式まわり
の議論がややこしくなるので，一方から他方が容易に示せるかどうかも私に
は分かりません．）

チャレンジ問題 A.13. 標数 p の代数閉体 k 上の RDP K3 曲面 X に G ∈
{Z/pZ, µp, αp}が作用しているとする．これは標数 0に liftするか？ここで
liftは次の（弱めの）意味にしましょう．W(k)の（分岐してもよい）有限拡大
Rと，R上の properな代数空間 X で各ファイバーがRDP K3曲面であるも
のと，R上の位数 p群スキーム Gと，GのX への作用が存在し，G ⊗R k ∼= G
であり，X ⊗R kはX に作用込みで双有理同値である．
ちなみに，これが肯定的に証明されると，標数 p ∈ {13, 17, 19}のRDP K3

曲面に αp は非自明に作用できないことが従い，µp や αp 作用が存在する p
の決定が完了するので，私が喜びます．（標数 0での位数 p自己同型の唯一
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の例の標数 p還元は µp 作用になっている（[Mat19a, Example 9.6]）．なお
標数 0でのこの例は金銅 [Kon92, Section 7]により，一意性は小木曽–Zhang
[OZ00, Corollary 3]による．）

チャレンジ問題 A.14. [Moo98]では，アーベル多様体のモジュライ空間であ
る志村多様体の部分多様体は，ある標数 pの ordinaryな点で linearityという
条件を満たすならばHodge型部分多様体である，ということが示されている．
K3曲面のモジュライ空間と関係の深い直交型志村多様体について，同様のこ
とがいえるか？

チャレンジ問題 A.15. 代数曲面や複素解析的曲面の自己同型のH2への作用
の固有方程式を P とおく（H2(X,Z)でもH2

ét(X,Ql)でもH2
crys(X/W(k)で

も同じ [?]）．P は円分多項式 0個以上と，Salem多項式 0個または 1個との積
になることが知られている（例えば [Can14]）．Salem多項式がある場合，そ
の 1より大きい実根がただ 1つあり，（それは定義より Salem数であり，）そ
れをこの自己同型の力学的次数とよぶ．なお，Salem数が現れるのは曲面の
うち有理曲面，トーラス，K3曲面，Enriques曲面に限られることが知られ
ている．標数 0の K3曲面の自己同型の力学的次数として実現できる最小の
Salem数は x10 + x9 − x7 − x6 − x5 − x4 − x3 + x+ 1 = 0の根∼ 1.17628で
あることが知られている（McMullen [McM16, Theorem 1.1]）（ちなみに，こ
れは現在知られている最小の Salem数でもあり，Lehmer数という名前があ
る）．標数 0の Enriques曲面の場合の最小値は x6 − x4 − 2x3 − x2 + 1 = 0の
根 ∼ 1.58234 であると最近アナウンスされた [OY18, Theorem 1.1]．複素解
析的トーラスの場合にはどの Salem数が実現可能かの判定方法が知られてい
る [Res12, Theorem 1.1]．
標数 pの有理曲面，アーベル曲面，K3曲面，Enriques曲面の場合は何が最

小値か？また，どの Salem数が実現可能かはどうやって判定できるか？
ちなみに，標数 0のK3曲面では非自明な部分空間 Pic(X) ⊂ H2(X,Z)が

あるので，P は必ず可約であり，力学的次数の次数は高々 20である．一方標
数 pの（supersingular）K3曲面では 22次になる例が存在する1．

定義. 2d次の代数的整数 1 < λ ∈ Rは，そのQ上の代数的共役が λ, λ−1およ
び絶対値 1の複素数 α1, . . . , α2d−2であるとき Salem数であるといい，そのQ
上の最小多項式を Salem多項式という．
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