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榎本 悠久

Abstract. 可換環上の加群論や、可換環上の非可換多元環上の加群論についての自分なりのメモ。何
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1. Introduction

筆者が可換環や orderの表現論やる上での備忘録。主に松村 [Ma]（とくに associated prime周辺）
や Bruns-Herzog [BH]（とくに depthや可換 CM環周辺）や Goto-Nishida [?]（とくに非可換ネー
ター代数での assや移入分解について）を参照しているが、筆者が分かりやすいようにまとめ直して
いて、証明方法も違う場合が多い（元を取る証明をしないよう、加群論的な証明を心がけている）。
また可換にこだわらず、非可換でいくところは非可換でやっている。

1.1. 記法. 本稿を通して、次を使う。

• R: 可換環（ほとんどネーターだが仮定は毎回書く）
• Λ: 可換と限らない環（ほとんど両側ネーターだが毎回書く）（両側ネーターのことを省略し
て単に「ネーター環」と呼ぶ）。

• ModΛ: 右 Λ加群のなすアーベル圏。
• modΛ: 有限生成右 Λ加群のなす圏。Λがネーターのときはアーベル圏になることに注意。
• projΛ: 有限生成射影右 Λ加群のなす圏
• flΛ: 長さ有限 Λ加群のなすアーベル圏。これはModΛの Serre部分圏になっている。
• Λ加群M について、radM : M の極大部分加群の共通部分。このとき次が成り立つ。

radM = {x ∈M |単純加群 S への任意の射 f : M → S で f(x) = 0}

• Λ加群M について LΛ(X)でX の Λ部分加群のなす束をさす。
• 環 Λや圏 Cの Jacobson根基（つまり radΛ, rad C）を、特に JΛ,JC と書く。文脈で分かる
ときは環を略して単に J と書く。

• Λ加群M について、AnnMΛ ⊂ ΛをM · λ = 0なる λ ∈ Λ全体と定義する。これは両側イ
デアルになっている。またM の元 xについても、AnnΛ(x)で x · λ = 0なる λ ∈ Λ全体と
定義する。これは一般には右イデアルになるだけで両側イデアルとは限らないことに注意。

• SpecR: Rの素イデアルの集合（Zariski位相入れるときは入れる）
• MaxR: Rの極大イデアルの集合
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• R加群M について、regM := {a ∈ R |xa = 0 ⇒ x = 0} ⊂ R、この元のことをM 正則
(M -regular)とも呼ぶ。つまりM 上の r倍写像 (−) · r : M →M が単射（これは R加群の
射なことに注意）。M の非零因子 (non-zero-divisor)とも呼ばれる。とくに regRは普通の
意味での非零因子全体。当たり前だが Rが整域なら regR = R \ {0}。

• M ∈ ModRについて、SuppM := {p ∈ SpecR |Mp ̸= 0}. とくに SuppR = SpecR.

• M ∈ ModRについて、dimM を、SuppM の中の prime chainの長さの最大値。
• M ∈ ModRについて、MinR: SuppM の極小元の集合。
• Rのイデアル I について、V (I) := {p ∈ SpecR | I ⊂ p}.
• Rのイデアル I について、

√
I を、何乗かして I に入るRの元全体。Rが可換に注意すると

これはRのイデアルになっている。
√
I = I なるイデアルを根基イデアルという。素イデア

ルは根基イデアルである。
• Rの積閉系 Sについて、RS で S−1Rを指す。また p ∈ SpecRでの局所化をRpと書く。加
群の局所化も同様。

• p ∈ SpecRについて、Rp の単純加群を k(p)と書く: k(p) := Rp/pRp.

また圏を考えるときに次の言葉遣いをする。

(1) 圏の部分圏は常に充満部分圏で同型で閉じるとする。
(2) 加法圏の部分圏は常に有限直和で閉じるとする。
(3) 加法圏 C の対象X に対して addX で、X の有限直和の直和因子からなる圏とする。
(4) 完全圏 E が射影生成子 P を持つとは、P は E の射影対象であり、任意の対象X ∈ E に対し
て、E の短完全列

0→ ΩX → P0 → X → 0

であり、P0 ∈ addP であるようなものが存在するときをいう。
(5) 双対的に、完全圏 E が移入余生成子 I を持つとは、I は E の移入対象であり、任意の対象

X ∈ E に対して、E の短完全列

0→ X → I0 → ΣX → 0

であり、I0 ∈ add I であるようなものが存在するときをいう。

1.2. もうやりたくないようなイデアル論のこと. まず、本稿の中でおそらく一番複雑で、一番元を
取った煩雑な証明をする次の有名な補題を示しておく。これについては引用抜きに使う。

補題 1.1 (Prime Avoidance). Rを可換環、n ≥ 2とし、p1, p2, · · · , pnを「p1, p2以外は全て素イデ
アル」であるような Rのイデアルの集まりとする（実用上、全て素イデアルとしてよい）。このと
き Rのイデアル I について次が同値:

(1) I ⊂
∪n

i=1 pi.

(2) ある 1 ≤ i ≤ nが存在し I ⊂ pi.

証明. (2) ⇒ (1): 明らか。
(1) ⇒ (2): 対偶を示す：「任意の iについて I ̸⊂ piならば、I ̸⊂

∪
i piである」を、nについての

帰納法で示す。つまり I の元であって、どの pi にも入っていないものを作りたい
n = 2の場合。I ̸⊂ pi が i = 1, 2で成り立つので、xi ∈ I であって xi ̸∈ pi であるものが i = 1, 2

で取れる。後でも同じ論法するが、もし x1 ̸∈ p2 であれば、x1 は p1 も p2 も避けているので、そこ
で終わり。よって x1 ∈ p2 の場合だけ考えればよい。同様に x2 ∈ p1 としてよい。
このとき x1 + x2を考える。もちろん x1 + x2 ∈ I である。これが p1も p2も避けていることを示

す。もしこれが p1に入っていたら、x2 ∈ p1なことから x1 ∈ p1が出てしまう。よって x1 + x2 ̸∈ p1
である。同様に x1 + x2 ̸∈ p2 より、主張がなりたつ（p1, p2 は素イデアルである必要はない！）

n > 2の場合。pn は素イデアルであることに注意。帰納法の仮定により（n− 1個の場合を考え
て）、i = 1, 2, · · · , nについて、xi ∈ I であり、「xiは pi以外を全て避けている」ような元が取れる。
このとき、もしどこかの iについて xi がついでに pi も避けていたら、xi は全ての p1, · · · , pn を避
けているのでそこで終わり。よって、全ての iについて xi ∈ pi と仮定できる。
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このとき、x := xn + x1x2 · · ·xn−1 という元を考える、もちろん I の元である。これが全ての素
イデアルを避けていることを示す。まず i = 1, · · · , n− 1については、x ∈ piとしてしまうと、後ろ
の元 x1 · · ·xn−1 ∈ pi に注意すれば、xn ∈ pi となってしまい、xn のとり方に違反する。よって、x

は p1, · · · , pn−1 まで避けている。
xが pn も避けることを示せば終わりである。x ∈ pn と仮定する。そうすると xn ∈ pn であっ

たことから、x1 · · ·xn−1 ∈ pn が出る。ここで「pn が素イデアルより」（これを初めて使う）、ある
1 ≤ i < nについて xi ∈ pnになってしまう。これは xiが pnを避けていることに違反する。よって
xは pn にも属さない。 □

積閉系での局所化について。次は容易に確かめられる:

命題 1.2. Rを可換環、SをRの積閉系、Λを（可換と限らない）R代数、MΛを右 Λ加群とする。
このとき ΛS は RS 代数の構造をもち、MS は自然に ΛS 加群とみなせる。

加群を局所化したとこでの部分加群は、もとの加群を持ちいて記述できる。まず右 Λ加群M に
ついて、LΛ(M)で Λ部分加群のなす束をさしていたことを思い出そう。

定義 1.3. Rを可換環、S をその積閉系、Λを R代数とする。このときM ∈ ModΛの部分加群 N

が S-saturated であるとは、x ∈M と s ∈ S について xs ∈ N ならば x ∈ N となるときをいう。ま
たM の S-saturatedな部分加群からなる posetを LSΛ(M)と書くことにする。

この saturatedな部分加群について次は簡単にわかる:

補題 1.4. Rを可換環、S をその積閉系、Λを R代数、M ∈ ModΛとすると次が成り立つ:

(1) LΛ(M) のなかで LSΛ(M) は（無限個の）共通部分をとる操作で閉じている。よって poset

LSΛ(M)は（無限個の）meetを持つ。しかし和で閉じているとは限らない。
(2) 任意の L ∈ LΛ(M)に対して、Lを含む S-saturated部分加群のなかで最小なものが一意的
に存在し、これを Lと書き、Lの saturationと呼ぶ。

(3) S-saturatedな部分加群の族Li(i ∈ I)に対して、LSΛ(M)での joinが存在し、それは
∑

i∈I Li

で与えられる。とくに LSΛ(M)はこの joinと通常のmeetで完備束になる。

証明. (1) saturatedの定義に戻ってやればできる。
(2) Explicitに、L := {x ∈M | ∃s ∈ S s.t. xs ∈ L}とすれば条件を満たすことがすぐわかる。
(3) (2)からすぐに従う。 □

実はこの saturationの操作は、局所化したところでの部分加群を考える操作に対応する。

命題 1.5. R を可換環、S をその積閉系、Λ を R 代数、M ∈ ModΛ とする。このとき、局所化
φ : M →MS を考えると、次の共変ガロア接続がある。

LΛS
(MS) LΛ(M)

N φ−1(N),

LS = φ(L) · ΛS L

これについて次が成り立つ:

(1) 左からN とって右へいって左に戻るとN のままである。
(2) 右から Lを取り出して左へ行って右へ戻ると、Lの S での saturation Lが出てくる。
(3) とくに、この写像たちは束の同型 LΛS

(MS) ∼= LSΛ(M)を誘導する。

証明. 明らかに上の 2つは順序を保つ写像である。また LS = φ(L) · ΛS はすぐに確認できる。よっ
て (1)と (2)が分かれば、(L ≤ Lより)これらの写像がガロア接続であることが従い、(3)は (1)と
(2)から従う。

(1) MS の ΛS 部分加群N をとると、φφ−1(N) ⊂ N より、φφ−1(N) · ΛS ⊂ N である。
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逆にNから元をとると、x/s with x ∈M, s ∈ Sという格好をしている。よってx/1 = x/s·s/1 ∈ N

であるので、x ∈ φ−1(N)が分かる。よって x/s = x/1 · 1/s ∈ φφ−1(N) · ΛS である。
(2) L = φ−1(φ(L) · ΛS)を示す。
(⊂) x ∈ L を取る。このときある s ∈ S が存在して xs ∈ L である。よって、φ(x) = x/1 =

xs/1 · 1/s ∈ φ(L) · ΛS が成り立つ。
(⊃) x ∈ φ−1(φ(L) · ΛS)とする。つまり φ(x) ∈ φ(L) · ΛS である。つまりある y ∈ Lと s ∈ S

が存在し x/1 = y/sとなることがすぐ分かる。よってある t ∈ S により xst = ytとなる。よって
x · st ∈ Lであり、x ∈ Lである。 □

命題 1.6. R を可換環、S をその積閉系とする。このとき先程のことから、RS のイデアルは S-

saturatedなRのイデアルと一対一対応するが、このもとでRS の素イデアルは、Rの素イデアルの
うち Sと交わらないものに対応する。つまり局所化 φ : R→ RSについて、φ−1 : SpecRS → SpecR

は単射であり、その像は {p ∈ SpecR | p ∩ S = ∅}となる（これは中への同相になってる）。

証明. 先程のことより、φ−1 : SpecRS → SpecRは単射である。よってその像が、S と交わらない
Rの素イデアルの集合と一致することを示す。

P ∈ SpecRS をとってきて、φ−1(P )を考えると、一般論よりこれは Rの素イデアルである。も
し φ−1(P )が Sと交われば、その元を φで送れば P が可逆元を含むことになり、P = RS となり矛
盾。よって φ−1(P )は S と交わらない。
次に p ∈ SpecRを、S と交わらない pの素イデアルとする。このとき pは S-saturatedである。

なぜなら、xs ∈ pが x ∈ Rと s ̸∈ pについて成り立てば、s ̸∈ pなことと pが primeなことより x ∈ p

が従うので。この pについて、φ(p) ·RS がRS の素イデアルであればよい。x/s · y/t ∈ φ(p) ·RS と
する。すると xy/st = a/uなる a ∈ pと u ∈ S がある。よってある v ∈ S があり、xy · uv = a · stv
in Rとなる。よって xy · uv ∈ pとなるが、uv ∈ S であり pは S-saturatedだったことより xy ∈ p

となる。よって x ∈ pまたは y ∈ pとなり、x/s ∈ φ(p) ·RS または y/t ∈ φ(p) ·RS となる。つまり
φ(p) ·RS は RS の素イデアルである。 □

イデアルの冪零根基について。いわゆる Nullstelensatzのアフィンスキーム版。

命題 1.7. Rを可換環とする。次にように写像を定める。

{Rのイデアル } {SpecRの部分集合 }

I V (I) = {p ∈ SpecR | I ⊂ p},

I(X) :=
∩

p∈X p X

V (−)

I(−)

このとき次が成り立つ:

(1) 2つの写像は順序を反転させ、反変ガロア接続である。
(2) I(V (I)) =

√
I である。

(3) この対応で、Rの根基イデアルと SpecRの Zariski閉集合が一対一に対応する。

証明. (1)はすぐ分かる。(3)は (1)と (2)の帰結。
(2) I で初めから割っておいて、

∩
p∈SpecR p =

√
(0)を示せば十分である。

(⊂) xを左からとる。x ̸∈
√
(0)とする。このとき S := {1, x, x2, · · · }は Rの積閉系であり 0を

含まない。よって RS ̸= 0であり SpecRS ̸= ∅である。

∅ ̸= SpecRS
≃−→ {p ∈ SpecR | p ∩ S = ∅} ⊂ SpecR

を見ると、ある pと S が交わらないような p ∈ SpecRがとれる。これは x ∈ pに矛盾する。
(⊃)こちらはすぐ。x ∈

√
(0)とすると、つまりある nに対して xn = 0である。任意の p ∈ SpecR

に対して、もちろん xn = 0 ∈ pであるので、pが素イデアルなことから x ∈ pとなる。 □
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Part 1. 可換環メイン

ここには可換環における主要な命題を示す。が、非可換の一般性で成り立つものはできるだけ非
可換でやるので、非可換アレルギーのかたはごめんなさい。

2. 加群の support

命題 2.1. Rを可換環としたとき次が成り立つ。

(1) M ∈ ModRについて、SuppM は上向きで閉じている、つまり p ∈ SuppM かつ p ⊂ qな
ら q ∈ SuppM である。

(2) ModRでの短完全列 0 → L → M → N → 0があったとき、SuppM = SuppL ∪ SuppN

が成り立つ。
(3) Supp(

⊕
i Mi) =

∪
i SuppMi.

(4) Rのイデアル I について SuppR(R/I) = V (I)

(5) M ∈ ModRとすると、SuppM ⊂ V (AnnR M)が成り立ち、M が有限生成なら SuppM =

V (AnnR M)となる。
(6) M ∈ ModRについて、M = 0と SuppM = ∅と SuppM ∩MaxR = ∅は同値。
(7) 0 ̸= M ∈ ModRについて次が成り立つ。

dimM = sup{dimMm |m ∈ SuppM}

証明. (1) この状況のとき、(Mq)pRq
= Mp ̸= 0より明らか。

(2) 局所化が完全より明らか。
(3) 局所化が無限直和と可換より明らか。
(4) (R/I)p = 0 ⇔ある x ̸∈ pが存在して 1 · x = 0 in R/I ⇔ある x ̸∈ pが存在して x ∈ I ⇔

I ̸⊂ p.

(5) I := AnnR M とする。M ∈ ModRに対して、
⊕

R ↠ M という全射がとれ、I の元は消え
ることから、これは全射

⊕
(R/I) ↠ M となる。よって (2)(3)(4)から SuppM ⊂ V (I).

次にM を有限生成だと仮定する。このとき、生成元に打つことで写像R→Mnなる写像がある
が、これの核は、その生成元を消すもの、つまり I に一致。よって単射R/I ↪→Mnという写像があ
り、よって (2)(3)(4)より V (I) ⊂ SuppM . (M が無限生成だと、M の無限直積への写像になって
しまい、(3)を使えない！)

(6) 任意の真のイデアルは必ず極大イデアルに含まれることから、SuppM = ∅ と SuppM ∩
MaxR = ∅は同値。またM = 0としたら明らかに SuppM = ∅.

よって、M ̸= 0のときに SuppM が極大イデアルを含むことを示せばよい。M ̸= 0とすると、ゼ
ロでない有限生成部分加群 Lを持つ。(2)により SuppLが極大イデアル含めば十分だが、(5)によ
り SuppL = V (AnnL)で、L ̸= 0により AnnLは Rの真のイデアル。よって V (AnnL)は極大イ
デアルを含む。

(7) SuppM の chainは必ずある極大イデアルで終わるようにできるので明らか。 □

3. Torsion-free周辺

Torsion-freeやら torsion-lessやら。まずは非可換ネーター環の一般性で torsion-lessをやる。

定義 3.1. Λをネーター環、M ∈ ModΛとする。このとき、自然な写像

ev(−) : M → HomΛ(HomΛ(M,Λ),Λ)

について、

(1) これが単射なときM を torsion-less

(2) 全単射（同型）なときM を reflexive

と呼ぶ。
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定義 3.2. ネーター環 Λについて、Ω(modΛ) = SubΛという modΛの部分圏を、

M ↪→ Λn
Λ

という単射があるようなM ∈ modΛからなる圏とする（つまり自由加群の部分加群のなす圏）

命題 3.3. ネーター環 Λ上のM ∈ modΛについて次は同値。

(1) M は torsion-less。
(2) M ∈ SubΛ。

証明. (1)⇒ (2): 一般に、有限生成左Λ加群 ΛY に対して、全射Λn ↠ Y をとって (−,Λ)で送れば、

0→ (Y,Λ)→ (Λn,Λ) = Λn
Λ

という短完全列ができる。つまり (Y,Λ)は SubΛに入る。これに、今の場合 Y := (M,Λ)としてや
る（Y が有限生成なことは、同じように自由加群からM への全射をとり、それを (−,Λ)で飛ばし
て、ネーター性より出る）。すると仮定よりM は (Y,Λ)の subなので、SubΛに入る。

(2) ⇒ (1): 仮定より f = t[f1, · · · , fn] : M ↪→ Λnという単射がある。evx : (M,Λ)→ Λがゼロ射
なときに x = 0を示す。
今 evx = 0なのでどの iについても fi(x) = evx(fi) = 0、よって f(x) = 0が従う。よって f が

単射より x = 0。 □

可換環のときは、これと torsion-freeや socleとの関連を見る。

定義 3.4. Rを可換環、M ∈ ModRとする。このときM が torsion-freeであるとは、regR ⊂ regM

なとき、つまり Rの非零因子がM の非零因子であるとき、つまり「Rの非零因子 rについて r倍
写像M →M が単射」な成り立つときをいう。正反対に、M の任意の元がある regRの元で消える
とき、M を torsion 加群であるという。

定義から R自身は必ず torsion-freeに注意。また無限生成も許しているのは後で使うように、R

の全商環（一般にほぼ無限生成）は必ず R加群とみて torsion-freeがわかり、これを許したいので
無限生成も許した。

命題 3.5. 可換環 RとModRでの短完全列

0→ L→M → N → 0

について次が成り立つ:

(1) M が torsion-freeなら Lも torsion-free.

(2) M が torsionなら LとN は torsion。
(3) LとN が torsion (resp. torsion-free)ならM も torsion (resp. torsion-free).

証明. (1)と (2)はすぐ。
(3) torsion-free について。L と N を torsion-free とし、r ∈ regR をとる。このとき r 倍写像

(−) · r : M →M が単射ならよい。次の図式を見る:

0 L M N 0

0 L M N 0

r r r

ここで縦は r倍写像。いま Lと N が torsion-freeより左と右は単射。よって真ん中も単射なので、
M は torsion-free。
次に torsionについて。やればできるが、M の任意の元 xを取る。これを N = M/Lに送ると、

N が torsionよりある r ∈ regRについて xr = 0 in M/L、つまり xr ∈ L。次に Lが torsionなこと
から、ある s ∈ regRについて xrs = 0。ここで rs ∈ regRなことから、M は torsionである。 □



8 HARUHISA ENOMOTO

また、torsionの（無限）直和は torsionであり、torsion-freeの（無限）直和や直積も torsion-free

になっていることがすぐ分かる。ただし torsionの無限直積は torsionとは限らないのが簡単に例作
れる。

torsionと torsion-freeとの関係は次が基本的。

命題 3.6. 可換環 RとM ∈ ModRについて次は同値:

(1) M は torsion-free.

(2) T を任意の torsion加群としたとき HomR(T,M) = 0となる。

証明. (1) ⇒ (2): f : T → M という射をとり、x ∈ T をとる。するとある r ∈ regRがあり xr = 0

となる。よって f(x)r = f(xr) = 0となる。ここでM が torsion-freeより f(x) = 0となる。
(2) ⇒ (1): x ∈M と r ∈ regRについて xr = 0とする。このとき xを左からかけるR/(r)→M

という射がwell-definedだが、R/(r)の任意の元は rで死ぬのでR/(r)は torsion加群。よって x = 0

が従う。 □

命題 3.7. Rを可換環、M ∈ ModRとすると、次のようなModRでの完全列

0→ tM →M → fM → 0

であり、tM が torsionであり、fM は torsion-freeであるようなものが一意的に存在する。つまり
ModRにおいて torsion加群の圏と torsion-free加群の圏が torsion pairになっている。

証明. 書いてあるとおり、tM := {x ∈M | ∃r ∈ regR s.t. xr = 0}とする。このとき fM が torsion-

freeであることが、命題 3.6と 3.5を使って、いつものように分かる。 □

ここで torsionと torsion-freeとの一般論から離れて、torsion-lessと torsion-freeとの関係をみて
いく。

命題 3.8. Rを可換ネーター環、M ∈ ModRとしたとき、M が torsion-lessならばM は torsion-free

である。

証明. M ∈ modRなら証明は楽。なぜなら、命題 3.3によりM は Rの有限直和の部分加群。よっ
て命題 3.5によりM も torsion-free。
一応直接の証明をつける。M → ((M,R), R)が単射なときに、M が torsion-freeを示す。そのた

め、xr = 0, r ∈ regRとする。x = 0がみたい。任意に射 f : M → Rをとると、

M R

M R

f

r r

f

という可換図式において、左上に x をいれて chase することで、f(x) = 0 がすぐ出る。よって、
evx = 0 ∈ ((M,R), R) となる。M が torsion-less だったことから、x = 0 となる。よって M は
torsion-free。 □

Rが整域の場合に、有限生成加群の torsion-freeと torsion-lessの同値性をしめす。そのため、局
所化つかった次の言い換えを見る:

命題 3.9. Rを可換環、Q = Q(R)をその全商環 (= regRでのRの局所化)、M ∈ ModRとしたと
き、次は同値。

(1) M は torsion-free。
(2) 局所化の写像M →M ⊗R Qは単射。
(3) M は、ある Q加群X の R部分加群になる（Q加群は R加群とも見れることに注意）。

またこのX は、M が有限生成なら、XQが有限生成Q加群であるように取れる。とくに Rが整域
のとき、K を Rの商体とすると、次は同値。

(1) M は torsion-free。
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(2) 局所化M →M ⊗R K は単射。
(3) M はあるK ベクトル空間X の部分 R加群になっている。

またこのX は、M が有限生成加群なら、X は有限次元K ベクトル空間に取れる。

証明. (1) ⇒ (2): M →M ⊗R Qで xがゼロに行くとすると、局所化の話より x/1 = 0が成り立つ、
つまりある s ∈ regRについて xs = 0となる。よってM が torsion-freeより x = 0。（(2)から (1)

も同様にすぐ出る）。
(2) ⇒ (3): X := M ⊗R Rととればよい。
(3)⇒ (1): 一般に、Q加群XをR加群とみると torsion-freeである。なぜなら xr = 0で r ∈ regR

なら、r−1 を Q加群とみて掛ければ、x = 0がX でなりたつので。
いまM は Q加群X の R部分加群で、X 自身は上より torsion-free。よってその subよりM も

torsion-free。 □

これを用いて、次の特徴付けができる:

定理 3.10. Rを可換ネーター整域、K をその商体、M ∈ modRとしたとき次は同値。

(1) M は torsion-less (⇔M ∈ SubΛ)。
(2) X は torsion-free (⇔M はあるK ベクトル空間の部分 R加群⇔局所化M →M ⊗R K が
単射)。

証明. (1) ⇒ (2): 命題 3.8。
(2) ⇒ (1): これは非自明だし、有限生成を外すと嘘（K は torsion-freeだが自由加群には埋め込

めない、はず）。
命題 3.9を使うと、ある n ≥ 0についてM ≤ Kn とみなせる（M はKn の R部分加群）。この

とき、M の元は、Kn として見ると、x = [x1/r, x2/r, · · · , xn/r] ∈ M ⊂ Kn と xi ∈ R, r ̸= 0を用
いてかける。M が有限生成であるので R加群としての生成系m1, · · · ,ml がとれるが、Kn の元と
みて、その分母として出てくるものを全部かけると、結局ある r ∈ regRがあってmir ∈ Rがすべ
ての iについて成り立つようできる（つまり生成系の分母を全部とっぱらえる）。有限生成を使った
ことに注意。よってMr ≤ Rn であり、このことから、

M
(−)·r
↪−−−→Mr ≤ Rn

という単射の列ができる（最初が単射なとこにM が torsion-freeを使った）。よってM ∈ SubR。
(別証) こっちのほうが元を取らずにすんで簡単だった。局所化して議論する。
示したいこと：M → HomR(HomR(M,R), R)が単射。この射を局所化すると、

M HomR(HomR(M,R), R)

M ⊗R K HomR(HomR(M,R), R))⊗R K

M ⊗R K HomK(HomK(M ⊗R K,K),K)

∼=
∼=

ここでM が torsion-freeより左の縦は単射、右の下の同型は補題 3.11の Λ = Rの場合から。また
一番下は、自然な写像に一致しているので、任意の有限次元Kベクトル空間はK上で reflexiveな
ことから、同型。よって chaseして一番上の写像が単射が従う。この議論は、Qが 0次元Gorenstein

環で work し、「torsion-less と torsion-free が同値」は逆にそういうふうに特徴づけられるらしい
(Vasconcelos) □

補題 3.11. Rを可換ネーター環、S をその積閉集合、M,N ∈ ModRでM を有限生成とすると、
自然な同型

ExtiR(M,N)⊗R RS
∼= ExtiRS

(M ⊗R RS , N ⊗R RS)

が全ての i ≥ 0についてある。
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証明. 命題 17.9を見よ。 □

あとで使いそうなので結局 Vasconcelosの設定でやる。証明ではいろいろなことを factとして使
うので、ひまなときに追加してく。

命題 3.12 ([Va]). Rを可換ネーター環で generically Gorensteinとし、また embedded primeがな
い（AssR = MinR）とする。このとき、M ∈ modRについて次は同値:

(1) M は torsion-free.

(2) M は torsion-less.

証明. (1) ⇒ (2)のみ示せばよい。
関手的にやる。

0→ L→M
ev−→ ((M,R), R)

という完全列とる（evの核を L）。L = 0を示すため、SuppL = ∅をみる。
まず局所化は完全なのと、Homとの可換性とかから、p ∈ SpecRについて

0→ Lp →Mp
ev−→ HomRp

(HomRp
(Mp, Rp))

が完全。いま Rが generically Gorensteinより、どのminimal prime pで局所化しても、Rpはアル
ティンGorenstein環。よって任意の有限生成Rp加群は reflexiveより（ここそのうち補足）、Lp = 0

となる。
上の議論で、MinR ∩ SuppL = ∅が分かる。また Rは embedded primeがないので MinR =

AssR、つまり AssR ∩ SuppL = ∅となる。また Lは有限生成より、SuppL = V (AnnL)。なの
でまとめると、どの p ∈ AssR についても AnnL ̸⊂ p となる。ここで prime avoidance 使えば、
AnnL ̸⊂

∪
AssRとなる。よってある x ∈ AnnLがあり、x ̸∈

∪
AssRとなる。

よって命題 4.14より x ∈ R \
∪
AssR = regR、つまり xはR-regularである。ここで x ∈ AnnL

を思い出すと、Lx = 0となる。いまM は torsion-freeより Lもそう。なので L = 0が従う。 □

次に socleとの関係性。

定義 3.13. 環 ΛとM ∈ ModΛについて、socMΛを、M の単純部分加群の和とする。これは次と
もかける:

socM =
∑
{Im f | f : S →M,S は単純加群 }

補題 3.14. （非可換）環 Λ上の加群M ∈ ModΛについて次は同値:

(1) socMΛ = 0.

(2) HomΛ(flΛ,M) = 0.

証明. (2) ⇒ (1):明らか
(1) ⇒ (2): Homの消滅は拡大で閉じる。よって、(1)から「単純加群からM への射はゼロしかな

い」ので、拡大していって、任意の長さ有限加群からM への射はゼロしかないことがわかる。 □

（非可換）ネーター環 Λ上の有限生成加群は、長さ有限加群と socleゼロ加群との拡大で unique

にかける:

命題 3.15. Λをネーター環、M ∈ modΛとすると、次のような完全列

0 TM M FM 0

であって TM ∈ flΛ かつ soc(FM) = 0 となるものが存在し、一意的である。このことから、
(flΛ, {soc = 0})という２つの部分圏は modΛの torsion pairである。

証明. TM :=
∑
{L |L ≤M であり長さ有限 }と定める。これは無限和だが、Λがネーター、M が

有限生成なことよりネーター、よって TM は有限生成となるので、この和は有限和。しかし長さ有
限な加群の有限和は、長さ有限加群の直和から全射を持つので、長さ有限。よって TM 自身が長さ
有限加群となる。



可換環上の（非可換）代数上の加群のメモ（未完） 11

これは、構成からどんな X ∈ flΛからの X → M もかならず包含 TM ↪→ M を経由する。この
ことを使うと、標準的な議論から、FM の socleはゼロであることが分かる（FM への simpleから
の射をとってそれを pullbackして短完全列つくって真ん中もながさ有限よりうんぬん）。一意性も、
TM はこう取らなきゃいけないことがすぐ分かる。 □

以下、この「socle=0」と torsion-freeや torsion-lessとの関係を見ていきたい。環 R自身は常に
torsion-lessや torsion-freeなので、「torsion-freeなら socle=0」が言えるような環はもともと socle

0である。socle 0をいちいちいうのが長いので、次を使う:

定義 3.16. 可換ネーター環 Rが 0-socle であるとは、socRR = 0なときをいう。

Rが局所環、より弱く半局所環なら、socleの記述より、Rが 0-socleなこととHomR(R/J , R) = 0

と同値である。depthを知っている人なら、0-socleな局所環は depthが 1以上な環、と言い換えて
もいい。
まず 0-socleは部分加群で閉じるので、「Rが 0-socleでM が有限生成 torsion-lessな R加群なら

ば socM = 0」は出る（命題 3.3なことからM ∈ SubRにより）。実用上はこれで十分かもしれな
いが、より強く、無限生成も含めて、torsion-lessでやりたい。証明書いたら depthとか associated

primeが必要になったので、とりあえず使ってやる。
まず簡単な lemmaから。可換環では R/pという形の加群がよく出るが、これの regular element

は簡単にかける。

補題 3.17. 可換ネーター環 Rと p ∈ SpecRに対して、

regR/p = R \ p

証明. r ∈ Rについて、もし r ∈ pなら、r倍写像R/p→ R/pはゼロ写像より、単射でない (R/p ̸= 0

だから)。よって regR/p ⊂ R \ p。
逆に、r ∈ R \ pとする。r倍写像 R/p→ R/pで aが 0になったとすると、ar ∈ pとなり、r ̸∈ p

より、pが素イデアルなことから a ∈ pつまり a = 0。よって r ∈ regR/p。
あるいはもっと簡単に、R/pは整域なので、零因子は 0のみ、とか考えてもいい。 □

命題 3.18. 可換ネーター環 Rと p ∈ SpecRに対して、次は同値:

(1) ある q ∈ AssRが存在し p ⊂ q。
(2) R/pが R加群として torsion-free。

とくに、m ∈ MaxRについて、R/mが torsion-freeなことと、m ∈ AssRなことつまり socR ̸= 0

なことは同値。

証明. R/pが torsion-freeなことは、定義から regR ⊂ regR/pと同値。補題 3.17より、regR ⊂ R\p、
つまり (1)は p ⊂ R \ regR。ここで命題 4.14より、R \ regR =

∪
AssR。つまり (1)は p ⊂

∪
AssR

と同値。ここで、AssRは有限集合より、prime avoidanceを使えば、これは「ある q ∈ AssRが存
在し p ⊂ qが成り立つ」、つまり (2)と同値。 □

命題 3.19. R を 0-socle な可換ネーター環とする。このとき M ∈ ModR が torsion-free ならば
socM = 0となる。

証明. socM ̸= 0とする。このとき、M の socleにいる単純加群取り出せば、つまりあるm ∈ MaxR

について、R/m ↪→ M という単射がある。一般に torsion-freeは部分加群で閉じるので、R/mが
torsion-free。よって命題 3.18により socR ̸= 0で矛盾。 □

つぎに、「socM = 0 なら M は torsion-free」が言えるのはいつかを考えたい。しかし例えば
R = k[[x, y]]上の R/(x)を考えると、socleは 0だが明らかに torsion-freeでない。なので 1次元の
仮定がいる。これは実質 1次元 CM環についての話になる。

命題 3.20. Rを可換 1次元ネーター環とする。このときM ∈ modRが socM = 0ならばM は
torsion-freeである。つまり socM = 0と torsion-freeは同値である。



12 HARUHISA ENOMOTO

証明. M が torsion-freeでないとして socM ̸= 0を示す。torsion-freeでないので、ある 0 ̸= x ∈M

と r ∈ regRが存在して xr = 0である。ここで L := xR ≤ M という部分加群を考える。仮定より
Lr = 0であるから、Lは R/(r)加群である。
ここでそのうちやることから、r ∈ regRより dimR/(r) = dimR− 1 = 0。よってそのうちやる

ことから R/(r)はアルティン環、特に Lは長さ有限加群である。ゼロでない長さ有限加群は socle

を持つので、Lも socleをもち、socM ̸= 0となる。 □

系 3.21. Rを 1次元 Cohen-Macaulay環とする。このときM ∈ modRについて、M がMCM加
群であることと torsion-freeであることは同値である。

次に、実用上の 0-socleの十分条件をかいとく。ちなみに 0次元なら必ず任意の有限生成加群は長
さ有限より socleをもつ。

命題 3.22. 次の環は 0-socleである:

(1) 1次元以上の可換局所ネーター環 (R,m)で reducedなもの。.

(2) 体でない可換ネーター整域 R.

証明. (1) socR ̸= 0とする。つまりある 0 ̸= x ∈ Rが存在して xm = 0となる。ここでもし x ̸∈ m

なら、Rは localより xは可逆元。よってm = 0となり、dimR = 0となってしまう。なので x ∈ m

であり、とくに x2 ∈ xm = 0。よって Rは reducedでなくなってしまう。
(2) socR ̸= 0とする。つまりある 0 ̸= x ∈ Rと m ∈ MaxRが存在して xm = 0である。ここで

Rは体でないので m ̸= 0であり、0 ̸= y ∈ mが取れる。すると xy = 0であり、Rが整域に矛盾す
る。 □

命題 3.23. 可換ネーター整域 Rについて、dimR ≥ 1なら socR = 0である。

いままでのまとめ。可換ネーター環 RとM ∈ ModRについて次の関係が成り立つ。

M ∈ SubR M :torsion-less M :torsion-free socMR = 0
M : f.g. R:gen. Gor,

MinR=AssR,
M :f.g.

socR=0

dimR=1

さらに Rが整域なら次のようになる:

M ∈ SubR M :torsion-less M :torsion-free socMR = 0
M : f.g. M :f.g.

dimR>0

dimR=1

これの高次元 verやネーター代数版もそのうちやりたい。

4. Associated prime周辺

定義 4.1. Rを可換ネーター環、M ∈ ModRとする（無限生成でもよい）。このとき AssM という
SpecRの部分集合を、

AssM = {p ∈ SpecR |ある単射 R/p ↪→M が存在する }

で定める。つまり R/pがM に部分加群として入ってるような pを全部とってきたもの。

この定義は、元を使うと、p ∈ AssM であることは、ある x ∈M が存在して AnnR(x) = pとな
ることと同じである。これを AssM の定義に使ってる本が多い気がするが、こう書かれると全然わ
からないので、加群の埋め込みという方で統一してほしい。そうすると「AssM はM の底のほうに
いる素イデアル」みたいなイメージが湧く、とくに有限次元多元環やってるひとなら、socleにいる
simpleとの類似である。あとで inj. hull取るときもまったく同じ直感でうまくいく。
基本性質をいくつか。

命題 4.2. Rを可換環、M ∈ ModRとする。

(1) {AnnR(x) |x ∈ M,x ̸= 0}という Rのイデアルの集合を考える。この集合の極大元は自動
的に素イデアルになる。
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(2) Rがネーター環なら、M ̸= 0ならば AssM ̸= ∅.

(3) AssM ⊂ SuppM

証明. (1) やるだけ。AnnR(x)が上の集合のなかで極大だとして、ab ∈ AnnR(x)、a ̸∈ AnnR(x)と
する。つまり x · ab = 0だが x · a ≠ 0である。このとき AnnR(xa)を考える。明らかに AnnR(x) ⊂
AnnR(xa)であるので、極大性よりAnnR(x) = AnnR(xa)である。いま b ∈ AnnR(xa)であるので、
b ∈ AnnR(x)である。よって AnnR(x)は素イデアル。

(2) M ̸= 0なら、上の集合は空ではない。よってRがネーターより上のイデアルの集合に極大元
がある。

(3) p ∈ AssRなら埋め込みR/p ↪→M があり、これを pで局所化すればMp ̸= 0がすぐ従う。 □

準素分解とかのアレで用語だけ定義しておく:

定義 4.3. 可換ネーター環 R上の加群M ∈ ModRが coprimary であるとは、AssM がただ一つの
元からなるときをいう。このとき、AssM = {p}として、M を p-coprimary とも呼ぶ。

あとで詳しくやる。

命題 4.4. 可換ネーター環Rとp ∈ SpecRについて、R/pはp-coprimaryである、つまりAssR(R/p) =

{p}が成り立つ。

証明. 実は次が成り立つ: R/pの任意の元 0 ̸= x ∈ R/pについて、AnnR(x) = pが成り立つ。これ
はほぼ素イデアルの定義なので、やればできる。ここからすぐ Ass(R/p) = {p}が出る。 □

Prime filtrationについて。

命題 4.5. Rを可換ネーター環、M ∈ modRを有限生成加群とする。このとき、M の部分加群の列

0 = M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ · · · ⊂Mn−1 ⊂Mn = M

が存在し、各商Mi/Mi−1がある pi ∈ SpecRを用いてR/piと同型であるようなものが取れる。つま
り任意の有限生成R加群は、R/pという形の加群を有限回拡大して得られる！これを prime filtration

と呼ぶ。

証明. M = 0ならおわり。M ̸= 0とすると、AssM ̸= ∅より p1 ∈ AssM が取れる。つまり単射
R/p1 ↪→ M がとれ、その像をM1 とする。M/M1 を考えると、これが 0なら終わり。0でないな
ら、、、と繰り返していく。この操作は、M の部分加群の真の上昇列を与えるので、M がネーター
的よりどこかで必ず止まる。 □

加群の prime filtrationがわかれば、supportは分かる:

命題 4.6. 可換ネーター環Rと有限生成加群M について、M の prime filtrationを一つ固定し、そ
こに出てくる素イデアルを p1, · · · , pn とすると、SuppM = V (p1) ∪ · · · ∪ V (pn)となる。

証明. 命題 2.1よりすぐ。 □

次に短完全列についての振る舞い。

命題 4.7. 可換ネーター環 Rと、ModRでの短完全列

0→ L→M → N → 0

について、次が成り立つ:

(1) AssL ⊂ AssM

(2) AssM ⊂ AssL ∪AssN
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証明. (1) p ∈ AssLがあれば、R/p ↪→ L ↪→M という単射の合成考えて p ∈ AssM となる。
(2) こちらが非自明。p ∈ AssM とすると R/p ↪→M がある。次の可換図式考える:

0 X R/p Z 0

0 L M N 0

p.b.

まずX ̸= 0の場合。このとき、(1)から ∅ ̸= AssX ⊂ AssR/p = {p}となる（命題 4.2と命題 4.4）
ので、AssX = {p}である。よって左縦の単射から、p ∈ AssLとなる。次に X = 0の場合、この
ときは Z = R/pとなるので、右縦の単射から p ∈ AssN となる。以上より AssM ⊂ AssL∪AssN

が言えた。 □

系 4.8. 可換ネーター環 R上の有限生成加群M ∈ modRについて AssM は有限集合。

証明. Prime filtration 命題 4.5をとり、命題 4.4と命題 4.7より明らか。 □

局所化との関係について。すごい自然だが証明はちょいめんどい。

命題 4.9. 可換ネーター環 Rと、M ∈ ModRと p ∈ SpecRを考える。自然な埋め込み SpecRp ↪→
SpecRのもとで、AssRp

Mp の元は、ちょうど AssR M の元かつ SpecRp の元と一致する、つまり
下の点線の全単射がある:

AssRp
Mp {q ∈ AssM | q ⊂ p} AssR M

SpecRp {q ∈ SpecR | q ⊂ p} SpecR

≃

≃

証明. q ∈ AssR M かつ q ⊂ pとする。よって埋め込み R/q ↪→ M がある。これを pで局所化する
と、(R/q)p ↪→Mp ができるが、(R/q)p ∼= Rp/qRp なことより、qRp ∈ AssRp

Mp が成り立つ。
逆がちょっと元をとらないといけない。q ∈ SpecRで q ⊂ pなるものに対して、qRp ∈ AssRp

Mp

と仮定する。このとき q ∈ AssM を見たい。Annihilatorを使った記述を考える。ある x/s ∈Mpが
存在して、AnnRp

(x/s) = qRp となっている。ここで可逆元でひねっても Annは変わらないので、
AnnRp

(x/1) = qRp としてよい。
一番成り立てばうれしいのは、AnnR(x) = qなこと。しかし一般には無理で、いろいろ取り替え

る。いまRがネーター環より qの生成系 q1, · · · , qnが取れる。ここで (x/1) · (qi/1) = 0 in Mpなこ
とから、ある s1, · · · , sn で si ̸∈ pなものがとれて x · (siqi) = 0 in M となる。ここで xの代わりに
x′ = xs1 · · · sn を考えるとうまくいく、という仕組みである。

AnnR(x
′) = qを示せばよい。まず q ⊂ AnnR(x

′)は、先程の x′ の構成からからすぐにでる。次
に x′a = 0が a ∈ Rについて成り立つとする。これをMp にもっていくと、(x′/1) · (a/1) = 0が当
たり前に成り立つ。ここで siたちはMpでは可逆元だったことから、(x/1) · (a/1) = 0が従う。よっ
て a/1 ∈ AnnRp

(Mp) = qRp である。ここからは標準的な議論により（局所化と素イデアルの対応
とか）、a ∈ qであることがすぐに従う。 □

念の為、こわいのでイデアル商の場合も書いておく。

命題 4.10. 可換ネーター環 Rとイデアル I を考え、M ∈ ModR/I とする。このときMR と見れ
るが、AssR M ⊂ V (I)である。また自然な埋め込み SpecR/I ↪→ SpecRのもとで、AssR/I M と
AssR M は一致する。

証明. AssR M ⊂ V (I)だけ軽く。p ∈ AssR M とすると、R/p ↪→ M がある。ここでMI = 0より
R/pに I かけても死ぬ。よって I ⊂ p、つまり p ∈ V (I)である。あとは落ち着けば当たり前。 □

Prime filtrationは便利で、たとえば 0次元と長さ有限性が同値なことが分かる（これは普通の可
換環では多分別ルートでやる気がする）。あとで、Assなどを使っても同じことが成り立つことを見
る（命題 4.23）。
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命題 4.11. Rを可換ネーター環、0 ̸= M を有限生成 R加群とすると、次は同値:

(1) dimM = 0.

(2) SuppM ⊂ MaxR.

(3) M ∈ flR.

またこのとき、M の組成因子として現れる単純加群を R/m1, · · · , R/mn とすると、SuppM =

{m1, · · · ,mn}となっている。

証明. (1) ⇔ (2): 落ち着くと、dimM = 0なら、つまり SuppM のどの素イデアルにも包含関係が
ないことを示している。任意の素イデアルは必ず極大イデアルに含まれ、SuppM は上向きで閉じ
るので、dimM = 0なら、SuppM は極大イデアルのみからなっている。逆に、SuppM ⊂ MaxR

なら明らかに dimM = 0である。
(2) ⇒ (3): M の prime filtrationを一つとり、出てくる素イデアルを p1, · · · , pnとする。命題 4.6

により SuppM = V (p1)∪ · · · ∪V (pn)である。しかし (2)より SuppM ⊂ MaxRなことから、piた
ちは全て極大イデアル。よって prime filtrationは実は組成列を与えている。

(3) ⇒ (2): M の組成列をとると、M は単純 R 加群を有限回拡大したもの。一方単純 R 加群
は必ずある m ∈ MaxR を用いて R/m と書ける。よって極大イデアル m1, · · · ,mn が M の組成
列に出てくるとする。このとき SuppR R/mi = V (mi) = {mi} に注意。よって命題 2.1 により、
SuppM = {m1, · · · ,mn}となり、SuppM ⊂ MaxRとなる。 □

系 4.12. 可換環 Rについて次は同値:

(1) Rは 0次元ネーター環。
(2) 任意の有限生成 R加群は長さ有限。
(3) Rはアルティン環。

証明. (1) ⇔ (2): 命題 4.11の (1) ⇔ (3)よりすぐ従う。
(2) ⇒ (3): RR は有限生成 R加群より長さ有限、よってアルティン加群。
(3) ⇒ (2): 一般に右アルティン環は右ネーター環であり（そのうちやるかも）、よって任意の有

限生成加群は長さ有限。 □

少しそれたが、Assの性質に戻る。まず Assは単射の存在で特徴づけられていたが、もっと簡単
に Hom集合で分かる:

補題 4.13. Rを可換ネーター環とし、M ∈ ModRと p ∈ SpecRをとる。このとき、次は同値:

(1) p ∈ AssM .

(2) HomR(R/p,M)p = HomRp
(k(p),Mp) ̸= 0。これはあとで導入するBass数使えばµ0(p,M) ̸=

0である。

証明. (1) ⇒ (2): 何回かやった議論。R/p ↪→M を局所化すれば単射 k(p) ↪→Mp ができる。
(2) ⇒ (1): これもやった。最初の等号は補題 3.11だった。(2)よりMpの中に k(p)が入っている

（k(p)は単純 Rp加群より、そこからの non-zero射は必ず単射に注意）。よって pRp ∈ AssRp
Mpで

あり、命題 4.9より p ∈ AssM が従う。 □

次の性質は depthとか次元でめっちゃよく使う。

命題 4.14. Rを可換ネーター環、M ∈ ModRをとる。このとき、

R \ regM =
∪

AssM

が成り立つ、つまりM の associated primeの集合論的 unionは、ちょうどM の零因子全体である。

証明. まず a ∈
∪
AssM とする。つまりある p ∈ AssM について a ∈ pである。ここで p = AnnR(x)

となる x ∈M が取れるので、xa = 0となる。よって a ̸∈ regM .

逆に a ̸∈ regM とする。つまりある 0 ̸= x ∈ M が存在して xa = 0となる。このとき AnnR(x)

というイデアルは命題 4.2(1)で考えてたイデアルの集合の元。今 Rがネーター環より、これを含む
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ような、この集合での極大元が取れ、それを pとすると、命題 4.2より p ∈ AssM である。よって
a ∈ AnnR(x) ⊂ pとなる。 □

次に極小素イデアルと Assとの関係。

補題 4.15. Rを可換ネーター環、M ∈ ModRとする。このとき、任意の SuppM の元は必ずある
AssM の元を含む。

証明. p ∈ SuppM とするとMp ̸= 0である。よって qRp ∈ AssRp
Mpが取れる。命題 4.9を使うと、

SpecRの中で考えて、q ∈ AssM であり q ⊂ pである。 □

命題 4.16. Rを可換ネーター環とし、M ∈ ModRとする。このとき次の集合は一致する:

• AssM の極小元の集合。
• SuppM の極小元の集合（MinM のこと）。

証明. 補題 4.15により、「任意の SuppM の元はある AssM の元を含む (*)」。これと、AssM ⊂
SuppM から、主張は形式的に従うことが落ち着けば分かる。
念の為ちゃんとやる。AssM の極小元 pをとると SuppM に入る。SuppM の元 qで q ⊂ pなる

ものがあったとすると、(*)より p′ ∈ AssM で p′ ⊂ qなるものがあるが、すると p′ ⊂ q ⊂ pなの
で、pの極小性より p′ = q = pである。よって pは SuppM でも極小元である。
逆に、SuppM の極小元 pをとると、(*)より q ⊂ pなる q ∈ AssM がとれる。しかし AssM ⊂

SuppM だったことから、pの極小性より p = qとなり、とくに p ∈ AssM である。あとは、AssM

のほうが SuppM より小さいので、明らかに pは AssM でも極小である。 □

系 4.17. 可換ネーター環 R上の有限生成加群M について次が成り立つ:

(1) MinM は有限集合であり、M ̸= 0ならMinM ̸= ∅である。
(2) 任意の SuppM の元は必ずあるMinM の元を含む。

とくに、任意の素イデアルは必ず極小素イデアルを含む。

証明. (1) いまM が有限生成と仮定したので、系 4.8より AssM は有限集合。よってその極小元の
集合MinM ももちろん有限集合である。またM ̸= 0なら AssM ̸= ∅よりMinM も空でない。

(2) 補題 4.15より、任意の SuppM の元はある AssM の元を含む。また「AssM が有限集合な
ので」、この AssM の元は明らかに AssM の極小元 ( = MinM の元)を含む。 □

実は、「任意の素イデアルは必ず極小素イデアルを含む」ことは、ネーター環でない場合でも逆向
きの Zornを使っていえるらしい。
とりあえずこれを使えば SupportはMinをつかって書ける:

系 4.18. Rを可換ネーター環、M を有限生成 R加群とする。このとき MinRは有限集合なので
MinM = {p1, · · · , pn}と書くと、

SuppM = V (p1) ∪ · · · ∪ V (pn)

が成り立つ。

証明. SuppM が上向きで閉じていたことと、系 4.17より明らか。 □

また特に coparimary加群の supportは次のように記述できる:

系 4.19. R を可換ネーター環、p ∈ SpecR とする。このとき M が p-coparimary なら（つまり
AssM = {p}）、

SuppM = V (p)

が成り立つ。

証明. SuppM が上向きで閉じていたことと補題 4.15より明らか。 □

またここで Associated primeの中でいくつか便利な部分集合を定義しておく。
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定義 4.20. Rを可換ネーター環、M ∈ ModRとする。このとき

SuppM := {p ∈ SpecR | Mp ̸= 0},
∪

AssM := {p ∈ SpecR | ∃R/p ↪→M},
∪

MinM := {p ∈ AssM | AssM での極小元＝ SuppM での極小元 },
∪

AsshM := {p ∈ MinM | dimR/p = dimM}.

つまりMinM はAssM の極小元＝ SuppM の極小元（命題 4.16）であり、AsshM はさらにMinM

のうちで、M の次元を実現しているような素イデアルである（SuppM の素イデアルの maximal

chainは必ず SuppM の極小元から始まるので、MinM に入ってる）。ただし dimM =∞の場合に
も AsshM を同様に定める。
またこのとき、AssM に入っているが MinM に入っていないものを embedded prime といい、

MinM に入っているものを isolated prime と呼ぶ。

注意 4.21. 少し無限次元のときの AsshM やMinM について怖いので補足。これらが空じゃない
ことが次のように保証される。M ̸= 0とする。

• まず dimM < ∞ のとき。dimM を実現するような SuppM での chain が取れ、その一
番初めのものを pとする。これは明らかに pの SuppM の極小元より、MinM ̸= ∅であ
る。さらに SuppM が上向きで閉じていたことを思い出すと、dimR/p = dimM が分かり、
AsshM ̸= ∅である。

• 次にM が有限生成のとき。系 4.17によりMinM ̸= ∅であり、しかも有限集合である。もし
dimM <∞なら上のことより明らかにMinM のなかにAsshM の元は入っている。問題は
dimM =∞の場合だが、この場合もMinM が有限集合より、dimR/p =∞なるMinM の
元が必ずある。なぜなら、なかったとしたら、MinM が有限なので、pがMinM を動くと
きの dimR/pの値は最大値がある。しかし dimM =∞より、それより長い長さの SuppM

での chainを取ってやると、その一番初めの項に必要ならMinM の元 pを付け加えてやる
ことで、dimR/pよりも長い chainが作れてしまいおかしい。

つまり、「dimM <∞またはM が有限生成のとき」は、きちんと AsshM ̸= ∅が保証される。

当たり前のことを書いておくと、

注意 4.22. Rが可換ネーター整域ならばAssR = {(0)}のみで、AssR = MinR = AsshRである！
忘れがちな自明な例。

また加群が 0次元の場合もまとめておく。

命題 4.23. Rを可換ネーター環、0 ̸= M を有限生成 R加群とすると次は同値:

(1) M ∈ flR.

(2) dimM = 0.

(3) SuppM ⊂ MaxR.

(4) AssM ⊂ MaxR.

(5) MinM ⊂ MaxR.

(6) AsshM ⊂ MaxR.

またこのときAsshM = MinM = AssM = SuppM であり、この集合は有限集合であり、「R/mが
M の組成因子として出てくる m」を集めた集合となっている。

証明. (1)(2)(3)の同値性は命題 4.11でやった。
(3) ⇒ (4) ⇒ (5) ⇒ (6): AsshM ⊂ MinM ⊂ AssM ⊂ SuppM より明らか。
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(6) ⇒ (2): まず注意 4.21より、AsshM ̸= ∅である。よって p ∈ AsshM が取れる。しかし (6)

の仮定よりこれは極大イデアルであり、AsshM の定義により dimM = dimR/p = 0となる。
最後の主張。M を (1)-(6)を満たすとする。M の組成因子がR/m1, · · · , R/mlだとすると、命題

4.11より SuppM = {m1, · · · ,ml}である。しかし dimR/mi = 0 = dimM がどの iでも成り立つの
で、m1, · · · ,ml ∈ AsshM である。よって主張が成り立つ。 □

あとで depthとき使うので、Hom集合の Assを計算しておく。

命題 4.24. Rを可換ネーター環、X を有限生成 R加群、M ∈ ModRとすると、次が成り立つ:

AssR HomR(X,M) = SuppX ∩AssR M.

証明. 局所化を使う。X が有限生成より HomR(X,M)p = HomRp
(Xp,Mp)に注意。

(⊂) p ∈ AssR HomR(X,M)とする。つまり単射

R/p ↪→ HomR(X,M)

があるので、局所化して
k(p) ↪→ HomRp

(Xp,Mp)

がある、とくにXp ̸= 0より p ∈ SuppX である。この写像の像の中から、0でない f : Xp →Mpを
取ってくる。f ̸= 0よりある元は f によりMpのゼロでない元にうつる。しかし f · pRp = 0なこと
より、この元は pRp かけて死ぬ。よって pRp ∈ AssRp

Mp である。しかし命題 4.9により、ここか
ら p ∈ AssR M が従う。

(⊃) p ∈ SuppX ∩ AssR M をとる。同じく局所化する。Xp ̸= 0 は有限生成 Rp 加群より、単
純 Rp 加群 k(p)へ全射がある: Xp ↠ k(p). また R/p ↪→ M を局所化して、単射 k(p) ↪→ Mp が
できる。これらを合成して、Xp ↠ k(p) ↪→ Mp という射ができる。この射は明らかに pRp を書け
たら消え、しかもゼロでない。よって pRp ∈ AssRp

HomRp
(Xp,Mp)となる。また命題 4.9により、

p ∈ AssR HomR(X,M)が従う。 □

これを用いて、射集合がゼロかどうかの判別条件が得られる。あとで depthのときの雛形。

系 4.25. 可換ネーター環 RとX,M ∈ modRとM ∈ ModRについて次は同値:

(1) HomR(X,M) = 0.

(2) AssR HomR(X,M) = ∅.

(3) SuppX ∩AssR M = ∅.

(4) AnnR X がM 正則元を含む。

証明. (1) ⇔ (2) ⇔ (3)はすでにやったことから。
(3) ⇒ (4): AnnR X がM 正則元を含まないとする。すると AnnR X ⊂ R \ regM =

∪
AssM と

なる。いまM が有限生成より AssM は有限集合。よって prime avoidanceより、ある p ∈ AssM

が存在して AnnR X ⊂ pとなる。よって p ∈ V (AnnR X) = SuppX より、p ∈ SuppX ∩AssM と
なり矛盾。

(4) ⇒ (1): r ∈ AnnR X でM 正則な元を取る。任意に射 f : X →M をとると、

X M

X M

f

r r

f

という可換図式で、r ∈ AnnR X より左縦はゼロ射、r ∈ regM より右縦は単射。よって f = 0。 □

5. Assを求める方法（いわゆる準素分解）

準素イデアルとかがすごく苦手でイデアル論的によく分からなかったけど、「associated primeが
一つしか無い」て言い換えれば加群論ぽくなる。まとめてたら、locally nilpotent元のことばを使う
と見通し良くなることに気づいたのでまとめなおす。
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5.1. Coprimary加群と locally nilpotent元.

定義 5.1. Rを可換環、M ∈ ModRとその部分加群N ≤M を取る。このときN がM の primary

submodule であるとは、M/N が coprimaryである、つまりAssM/N がただ一つの元からなるとき
をいう。またこのとき、AssM/N = {p}のとき、N をM の p-primary submoduleと呼ぶ。

とくにRのイデアル I の primary性も、同じくR/I が coprimaryであること、つまりAssR R/I

が一元集合であることと定義する。
まず coprimary性の、元をつかった特徴づけ。便利な用語使いを定義する。

定義 5.2. Rを可換環、M を R加群とする。このとき r ∈ RがM に locally nilpotentに作用する、
M 上 locally nilpotentであるとは、任意の x ∈ M に対してある nが存在して xrn = 0なるときを
いう。

もちろんM が有限生成なら、locally nilpotent性は nilpotent性と同じである。またある意味、
M 正則元と対照的な状況である。実際、M 正則元は決して locally nilpotentにはならないことがす
ぐ分かる。また両者ともに AssM で記述できることを系 5.4で見る。
実は、M 上 locally nilpotentな元全体は簡単な記述を持つ。これは命題 1.7の一般化になって

いる。

命題 5.3. 可換環 R上の R加群M を考えると、r ∈ Rについて次が同値:

(1) rはM 上 locally nilpotentである。
(2) rはどの p ∈ SuppM にも含まれる。

とくに、M 上 locally nilpotentな元全体は
∩

SuppM に一致する。

証明. (1) ⇒ (2): p ∈ SuppM を任意にとるとMp ̸= 0である。いま rがM 上 locally nilpotentよ
り、明らかにMp 上でもそうである。しかしもし r ̸∈ pとすると、r は Rp で可逆元より、locally

nilpotent性からMp = 0となってしまい矛盾。よって r ∈ pである。
(2)⇒ (1): 0 ̸= x ∈Mを固定し、r ∈

√
AnnR(x)を示せばよい。しかし命題 1.7より

√
AnnR(x) =∩

V (AnnR(x))であった。いま、自然な単射R/AnnR(x) ↪→M があるので、SuppR R/AnnR(x) ⊂
SuppM であり、よって V (AnnR(x)) = SuppR R/AnnR(x) ⊂ SuppM となる。(2)のような rをと
ると、ゆえに任意の V (AnnR(x))の元に含まれる。よって r ∈

√
AnnR(x)である。 □

これを使って、M 正則元と、M 上の locally nilpotent元の対照的な記述ができる。

系 5.4. 可換ネーター環 R上の加群M ∈ ModRと r ∈ Rについて、次が成り立つ:

(1) rがM 正則であることと、rがどのM の associated primeにも属さないことは同値である。
(2) rがM 上 locally nilpotentであることと、rがM のどの associated primeにも属すること
は同値である。

つまり regM = R \
∪

AssM であり、M 上 locally nilpotentな元の集合は
∩

AssM である。

証明. (1) 命題 4.14である。
(2) rがM 上 locally nilpotentなことと、rが SuppM のどの元にも属することは同値であった。

一方、AssM ⊂ SuppM であり、これと補題 4.15を使うと、このことは rがどのM の associated

primeにも属することと同値。 □

この記述を使い、coprimary性を元で特徴づける。

命題 5.5. Rを可換ネーター環、0 ̸= M ∈ ModRを R加群とする（無限生成ゆるす）。次は同値。

(1) M は coprimaryである、つまり AssM は 1元集合.

(2) Rの元は、M 正則であるかM 上 locally nilpotentであるかのいずれかである。

またM が有限生成なら次も同値:

(3) Rの元はM 正則であるかM 上 nilpotentであるかのいずれかである。
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またこのとき、AssM の元 pは、M 上 locally nilpotent元の集合と一致する。さらにM が有限生
成なら、p =

√
AnnR M である。

証明. (1) ⇒ (2), (3): いま AssM が一元集合 {p}である。よって系 5.4を使うと、

R \ p = regM,

p = {M 上 locally nilpotent元 }

となるので明らかに (2)が成り立つ。M が有限生成なら、locally nilpotent元は nilpotent元なので
(3)が成り立つ。

(2) ⇒ (1): 系 5.4を用いると、(2)は∪
AssM ⊂

∩
AssM

と同値である。ここから AssM が一元集合なことが形式的にでる。
念の為ちゃんとみる。まずM ̸= 0より AssM は空でない。任意の 2元 p, q ∈ AssM を取ってく

ると、p ⊂
∪
AssM ⊂

∩
AssM ⊂ qより p ⊂ qである。よって対称性より p = qとなり、AssM は

一元集合である。 □

ここから次が分かる、むしろ次のことが普通は primary idealの定義として使うことが多い。

系 5.6. Rを可換ネーター環とする。このときイデアル I が primaryであることと、次は同値:

x, a ∈ Rについて、xa ∈ I であり x ̸∈ I ならば、ある nが存在して an ∈ I. またこのとき、
√
I は

素イデアルであり、I は
√
I-primaryである。

証明. これはつまり非R/I 正則元が必ずR/I 上に nilpotentで作用することの言い換えである。 □

また、一番良く使う m-primary性についてまとめておく。

命題 5.7. (R,m)をネーター局所環、I を Rの真のイデアルとしたとき、次は同値である。

(1) I は m-primaryである、つまり AssR/I = {m}.
(2) mは I を含む素イデアルの中で極小である、つまり m ∈ MinR/I.

(3) SuppR(R/I) = {m}.
(4) R/I は R加群として長さ有限である
(5) dimR/I = 0となる。
(6) ある nが存在し、mn ⊂ I となる。

証明. MaxR = {m}により、(1)(3)(4)(5)は命題 4.23により同値である。
(1) ⇒ (2): 一般に R加群M について、MinM は AssM の極小元と一致したので明らか。
(2) ⇒ (3): SuppR(R/I) = V (I)であったので、p ∈ V (I)とすると I ⊂ pであるが、I ⊂ p ⊂ m

が成り立つので極小性より p = mでなければならない。
以上より (1)-(5)は同値である。(6)については、coprimaryの特徴づけ命題 5.5を使ったらすぐ

できるし、使わなくても直接証明できる。それぞれ書いておく。
(5) ⇒ (6): いま dimR/I = 0よりR/I はアルティンなネーター局所環である（系 4.12より）。一

般にアルティン環の Jacobson根基は冪零より、ある nがあり、(m/I)n = 0であり (6)が従う。
(1) ⇒ (6): 加群 R/I が m-coprimaryである。命題 5.5により、mの元は R/I 上にべき零で作用

する。よって明らかに mn ⊂ I なる I が存在する。
(6) ⇒ (4): R/I は mn で消えるので、R/mn 上の有限生成加群と見れる。一方、mn ⊂ mn−1 ⊂

· · · ⊂ m ⊂ Rという列を考えれば、割ったところは有限生成 R/m加群より R加群として長さ有限。
つまり R/mn は長さ有限 R加群なので、R/I も R加群として長さ有限である。

(6) ⇒ (1): Rが局所環より、Rの元は可逆元であるか mの元であるかのいずれかである。もし
可逆元ならば明らかに R/I 正則である。もし mの元ならば、(6)より R/I 上にべき零で作用する。
よって命題 5.5により I は primaryであり、AssR/I = {m}が分かる。 □



可換環上の（非可換）代数上の加群のメモ（未完） 21

5.2. Meet-irreducible部分加群と primary部分加群. 準素分解のために、部分加群を他の部分加
群のmeetで表すことをする。

定義 5.8. Λを（非可換）環、M ∈ ModΛとする。このとき部分加群 N ≤ M が meet-irreducible

(meet-irred.)であるとは、次が成り立つときをいう:

N = N1 ∩N2 in L(MΛ)ならばN = N1 またはN = N2.

つまり 2つの部分加群の共通部分として真に表せないときをいう。
まずネーターの仮定のもと、任意の部分加群はmeet-irred部分加群のmeetでかける:

命題 5.9. Λを（非可換）環、M をネーター的な Λ加群とする。このとき、任意のM の部分加群
N に対して、あるmeet-irred. 部分加群N1 · · · , Nl ≤M が存在し、N = N1 ∩ · · · ∩Nl とかける。

証明. M の部分加群のうち、meet-irredの有限の meetで表せないもの全体を考える。もしこの集
合が空でないなら、M がネーターより極大元 N がとれる。N は meet-irredの meetで表せないの
で、とくに meet-irreducibleではない。つまりある N1, N2 という N より真に大きい部分加群で、
N = N1 ∩N2と表せる。しかし、極大性の仮定より、N1もN2も、meet-irredの有限のmeetで表
せる。よってN も表せることになり矛盾。 □

一般にネーター的な束だったら、全ての元は必ずmeet-irredの有限のmeetで表せることがこの
証明みたいにして分かる。

補題 5.10. Rを可換ネーター環、M ∈ ModRを取る。このとき真の部分加群 N < M について、
N がM のmeet-irred.部分加群ならば、N はM の primary 部分加群である。

証明. N < M が primaryでないとして、meet-irredでないことを示す。
仮定よりM/N ̸= 0であり、M/N が primaryでないので AssM/N は少なくとも 2元以上を含

む。よって相異なる 2元 p, q ∈ AssM/N をとると、M/N の部分加群に R/pと R/qがある。この
2つの共通部分はゼロである、なぜなら、R/pのゼロでない元の annihilatorは pなので、交わりが
ゼロでないなら、その元の annihilatorをとれば p = qとなってしまうので。
よって 0 = R/p1 ∩R/p2という LR(M/N)での図式ができるので、部分加群の対応定理によりこ

れを LR(M)にもってくれば、N = N1∩N2という分解ができる。よってN はM の中でmeet-irred.

でない。 □

以上のことから次が分かる:

定理 5.11. Rを可換ネーター環、M を有限生成 R加群とする。このとき、M の任意の真の部分加
群N をとると、あるM の primary 部分加群N1, · · · , Nl を用いて、

N = N1 ∩ · · · ∩Nl

と書ける。このような書き方のことをN の準素分解 (primary decomposition)という。

次に、無駄のない準素分解を定義し、それを使って AssM/N が求まることをみる。

定義 5.12. Rを可換ネーター環、M を R加群とし、その真の部分加群N の準素分解

N = N1 ∩ · · · ∩Nl

が与えられたとする。

(1) この準素分解が無駄がない (irredundant) とは、どのNi を除いてもN にはならないとき、
つまりどの iについてもN ̸=

∩
j ̸=i Nj となるときをいう。

(2) 無駄がない準素分解が最短 (shortest)であるとは、AssM/Niたちがそれぞれ違う primeか
らなるときをいう。

もし準素分解が与えられれば、取り除けるものを取り除くことで、明らかに無駄がないようにで
きる。また、次の補題から、さらに無駄がない準素分解は最短にすることができる。
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補題 5.13. Rを可換ネーター環、M を R加群、N1, N2 をM の p-primary部分加群とする。この
ときN1 ∩N2 もM の p-primary部分加群である。

証明. 仮定よりAssM/N1 = AssM/N2 = {p}である。また単射M/(N1∩N2) ↪→M/N1⊕M/N2が
あるので、AssM/(N1∩N2) ⊂ AssM/N1∪AssM/N2 = {p}である。よってAssM/(N1∩N2) = {p}
である。 □

これにより可換ネーター環上の任意の有限生成加群の真の部分加群は、無駄がない最短準素分解
を持つ。これについて次が分かる:

定理 5.14. Rを可換ネーター環、M を有限生成 R加群、N をM の真の部分加群、また

N = N1 ∩ · · · ∩Nl

をN のM での無駄がない準素分解とする。このとき次が成り立つ:

(1) AssM/Ni = {pi}と置くと、AssM/N = {p1, · · · , pl}となる（かぶりはありうる）。
(2) さらにこの分解が最短であり、しかも各 piがMin(M/N)に入る（M/N の isolated prime）
ならば、Niは一意的である、より明確に、局所化 φi : M →Mpi について、Ni = φ−1(Npi)

である。

証明. 正直いまは (2)は使わないし面倒なので省く。必要になったらやる。
(1) 単射M/N ↪→

⊕
i M/Ni があるので、AssM/N ⊂ {p1, · · · , pl}は明らかである。

逆に、pi をとると、pi ∈ AssM/N を示す。いま無駄がないことを使うと、

0 ̸=
( ∩
j ̸=i

Nj

)
/N ↪→M/Ni

というのができ、単射になることが確認できる。よって

∅ ̸= Ass
(∩

j

Nj

)
/N ⊂ AssM/Ni = {pi}

なので、
pi ∈ Ass

(∩
j

Nj

)
/N ⊂ AssM/N

が従う。 □

系 5.15. Rを可換ネーター環、I を Aの真のイデアルとすると、無駄がない準素分解

I = q1 ∩ · · · ∩ ql

が存在し、それを一つとれば、AssR/I = {√q1, · · · ,
√
ql}となる。

これにより、商環 R/I の associated primeがわかり、包含もみればminimal primeもわかる！

6. 局所化あたりの性質

socleが消えるかどうかは、極大イデアルでの局所化でチェックできる:

命題 6.1. 可換ネーター環 R上の加群M ∈ ModRについて、次は同値:

(1) socMR = 0.

(2) MaxR ∩AssM = ∅.

(3) 任意の m ∈ MaxRに対し、soc(Mm)Rm
= 0.

証明. (1) ⇔ (2): AssM の定義より明らか。
(2)⇒ (3): (3)でないとする。あるm ∈ MaxRに対して、Rm加群として socMm ̸= 0である。つ

まり mRm ∈ AssMm が SpecRm の元としてなりたつ。これを SpecRのなかで考えると、命題 4.9

より、m ∈ AssM がいえる。よって (2)に矛盾。
(3) ⇒ (2): より簡単。(2)でないなら、つまりある m ∈ MaxRと単射 R/m ↪→M がある。これ

を mで局所化すれば、単射 k(m) ↪→Mm が得られ、soc(Mm)Rm
= 0と矛盾。 □
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7. 可換ネーター局所環上のKrull次元有限性

この節では、ネーター局所環の Krull次元が有限なことを示すことを目標にする。それ以外の次
元論のことは後で使わないので、そのうち Appendixにでもまとめる。

7.1. 標高定理. まず（素）イデアルの高さを定義する。

定義 7.1. Rを可換環、p ∈ SpecRとする。
ht p := dimRpと書く。これは pに含まれるような素イデアルの chainの長さの最大値である（まだ
有限性を示していないことに注意）。
Rのイデアル I に対し、ht I := inf{ht p | p ∈ V (I)}とする。

注意 7.2. Rを可換ネーター環とすると、V (I) = SuppR R/I の元は必ずMinR/I の元を含むこと
を考えれば、

ht I = inf{ht p | p ∈ MinR/I}
がすぐに分かる。また (R,m)が可換局所環なら、定義より dimR = htmである。

いわゆるKrullの標高定理を目標にするわけだが、手順としては「素イデアルの symbolic power

を使い Krullの単項イデアル定理を出し、それを用いて帰納法で標高定理を証明する」というもの
を取る。ここらへんはいろんな証明がいっぱいあるらしい。

定義 7.3. Rを可換環、p ∈ SpecRをとる。このとき n ≥ 1について p(n) を、

p(n) := R ∩ (pRp)
n = {a ∈ R | a/1 ∈ (pRp)

n ⊂ Rp}

で定め、pの symbolic power と呼ぶ。つまりRを pで局所化して、その環の根基を n乗して、それ
を Rにまた引き戻したものである。

定理 7.4 (Krull の単項イデアル定理). R を可換ネーター環、x ∈ R を任意にとる。このとき、
p ∈ MinR/(x)を任意にとる（つまり xを含む primeのなかで極小なもの）と、ht p ≤ 1が成り立
つ。つまり「単項イデアル I について ht I ≤ 1である」。

証明. 明らかに、初めから pで局所化しておいて、次を示せば十分である：「(R,m)をネーター局所
環として、m ∈ MinR/(x)ならば、dimR ≤ 1である」
このためには、任意の q ∈ SpecR \ {m}に対して dimRq = 0を示したい。戦略的には、Rq の

極大イデアル qRqのべきの減少列がとまることを示せばゼロ次元が分かる。そのためRに引き戻し
て、Rにおける qの symbolic powerの減少列が減少列がとまることを見る、ということをする。

x ∈ qとしてしまうと q = mとなってしまうので、x ̸∈ qにまず注意。
いま (x)と mの間に素イデアルはいないので、R/(x)は 0次元、つまりアルティン環である。こ

のことから、
q(1) + (x) ⊃ q(2) + (x) ⊃ q(3) + (x) ⊃ · · ·

というイデアルの降鎖列はいつか止まる。つまりある iが存在し、q(i) + (x) = q(i+1) + (x)である。
(Claim): q(i) = q(i+1) + xq(i) が成り立つ。
なぜなら、右が左に含まれるのは明らか。左から元 aをとると、q(i) ⊂ q(i+1) + (x)なことより、

a = b+ xc with x ∈ q(i+1), c ∈ Rがとれる。このとき xc = a− b ∈ q(i)であるこれをRqへ送ると、
xc/1 ∈ (qRq)

i となるが、x ̸∈ qだったので xは Rq で可逆元。よって c/1 ∈ (qRq)
i となり、つまり

c ∈ q(i) である。よって (Claim)が示せた。
あとは楽です。x ∈ mに注意すると、中山の補題が使えるので、q(i) = q(i+1)が成り立つ。よって

Rqへ持っていって (qRq)
i = (qRq)

i+1が成り立つ。よってまた中山とかより (qRq)
i = 0となり Rq

は 0次元である。 □

これを使って Krullの標高定理を示す。

定理 7.5 (Krullの標高定理). Rをネーター環、I = (x1, · · · , xm)というイデアルを考え、p ∈ MinR/I

とする。このとき ht p ≤ mである。とくに ht I ≤ mである。
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証明. mについての帰納法を使う。m = 0なら明らか、m = 1の場合が単項イデアル定理である。
m > 1とし、m− 1以下でこの定理が成り立つとする。まず pで局所化することで、次を示せば

よい:

(Claim 0): (R,m)をネーター局所環、mを (x1, · · · , xm)上の極小素イデアルとすると、dimR ≤
mである。
以下 (Claim 0)の状況を仮定し、(Claim 0)を示すため予備的な Claimをいろいろ準備する。
(Claim 1): 任意に素イデアル q ̸= mが与えられると、qを含むある素イデアル p ̸= mが存在し、

p ⊊ mの間には何も素イデアルが存在しないようなものがとれる。
(Proof of Claim 1). qと mの間に素イデアルがないなら p := qとすればよい。ちがうなら、間

に何か q ⊊ q′ ⊊ mとなる。q′と mの間に素イデアルがないなら p := q′とすればよい。もしあるな
ら · · · と繰り返すと、Rがネーターなのでいつか止まる。

(Claim 2): p ∈ SpecR \ {m}を、p ⊊ mの間に素イデアルが存在しないようなものとする。この
とき次のような元 y1, y2, · · · , ym ∈ Rが取れる:「y1 ̸∈ pで y2, · · · , ym ∈ pであり、mは y1, · · · , ym
を含む素イデアルの中で極小」

(Proof of Claim 2). ここが一番めんどくさい。いま x1, · · · , xmが全て pに含まれていたなら、m

の極小性より p = mとなってしまう。よってどれかは pには含まれない。番号つけかえてそれを x1

としてよく、y1 := x1 と置く。
いま pとmの間に素イデアルがなく、y1 ̸∈ pなことより p ⊊ p+ (y1)である。よって p+ (y1)を

含む素イデアルは mだけなので、R/(p+ (y1))は 0次元。よってある nが存在し mn ⊂ p+ (y1)と
なる（命題 4.23とかを見よ）。
つまり i = 2, · · · ,mについて、xn

i = yi + y1ziとなるような yi ∈ pと zi ∈ Rが存在する。ここで
落ち着くと、任意の素イデアル qについて、もし qが y1, y2, · · · , ymを含むならば、x1, x

n
2 , · · · , xn

m

を含むので、x1, · · · , xmを含む、よって q = mとなってしまう。よって、mは y1, · · · , ymを含む素
イデアルの中で極小である。

(Claim 3): p ∈ SpecR \ {m}を、p ⊊ mの間に素イデアルが存在しないようなものとする。こ
のとき ht p ≤ m− 1となる。

(Proof of Claim 3). (Claim 2)のような y1, · · · , ym を取る。このとき R/(y2, · · · , ym)を考える
と、ここへのmの射影mは y1を含む素イデアルのなかで極小である。よって単項イデアル定理より
htm ≤ 1である。しかし (y2, · · · , ym) ⊂ p ⊊ mなことより、htm = 1である。つまりR/(y2, · · · , ym)

のなかで pは極小素イデアルである。よって pは (y2, · · · , ym)を含む素イデアルの中で極小である。
よって帰納法の仮定より ht p ≤ m− 1が成り立つ。

(Proof of Claim 0). もし SpecRに長さが lの chain p0 ⊊ · · · ⊊ pl−1 ⊊ pl = mがあったとして、
l ≤ mを示す。このとき (Claim 0)により、必要なら pl−1 と mの間にひとつ追加して、「pl−1 ⊊ m

の間に素イデアルがない」と仮定してよい。すると (Claim 3)が使えるので、ht pl−1 ≤ m− 1とな
る。よって l − 1 ≤ m− 1が従い、l ≤ mとなる。 □

系 7.6. (R,m)をネーター局所環とすると、dimRは mの生成元の個数で上から抑えられる。とく
に dimR <∞である。

証明. m = (x1, · · · , xm)というような元をとる（Rがネーターより mは有限生成 R加群であるの
で）。このとき明らかに mは (x1, · · · , xm)を含む中で極小素イデアルであるので、標高定理により
htm ≤ m、つまり dimR ≤ mである。 □

7.2. 標高定理の逆・次元の特徴づけ. 標高定理は、「m元生成イデアルの高さはm以下」だったが、
逆に「高さmのイデアルがあったら、その中から高さmになるようm元がとれる」的なことが成
り立つ:

命題 7.7 (標高定理の逆). Rをネーター環、I を Rの真のイデアルで ht I = mだとする。このと
き、ある x1, · · · , xm ∈ Iであって、ht(x1, · · · , xi) = iが全ての iで成り立つようなものが存在する。
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証明. 基本的に prime avoidance使って帰納的に取っていく。i ≥ 1として、x1, · · · , xi−1 という I

の元であって ht(x1, · · · , xi−1) = i − 1なる元が取れていたとする（i = 1では何も仮定しない）。
Ii−1 := (x1, · · · , xi−1)とする（i = 1では I0(0)とする）。
このとき、どの Ii−1上のminimal primeにも含まれないような元 xiが I の中に存在することを

示す。背理法。もし取れないとするならば、I の任意の元は必ず Ii−1のあるminimal primeに含ま
れる。つまり

I ⊂
∪

MinR/Ii−1

である。ここでRがネーター環なことからMinR/Ii−1は空でない有限集合。よって prime avoidance

が使えて、ある Ii−1 の minimal prime p が存在し、I は p に含まれる。しかし標高定理により
ht p ≤ i− 1であるので、これは ht I ≤ i− 1を導き、ht I = mに矛盾する。
以上より xi がとれる。このとき ht(x1, · · · , xi) = iとなっている。なぜなら、もし違うなら標高

定理により ht(x1, · · · , xi) ≤ i− 1であるはずなので、x1, · · · , xiを含む素イデアル pで ht p ≤ i− 1

なるものが取れる。しかし Ii−1 ⊂ pであることから、帰納法の仮定より ht p ≥ i − 1となり、よっ
て ht p = i− 1である。このことから pは Ii−1上のminimal primeでなければならないことがすぐ
分かる。しかし xi はどの Ii−1 のminimal primeも避けていたので、矛盾する。 □

これを用いて、環や加群の次元について次の同値性が分かる。

定理 7.8. (R,m)を可換ネーター局所環とすると、次の量は等しい:

(1) ある x1, · · · , xm ∈ mであって、R/(x1, · · · , xm)が長さ有限R加群（もしくは 0次元、つま
りアルティン環）となるようなmの最小値.

(2) d := dimR.

証明. まずd := dimRから出発する。つまりhtm = dであり、標高定理の逆により、あるx1, · · · , xd ∈
m であって、ht(x1, · · · , xd) = d なるものが存在する。すると、高さを考えれば、明らかに m は
(x1, · · · , xd)上のminimal primeでなければならない。よって R/(x1, · · · , xd)には素イデアルが m

の像しかなく、つまり 0次元である。よって (1)の量mについて、m ≤ dが成り立つ。
逆向きを示したい。R/(x1, · · · , xm)が長さ有限だったとすると、つまり mは (x1, · · · , xm)上の

minimal primeである。ここで標高定理より htm ≤ mとなるので、dimR = htm ≤ mつまり d ≤ m

である。 □

加群の場合を系として出しておく。

系 7.9. (R,m)を可換ネーター局所環、0 ̸= M を有限生成 R加群とすると、次の量は等しい:

(1) ある x1, · · · , xm ∈ mがあってM/M(x1, · · · , xm)が長さ有限 R加群となるようなmの最
小値m。

(2) d := dimR M .

また、d := dimM に対して、M/M(x1, · · · , xd)が長さ有限になるもの（が上よりとれる）を、M

の system of parameters (s.o.p)と呼ぶ。

証明. I := AnnR Mとすると、上の量は「x1, · · · , xm ∈ mがあってR/(I+(x1, · · · , xm))が長さ有限
となるmの最小値」であり、つまりR/Iについての先程の (1)と等しい。また (2)もdimM = dimR/I

であり、先程の (2)と等しい。よって先程の定理より従う。 □

個人的には、Krull次元は素イデアルの列とかいう抽象的なもので定義されておりよくわからな
いが、この定理によりM の次元は「M をどれだけの元で割ったら長さ有限（0次元）におちるか」
を測っているものだという解釈でき、こっちのほうがしっくりくる。
また、正則元で割ると次元がちょうど一つ落ちることを書いておく。

命題 7.10. (R,m)を可換ネーター局所環、0 ̸= M を有限生成加群とする。このとき任意の r ∈ m

について、
dimM − 1 ≤ dimM/Mr ≤ dimM
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が成り立つ。もし rがどのM のminimal primeも避けていれば dimM/Mr = dimM − 1となり、
とくに rがM 正則の場合この等号が成り立つ。

証明. dimM/Mr ≤ dimM は SuppM/Mr ⊂ SuppM なことから明らか。
dimM ≤ dimM/Mr+1について。いま t := dimM/Mrとおくと、系 7.9よりM/Mrの s.o.p.

がとれ、それを x1, · · · , xtとする。つまりこのときM/M(r, x1, · · · , xt)が長さ有限R加群であるの
で、また系 7.9により、dimM ≤ t+ 1が従う。
ここで rがM のどのminimal primeも避けているとする。t := dimM/Mrなことより (r)を含

む SuppM での列 p0 ⊊ · · · ⊊ pt(= m)が取れるが、r ∈ p0なことから p0はM のminimal primeで
はない。よって p ⊊ p0なる p ∈ SuppM がとれる。よって dimM ≥ t+ 1が従うが、すでに示した
不等号 dimM ≤ t+ 1と比べると dimM = t+ 1でなければならない。
最後の主張。もし r ∈ regM なら、regM = R \

∪
AssM ⊂ R \

∪
MinM よりおっけー。 □

一応局所を仮定しない場合も書いておく。

系 7.11. Rを可換ネーター環、M ∈ modRを dimM <∞な加群とする。このとき任意の r ∈ regM

について、dimM/Mr = dimM − 1が成り立つ。

8. 可換環に対する Serre条件とか周辺

定義 8.1. 可換ネーター環 Rが generically Gorenstein であるとは、任意の p ∈ MinRについて Rp

が Gorensteinであるときをいう。

9. Cohen-Macaulay環・加群

9.1. depthについて.

定義 9.1. 可換ネーター局所環 (R,m)と 0 ̸= M ∈ modRに対して、その depth を以下で定義:

depthR M := min{i | ExtiR(R/m,M) ̸= 0}

つまり ExtiR(R/m,M)がゼロにならないような最小の iと定める。M ̸= 0でない限りこの値が有限
であることは後で示す。

注意 9.2. 定義からすぐ、M ∈ modRについて depthR M ≥ 1⇔ socR M ̸= 0が分かる。

いわゆる正則列との関係について。

定義 9.3. 可換ネーター局所環 (R,m)上のM ∈ ModRについて、x1, x2, · · · , xr ∈ mがM 正則
列であるとは、

(1) Mi := M/M(x1, · · · , xi) ̸= 0が全ての iについて成り立つ。
(2) xi ∈ regMi−1 が成り立つ、つまり xi 倍写像はMi−1 上で単射である（もちろんM0 := M

とする）

を満たすときいう。

正則列は順番も考慮する。以下よく x = x1, · · · , xr を元の列、M を R加群としたときMx :=

M(x1, · · · , xr)とかく。まず必ず止まることをみる。

命題 9.4. Rを可換ネーター環とすると、0 ̸= M ∈ ModRについて任意のM 正則列は伸ばしていっ
て必ずそれ以上伸ばせないとこまでいける。

証明. x1, x2, x3, · · · と無限にM 正則列が取れたとする。このとき x1, x2, · · · で生成される Rのイ
デアルは、Rがネーターなので有限生成、つまりある iがあって xi ∈ (x1, x2, · · · , xi−1)となってし
まう。しかし明らかにこうなるとMi−1 上で xi 倍写像はゼロ写像で、Mi−1 ̸= 0より単射とならな
い。よって矛盾。 □

実は極大な正則列の長さがちょうど depthに等しいことを見ていく。まず depth 0の場合が実質、
系 4.25であり、そこから帰納的に出す。
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命題 9.5. 可換ネーター局所環 (R,m)と有限生成加群M ∈ modRについて次は同値。

(1) HomR(R/m,M) ̸= 0、つまり depthM = 0.

(2) socMR ̸= 0.

(3) mの中にM 正則元がない、つまり m ∩ regM = ∅、つまりM 正則列の長さはゼロ。

証明. socMR = HomR(R/m,M)より (1) ⇔ (2)は明らか。(1) ⇔ (3) は系 4.25より。 □

主張していた、depthの定義の同値性が分かる。後でネーター代数で同じ証明するので、そっち
を見てください（定理 17.13）。基本的に命題 9.5と、長完全列を使った帰納法で回るので、各自練
習問題としてもよい。

定理 9.6. 可換ネーター局所環 (R,m, k) と有限生成加群 M ∈ modR について、極大 M 正則列
x1, · · · , xr をとる。このとき

ExtiR(k,M) = HomR(k,M/M(x1, · · · , xi))

=

{
0 (i < r)

non-zero (i = r)

が全ての 0 ≤ i ≤ rで成り立つ。とくに、極大M 正則列の長さは全て一定であり、depthR M に等
しい。

証明. 定理 17.13より。 □

あとで injective resolutionをやると思うが、そこでの直感を書いておくと、「M の inj. resol.とっ
たとき、depth番目までの入射加群の底には mがおらず、ちょうど depth番目で mがでてくる！」
また定理 17.13と命題 17.10の特別な場合として、次が分かる:

命題 9.7. T → Rを可換環の射で、T も Rもネーター局所環であり、Rは T 加群として有限生成
なものとする。このとき任意のM ∈ modRについて、次が成り立つ:

(1) depthT M = depthR M .

(2) dimT M = dimR M .

よくやるのは、Rのネーター正規化をとって、正則局所な部分環 T をとり、そこ上で depthやら
次元やら CM性やらを判定する。

9.2. Bass数、Bassの補題. いわゆる Cohen-Macaulay性や、Bassによる Gorenstein環の特徴付
けなどをやる上で、次のBassの補題が非常に便利である。ネーター代数で同じ証明をやるが、ちょっ
と見にくくなるので、可換環の場合でも繰り返してやっておく。そのうち injective resolutionの構
造を見るときにも非常に便利である。

Bass の補題を述べたり、のちに inj resol や CM や Gorenstein での話を見るために、いわゆる
Bass数 (Bass number)を使ったほうが直感的でわかりやすいので、それを定義する。

定義 9.8. Rを可換ネーター環、p ∈ SpecRとしM ∈ ModRをとる。このとき、M の pについて
の i番目の Bass数 µi

R(p,M)を次で定める:

µi
R(p,M) := ℓRp

ExtiRp
(k(p),Mp) = ℓRp

ExtiR(R/p,M)p

ここで ℓは加群の長さをさす。k(p)は pRpで消えるので、上の Ext群は k(p)ベクトル空間であり、
ℓRp
は結局 k(p)ベクトル空間としての次元である。M が有限生成なときは各 Bass数は有限の自然

数である。無限も一応許す。また Rが明らかなときは µi(p,M)とも書く。

あとで見るように、µi(p,M)は「M の移入分解の i番目の項の底に pがいくつ住んでいるか」と
いう定義ができる。
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注意 9.9. (R,m)を可換ネーター局所環、M ∈ modRとすると、加群の depthは定義より、Bass数
を使ってこうかける:

depthR M := min{i |µi(m,M) ̸= 0}
つまり mで測った Bass数が消えていないような最小のとこである。

補題 9.10 (Bassの補題). Rを可換ネーター環、M ∈ modRとする。また p ⊊ qを、間に（包含
で）何も無いような SpecRの二元とする（つまり dimRp/qRp = 1）。また i ≥ 0とする。
この設定のもとで、次が成り立つ: もし µi(p,M) ̸= 0ならば、µi+1(q,M) ̸= 0である。

有用性がまだ分かりづらいので、Bassの補題から従うことを先に書く。

系 9.11. Rを可換ネーター局所環、M ∈ modRとする。このとき p ∈ AssM を任意にとると、

depthR M ≤ dimR/p

が成り立つ。とくに、depthR M ≤ dimM が成り立つ。

証明. p ∈ AssM をとると、何回かやったように HomR(R/p,M)p ̸= 0である（補題 4.13）、つまり
µ0(p,M) ̸= 0。いま dimR/p = dとすると、p = p0 ⊂ p1 ⊂ · · · ⊂ pd = mという saturated chainを
とる。すると Bassの補題 9.10より、µ1(p1,M) ̸= 0が従い、くり返し使えば µd(pd,M) ̸= 0、つま
り ExtdR(R/m,M) ̸= 0となり、depthの定義から depthR M ≤ dとなる（R/mからの Extが消えな
い最小番目が depthだったので）。 □

このように、加群の depthは必ず次元で上から抑えられる。よって明らかに depthR M ≤ dimM ≤
dimRである。
とりあえず Bassの補題を証明してしまおう。

Proof of Lemma 9.10. 仮定のように、Rを可換ネーター環、p ⊂ qを間に何もない primeの列、M

を有限生成 R加群とし、ExtiR(R/p,M)p ̸= 0と仮定する。このとき Exti+1
R (R/q,M)q ̸= 0を示す。

局所化して考える。もとの環Rを qで局所化してやる。するとRqというネーター局所環ができ、
Mq ∈ modRqで、qより下の素イデアルしか考えない状況になる。ちゃんと状況が保存されるか念の為
見ると、ExtiRq

(Rq/pRq,Mq)pRq
= ExtiR(R/p,M)q ̸= 0であり、示したいのは Exti+1

Rq
(k(q),Mq) =

Exti+1
R (R/q,M)q ̸= 0である。よって初めから次の状況を示せばよい:

(Claim): (R,m, k)を可換ネーター局所環、p ∈ SpecRで dimR/p = 1であり、M ∈ modRに
ついて、もし ExtiR(R/p,M)p ̸= 0なら、Exti+1

R (k,M) ̸= 0である。
このときまず p ̸= mより、x ∈ m \ pが取れるので、これを固定する。すると次のような modR

での短完全列ができる

0 R/p R/p R/(p+ xR) 0.x

初めの写像が単射なのは、pが素イデアルなことと x ̸∈ pからすぐ分かる。他の完全性も作り方から
明らかである（x倍写像のイメージで割っただけ）。これにいつもみたいに (−,M)考えて長完全列
伸ばして i付近をみると、

ExtiR(R/p,M) ExtiR(R/p,M) Exti+1
R (R/(p+ xR),M)x

勘のいいかたならもう証明できると思う。今 R/(p + xR) を考えると、p ⊂ p + xR ⊂ m という
イデアルの包含になっているが、dimR/p = 1つまり pと mの間には素イデアルがない！よって
SuppR R/(p+ xR) = V (p+ xR) = {m}である、よって命題 4.11によりR/(p+ xR)はR加群とし
て長さ有限である。
しかし長さ有限R加群は必ずkを有限回拡大して得られる。ここでもし（背理法で）Exti+1

R (k,M) =

0だったとすると、拡大で Extの vanishは変わらないので、Exti+1
R (R/(p + xR),M) = 0となる。

つまり
ExtiR(R/p,M)

x−→ ExtiR(R/p,M)→ 0
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が完全。よって、x ∈ mに注意すると、中山の補題により ExtiR(R/p,M) = 0となってしまう（こ
の加群は有限生成 R加群なことにも注意）。よって局所化してもちろん ExtiR(R/p,M)p = 0となっ
てしまい、矛盾である。
以上より Exti+1

R (k,M) ̸= 0でなければならない。 □

Bassの補題を使った次の不等式は非常に有用であり、あとで何回か使う。

命題 9.12. (R,m)をネーター局所環、M を有限生成R加群、p ∈ SuppM を取ると、次が成り立つ:

depthR M ≤ depthRp
Mp + dimR/p ≤ dimRp

Mp + dimR/p ≤ dimM

とくにM が CM加群ならば、上のすべての量は等しい。

証明. 一般に depthR M ≤ dimM が成り立つことを系 9.11で示しているので、最初の不等号のみ
示せればあとは明らかに従う。
まず記号を準備：

t = depthRp
Mp

d = dimR/p

このとき depthR M ≤ t+ dを示したいのであるが、depthの定義により µt+d
R (m,M) ̸= 0を示せば

よい。Bassの補題つかって登ってやる戦略を取る。
まず depthRp

Mp = tなことより、µt
Rp

(pRp,Mp) ̸= 0である。定義に戻れば分かるように、これ
は µt

R(p,M) ̸= 0とも同じである。以下 Bass数の基礎環はすべて Rでとる。
次に dimR/p = dなことより、p = p0 ⊊ p1 ⊊ · · · ⊊ pd = mという saturated chainが取れる（実

は、dimR/p = dより弱く、dはどんな pから mへの saturated chainの長さでもよい！）よって
Bassの補題を帰納的に使うと、µt+d(m,M) = µt+d(pd,M) ̸= 0が従い、主張が示された。 □

よって次の定義は自然である:

定義 9.13. Rを可換ネーター局所環、M ∈ modRとする。

(1) Rが局所環のとき、M が Cohen-Macaulay加群 (略して CM)であるとは、M = 0である
か、depthR M = dimM が成り立つときをいう。

(2) Mが極大Cohen-Macualay加群（略してMCM）であるとは、M = 0であるか、depthR M =

dimM = dimRが成り立つときをいう。これは depthR M = dimRとも同値である。
(3) MCMな R加群のなす圏を CMRと書く（極大に限っていることに注意）。
(4) RがCohen-Macaulay環とは、RがR加群とみてCMであるときをいう（つまりR ∈ CMR）。

9.3. localな場合のCM加群やCM環の性質. Bassの補題を使うと、CM加群は associated prime

について次のような良い性質を持つことがとりあえず分かる:

命題 9.14. Rをネーター局所環、M を有限生成 R加群とする。このときM が（極大と限らない）
CM加群ならば、AsshM = MinM = AssM が成り立つ。つまりAssM の元は全て isolated prime

であり（embedded primeがない）、さらにどの primeのところで割ってもちょうど次元が出てくる。

証明. 一般に AsshM ⊂ MinM ⊂ AssM であったので、任意の p ∈ AssM について dimR/p =

dimMであればよい。しかし系 9.11より全ての p ∈ AssMについて depthR M ≤ dimR/p ≤ dimM

が成り立ち、M の CM性より depthR M = dimM である。よって自動的に dimR/p = dimM が
成り立つ。 □

また CM性が局所化で保たれることを示す。これは他の本だと、正則列をつかってよく分からん
方法をしているが、Bassの補題（を使った命題 9.12）を使えばすぐだと思う。

定理 9.15. Rを可換ネーター局所環、M ∈ modRとし、p ∈ SpecRを任意にとる。次が成り立つ。

(1) M が CM加群ならば、Mp も CMな Rp 加群であり、Mp ̸= 0なら次が成り立つ:

dimR M = dimRp
Mp + dimR/p
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(2) M がMCM加群ならば、Mp もMCMな Rp 加群である。
(3) Rが CM（局所）環ならば、Rp も CM局所環であり、次の等式が成り立つ:

dimR = dimRp + dimR/p (= ht p+ dimR/p).

証明. (1) 命題 9.12により、M が CMなので次の等式が成り立つ:

depthR M = depthRp
Mp + dimR/p = dimRp

Mp + dimR/p = dimM

とくに depthRp
Mp = dimRp

Mp なのでMp は CMである。
(2) 命題 9.12の不等式を、後半をちょっと変えると

depthR M ≤ depthRp
Mp + dimR/p ≤ dimRp

Mp + dimR/p ≤ dimRp + dimR/p ≤ dimR

という不等式が成り立つ。よってM がMCMつまり depthM = dimRならば、これらの量は全て
等しくなり、とくに depthRp

= dimRp となりMp はMCMである。
(3)は (1)や (2)の系である。 □

また実用上使いやすいものとして、正則元で割って CM環をつくるというものがある。

命題 9.16. (R,m) を可換ネーター局所環とし、M を有限生成 R 加群とする。このとき次が成り
立つ。

(1) M 正則な mの元 xを取ると、

depthR/(x) M/Mx = depthR M/Mx = depthR M − 1

が成り立つ。
(2) M 正則なmの元 xについて、M が i次元 CM加群であることと、M/MxがR/(x)加群と
みて i− 1次元 CM 加群であることは同値（R加群とみても同じである）。

(3) M 正則かつ R正則な mの元 xについて、M がMCMな R加群であることと、M/Mxは
R/(x)加群とみてMCM加群であることは同値。

(4) R正則なmの元 xについて、Rが d次元 CM環であることとR/(x)が d− 1次元 CM環で
あることは同値。

証明. (1) depthの定義を「極大な正則列の長さ」と定義すれば、xから初めてM 正則列を伸ばして
極大にすることができ、その長さが depthR M であるので、それは明らかに depthR/(x) M/Mxよ
りちょうど一つだけ大きい。

(2)(3)(4) これは (1)と命題 7.10より、正則元で割ると次元も depthもちょうど 1つ落ちること
から明らか。 □

次にMCM加群のなす圏の簡単な性質を述べる。

命題 9.17. (R,m, k)を d次元可換ネーター局所環とする。このとき、modRでの任意の短完全列

0→ L→M → N → 0

について、次が成り立つ:

(1) L,N ∈ CMRならばM ∈ CMR、つまり CMRは modRの中で拡大で閉じている。
(2) M,N ∈ CMRならば L ∈ CMR、つまり CMRは modRの中で epikernelで閉じている。
(3) この完全列が分裂してるならば、M ∈ CMRなら L,N ∈ CMR、つまり CMRは直和因子
で閉じている。

とくに CMRは、modRから誘導される自然な完全圏構造を持つ。

証明. ともに ExtiR(k,−)で消えるかどうかを考えればすぐ分かる。
(1) 示したいのは Ext<d

R (k,M) = 0なことなので、長短完全列考えればすぐ分かる（一般にこう
いう消滅条件は拡大で閉じる）
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(2) こちらも同じやり方。同じく Ext<d
R (k, L) = 0を示したいが、i < dについて、i > 0では長

完全列
Exti−1

R (k,N)→ ExtiR(k, L)→ ExtiR(k,M)

があり、左と右がMCMより消えている。ので真ん中も消える。i = 0ではHomR(k, L) ↪→ HomR(k,M)

という単射があるのでオッケーである。
(3) Extの消滅は直和因子に遺伝するので明らか。 □

よって CMRは完全圏である。Rが CMなときは、より強く、resolvingになることが言える。

定義 9.18. Enough projなアーベル圏 Aの部分圏 E が resolving であるとは次をいう:

(1) E は拡大と直和因子と epi-kernelで閉じている。
(2) Aの任意の射影対象は E に含まれる

定義からすぐ次分かる。

命題 9.19. Enough projなアーベル圏 Aの部分圏 E が resolvingであるとき、E は完全圏とみて
enough proj.であり、E での射影対象は Aでのそれに一致する。また E はべき等完備である。

CM環では R ∈ CMRなので、CMRが resolvingになる:

命題 9.20. R を可換 CM局所環としたとき、CMR は modR の resolving部分圏である。とくに
CMRはべき等完備で enough proj.な完全圏であり、射影対象はちょうど有限生成射影 R加群であ
る（実はこれは有限生成自由加群とも同じ）

証明. R ∈ CMRなことと、CMRは有限直和や直和因子で閉じることから、すべての modRの射
影的対象は CMRに含まれる。あとは明らかである。 □

9.4. 加群に付随する不変量（極小生成系の個数と type）. ネーター局所環上の有限生成加群M に対
しては、µ(M)と r(M)という２つの量が定まり、これらは（CM圏の場合は）正準加群での双対の
もとで対応する双対概念である。前者はM の極小生成系の個数、後者は type と呼ばれる。Bass数
と記号がかぶっているが標準的な記法なので許してください。
有限次元多元環の直感でいうと、µ(M)は「topに何個 simpleがいるか＝射影被覆に何個の直既

約射影加群がいるか」で、r(M)は「socleに何個 simpleがいるか＝移入包絡に何個の直既約移入加
群がいるか」を測っている。このうち、µ(M)の方はそのままこれが定義にできるが、typeの方は
加群の depthが上がると定義を修正しなければならない。なぜなら、socleは simpleからのHomで
あるが、depthが 1以上ならそれはゼロになってしまうからである。

r(M)の定義の妥当性・有用性は、CM圏上の正準加群による自己双対によって保証されるので
しばらく待ってほしい。

定義 9.21. (R,m, k)を可換ネーター局所環とし、M ∈ modRについて t := depthR M と置く。こ
のとき次の自然数 µ(M), r(M)を定義する（ここで dimk は kベクトル空間としての次元である）。

(1) µ(M) := dimk M/Mm = dimk topM。この量は、M の射影被覆 Rn ↠ M をとったときの
nの値である（局所環は semiperfectなので射影被覆がある）、つまりM の生成系の最小の
値である。

(2) r(M) := dimk Ext
t
R(k,M) = µt(m,M)。この量をM の type と呼ぶ。つまりmについての

M の Bass数のうち、消えていない一番小さい次数での値である（depthの定義より）。

µ(M)は計算が簡単であるが（topを計算する、つまりM をMmで割れば良いので）、typeの方
はそのままの定義では Extの計算になってしまう、しかし次のように、M 正則列をとって depth 0

に落としたときの socleの次元で調べられる（これが typeの定義の妥当性の根拠の１つである）。

命題 9.22. (R,m, k)を可換ネーター局所環とし、0 ̸= M ∈ modRとする。このとき t := depthR M

とし、mの中のM 正則元 x1, · · · , xt をとると、

r(M) = dimk HomR(k,M/M(x1, · · · , xt)) = dimk socM/M(x1, · · · , xt)
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が成り立つ。とくに、任意のM 正則元 xについて、

rR(M) = rR/(x)(M/Mx)

が成り立つ。

証明. 定理 9.6の等号の言い換えである。後半は、xから始まる極大M 正則列を取ればよい。 □

9.5. globalなCM環の基本性質. CMは、まず localに定義して、次に globalには各極大イデアル
ごとに局所化して定義するのが普通である。

定義 9.23. Rを可換ネーター環、M ∈ modRとする。

(1) M が CM加群であるとは、任意の m ∈ MaxRについてMm が Rm 加群として CMのとき
をいう。つまり depthRm

Mm = dimRm
Mm である。

(2) M がMCM加群であるとは、任意のm ∈ MaxRについてMm ∈ CMRmとなるときをいう。
(3) MCMな R加群のなす圏を CMRとかく。
(4) Rが Cohen-Macaulay環であるとは、R ∈ CMRなときをいう。

注意 9.24. CM性が局所化で保たれるという定理 9.15により、上の「任意のm ∈ MaxRについて」
は全て「任意の p ∈ SpecRについて」と置き換えても同値である。あとでこっちも使うかもしれ
ない。

CM環が環論的によい性質を持つことを示す。

定義 9.25. 可換ネーター環Rが鎖状 (catenary) であるとは、任意の素イデアルの包含 p ⊂ qに対し
て、pと qを結ぶ素イデアルの saturated chain p ⊊ p1 ⊊ · · · ⊊ pl = qの長さ lが等しいときをいう。

注意 9.26. ネーター環を考えているので、標高定理により、p と q を結ぶ chain の長さには上限
htR/q p/qがある。よって任意の chainは必ず有限な saturated chainへと細分できるが、その saturated

chainはもしかしたらこの上限より長さが短いかもしれない。それが起こらないことを保証している
のが catenaryである。

まず鎖状性を導く次の等式がある:

補題 9.27. 可換ネーター環 Rについて、任意の素イデアルの包含 p ⊊ qに対し

ht q = ht p+ htR/q p/q

が成り立つならば、Rは鎖状である。

証明. 任意に p = p0 ⊊ · · · ⊊ pl = qという saturated chainをとったとき、l = htR/q p/qを示せば
十分である。しかし saturatedの条件より明らかに htR/pi−1

pi/pi−1 = 1であるので各 pi−1 ⊂ pi に
仮定を使ってやれば、帰納的に ht q = ht p+ lが従うのでよい。 □

定理 9.28. Cohen-Macaulay環は鎖状である。

証明. 任意の素イデアルの包含 p ⊊ qを取る。Rq は CM環の定理 9.15により CM局所環であり、

dimRq = dimRp + dimRq/pRq

が成り立つ、つまり
ht q = ht p+ dimRq/pRq

である。 □

また、次の補題はよく用いる（Depth lemma と呼ぶ）。

補題 9.29. Rを d次元可換ネーター環とする。このとき modRでの次の完全列

0→Md → Xd−1 → · · · → X0 →M → 0

が当たられたとき、各Xi がMCMであるならば、Md は必ずMCMである。
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証明. 任意の m ∈ MaxRを取って局所化すれば、次を示せばよいことがすぐ分かる:

(R,m, k)を d次元可換ネーター局所環とすると、任意の modRでの短完全列

0→ X → Y → Z → 0

について、Y がMCMならば、depthX = min{d, depthZ + 1}である。
実際、i = depthZ とする。このとき Ext<i

R (k, Z) = 0が depthZ = iより成り立ち、また i ≤ d

よりもちろん Ext<i
R (k, Y ) = 0 も depthY = d より成り立つ。なので長完全列を伸ばせばすぐ

Ext<i
R (k,X) = 0が従う。なので depthX ≥ iである。
まず i = dのときは、depthX ≤ dimR = dなので depthX = dが従う。次に i < dのときは、

ExtiR(k, Y )→ ExtiR(k, Z)→ Exti+1
R (k,X)

という長完全列があるが、i < d = depthY より最初の項はゼロ。一方、depthZ = iなので真ん
中の項はゼロでない。よって Exti+1

R (k,X) ̸= 0でなければならない。よって depthX = i+ 1であ
る。 □

命題 9.30. Rを可換 1次元Cohen-Macaulay環とする。このとき、M ∈ modRについて、次は同値:

(1) M ∈ CMR.

(2) socMR = 0.

(3) M は torsion-free.

証明. (1) ⇒ (2): socM ̸= 0とする。このときある m ∈ MaxRに対して R/m ↪→ M という単射
がある。局所化して k(m) ↪→ Mm という modRm での射を得る。ここで Rが CMより Rm も CM

環。 □

10. 移入加群の構造について

いわゆるMatlisの理論周辺をやります。非可換でいくとこは非可換でやる。

10.1. uniform加群と直既約移入加群.

定義 10.1. Λを非可換環、0 ̸= M ∈ ModΛをとる。これが uniform加群であるとは、M の任意の
2つの non-zero 部分加群について、その共通部分も必ず non-zeroなときをいう。

有限次元多元環の人にとっては、これはつまり simple socleを持つことと同じである。また essential

submoduleを知っている人は、「すべての non-zero部分加群が essentialであるような加群」である。
というか essentialをすぐ使うのでやる。

補題 10.2. 環 Λ上の加群M ∈ ModΛについて次が成り立つ。

(1) M が単純ならば uniformである。
(2) M が uniformならば直既約である。
(3) M が uniformならば、任意の non-zero部分加群も uniformである。
(4) M が uniformなことと、M は任意の non-zero部分加群の本質拡大であること（つまり任
意の non-zero部分加群が本質部分加群であること）は同値である。

(5) M が uniform加群N の本質拡大ならばM も uniformである。

つまり uniform加群は、部分加群をとる操作や本質拡大を取る操作で閉じている。

証明. (1),(2),(3)は明らかである。(4)も本質拡大の定義より明らかである。
(5)だけ示す。0 ̸= L1, L2 ≤M をとると、N がM の中で本質的なことからN ∩ L1, N ∩ L2 ̸= 0

である。また N が uniformなことから、(N ∩ L1) ∩ (N ∩ L2) ̸= 0である。よって L1 ∩ L2 ̸= 0で
ある。 □

また次も定義からすぐ分かる:

命題 10.3. 環 Λ上の加群M ∈ ModΛについて次は同値である:
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(1) M は uniform.

(2) M は任意の non-zero部分加群の本質拡大。
(3) M はある uniform加群の本質拡大。
(4) ある Λの右イデアル I で Λ/I が uniformなものがあり、M は Λ/I の本質拡大。

証明. (4) 結局M が uniformなら、M の中のゼロでない元を適当に選んで、それで生成される部分
加群を考えれば、それは Λ/J と同型なのでよい。 □

注意 10.4. 加群が uniformかどうかは部分加群のなす束だけで決まるので、一般のアーベル圏上でも
uniform objectの概念は定義できる。一般のアーベル圏上で上の定理の (4)以外は成り立つ（はず）。

一般の環では、「射影加群よりも移入加群のほうがよく振る舞う」ことが多く、次のようなことが
言える（projectiveだとぜんぜん嘘）（移入包絡の存在とか、以下でやる直既約性など）。「移入包絡」
とは単に移入加群への本質拡大だったことを思い出してほしい。

定理 10.5. Λを任意の環、E ̸= 0を移入的な Λ加群とすると次は同値:

(1) E は uniform。
(2) EndΛ(E)が局所環。
(3) EΛ は直既約。
(4) 任意の部分加群 0 ̸= N ≤ Lに対して LはN の移入包絡。
(5) E はある uniform加群M の移入包絡。
(6) ある Λの右イデアル J で Λ/J が uniform加群であるようなものがあり、M は Λ/J の移入
包絡。

証明. すぐ上の命題より、(1)(4)(5)(6)は同値である。
(1) ⇒ (2) これは移入性を使う（逆に、dualの議論もなりたつので、双対的な命題が射影加群に

ついてもなりたつ）。
局所環の特徴づけの一つである次を示す:

(Claim): f, g ∈ EndΛ(E)がともに非同型ならば f + gも非同型である.

まず E が直既約（uniformより）で移入的なことに注意すると、「f ∈ EndΛ(E)について、f が
非同型なことと、f が単射でないことは同値」である。これには非同型ならば単射でないことを示
せばよいが、単射だったとしたら、E が移入的より f は分裂してしまい、E が直既約なことより f

は同型になってしまう。
よって、f と gは単射ではない、つまり Ker f,Ker g ̸= 0である。uniform性を使えば、Ker f ∩

Ker g ̸= 0となるので、ここから f+gも単射でないことが従う、実際Ker(f+g) ⊃ Ker f ∩Ker g ̸= 0

なので。
(2) ⇒ (3): 一般に加群について「End環が局所環ならば直既約」が言える。
(3) ⇒ (4): あれ、と思う方がいるかも知れない、直接 uniform性を示すのではなく、移入包絡に

なることを示す。ここの部分の証明は、「任意の加群が移入包絡を持つ」ことを用いるので、双対的
な議論は成り立たない！ここが移入性がきくところである（しかし後で書くように、移入包絡の存
在が分かっているアーベル圏ならこの同値が回る）
実際、アーベル群として Zは直既約射影対象だが、uniform性の双対は満たさず、また End環も

localでない！
証明に戻る。0 ̸= M ≤ E という部分加群をとる。このとき「M は移入包絡を持つ」ので、それ

を E(M)とすると次の図式ができる:

0 M E(M)

0 M E

ι

ここで移入包絡性より、ιは単射になるが、E(M)が移入的より ιは sectionになる。しかし E が直
既約だったことから、ιは同型でなければならない。よって実は E はM の移入包絡になっている！
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こういうちょっとずるい議論をする。 □

注意 10.6. 上で述べたように、「uniform性」の双対として、「任意の真の部分加群の和もまた真の
部分加群になる」という条件で uniform性の双対概念が定義できる（有限次元多元環ではつまり top

が simpleなものである）。これについても上の命題が、射影加群について成り立つのではと予想さ
れるが、なりたたない！その原因は、加群は必ず射影被覆を持つとは限らないからであり、その対
称性の破れは、加群圏が Grothendieck圏なことから来ている。

10.2. 可換の場合の、直既約移入加群の構造. 定理 10.5 により、直既約移入加群を分類するには、
Λ/J が uniformとなるような右イデアルを探せば良い。可換の場合にこれを考え、実は可換ネーター
環では直既約移入加群と素イデアルが一対一対応するという基本的な結果をめざす。
実は、Λ/J が uniformという条件は、すでに出てきていて、J が Λのmeet-irred.な部分加群で

あることと明らかに同値である（定義 5.8）。ここらへんを整理すると次のようになる。

命題 10.7. Rを可換ネーター環とし、I を Rの真のイデアルとする。次の条件を考える:

(1) I は素イデアル。
(2) I は Rのmeet-irred.なイデアル、つまり R/I が uniformな R加群。
(3) I は primary イデアル、つまり AssR/I が一元集合。

このとき (1) ⇒ (2) ⇒ (3)が成り立つ。

証明. (1) ⇒ (2): I = pとし、p ⊊ I1, I2 なるイデアルに対して p ⊊ I1 ∩ I2 を示せばよい。実際、
xi ∈ Ii \ pを取れば、pが素イデアルより x1x2 ̸∈ pだが、明らかに x1x2 ∈ I1 ∩ I2なので p ⊊ I1 ∩ I2
である。

(2) ⇒ (3): 補題 5.10である。 □

補題 5.10では、より強く「uniform加群は coprimaryである」が示せていたことに注意されたい。
以上から次のことが分かる:

定理 10.8. Rを可換ネーター環とすると、次の全単射がある:

{直既約移入的 R加群の同型類 } SpecR

E AssR E の（uniqueな）元

E(R/p) p

1:1

ここで E(R/p)とは R加群 R/pの移入包絡である。

証明. (well-defined): まず直既約移入加群 E をとると、定理 10.5により E は uniformであるの
で、補題 5.10により E は coprimary、つまり AssR E は一元集合。なので左から右の写像が定義で
きる。
逆に右から pを取ると、R/pは命題 10.7により uniformであり、よって定理 10.5によりE(R/p)

は直既約移入加群である。
(左から取ってもとに戻るか): 直既約移入加群 E を取り、その associated prime pをとる。する

と R/pは E の部分加群になっているが、定理 10.5により、E は自動的に R/pの移入包絡 E(R/p)

に一致している。
(右から取ってもとに戻るか): p ∈ SpecRをとる。このときR/pはE(R/p)の部分加群である。し

かし {p} = AssR/p ⊂ AssE(R/p)なこととAssE(R/p)が一元集合なことより、AssE(R/p) = {p}
である。 □

10.3. 非可換ネーター環上の移入加群の構造. 実はネーター環上では、移入加群は直既約移入加群の
（無限）直和で書けるという構造定理が成り立つ。これも射影加群では一般には無理（なはず）で、
移入加群の性質の良さを示している。
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まず、ネーター環では移入加群の無限直和も移入加群である。一般に移入加群は直積で保たれる
が、直和で保たれるとは限らなかったことに注意されたい。実は「移入加群が無限直和で閉じる」が
右ネーター性を逆に特徴づけたりするらしい。
後で使いやすいように、より一般的な形でまず移入次元の判定を述べる。実はネーター代数では

より便利な判定法がある。

命題 10.9. Λを任意の環、M ∈ ModΛを取る。このとき次は同値である:

(1) idMΛ ≤ nである、つまりM の移入次元が n以下である。
(2) 任意のX ∈ ModΛについて Ext>n

Λ (X,M) = 0である。
(3) 任意のX ∈ ModΛについて Extn+1

Λ (X,M) = 0である。
(4) 任意の有限生成 Λ加群X について Extn+1

Λ (X,M) = 0である。
(5) 任意の Λの右イデアル Aについて Extn+1

Λ (Λ/A,M) = 0である。

証明. (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (5): 明らか。
(5) ⇒ (1): 基本的に Baerの判定法に帰着させる。M の移入分解の n− 1項目まで考えて、

0→M → E0(M)→ E1(M)→ · · · → En−1(M)→ X → 0

という完全列で、各 Ei(M)が移入的であるようなものをとる（極小であってもいいしなくてもい
い）。このときX が移入的なことを示せばよい。n = 0のときはX = M としている。
任意の Λの右イデアル Aをとる。このとき Baerの判定法より、包含 A ↪→ Λから誘導される

写像 HomΛ(Λ, X) → HomΛ(A,X)が全射であればいいが、Extの完全列考えると、このためには
Ext1Λ(Λ/A,X) = 0であればよい。
先の移入分解に Extの長完全列を適応して、帰納的にすぐ Ext1Λ(Λ/A,X) = 0が出る。よって上

に述べた Baerの判定法よりX は移入的である。 □

移入性については基本的に Baerの判定法から進歩していないが、ネーター性の仮定では右イデ
アルが有限生成であることを用いて、次が示せる。（ネーター性の特徴づけはそんなテクニカルじゃ
なかったので、やったことなかったがついでにやる。でも面倒なことには変わりないので、読むと
きは飛ばしていいです。）

命題 10.10. Λを環としたとき次は同値である。

(1) Λは右ネーター環である。
(2) 任意の移入的右 Λ加群の族 Ei ∈ ModΛ (i ∈ I)に対して、

⊕
i∈I Ei も移入的である。

証明. (1) ⇒ (2) Baerの判定法により、Λの任意の右イデアルM に対して、包含M ↪→ Λが誘導す
る下の上の写像が全射ならよい。

HomΛ(Λ,
⊕

i Ei) HomΛ(M,
⊕

i Ei)

⊕
i HomΛ(Λ, Ei)

⊕
i HomΛ(M,Ei)

≃ ≃

ここで Λが右ネーターより、M（と Λ）は有限生成なので、縦の自然な写像は同型である。下の直
和の各成分は Ei の移入性より全射であるので、その直和として下の射は全射。よって従う。

(2) ⇒ (1): Λの右イデアルの上昇列M1 ≤ M1 ≤ Mn ≤ · · · を取り、M :=
∪

Mi とする。この
M はまた右イデアルことがすぐに分かる。
ここで、E(Λ/Mi)を Λ/Miの移入包絡とする。(2)の仮定より

⊕
i E(Λ/Mi)は移入的である。こ

こで次の図式を考える:

0 M Λ

⊕
i E(Λ/Mi)

φ
φ
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この φをどう作るかか鍵である。自然な写像M ↪→ Λ →
∏

i(Λ/Mi)を考える。この像で各 x ∈ M

を取ると、x ∈Miなる iが定義より存在するので、その i以上では xは上の写像でゼロに飛ぶ。つ
まりこの写像M →

∏
i(Λ/Mi)の像は

⊕
i(Λ/Mi)に入っている！

あとはこのM →
⊕

i(Λ/Mi)に包含
⊕

i(Λ/Mi) ↪→
⊕

i E(Λ/Mi)を合成したものを φとする。以
下Λ/MiをE(Λ/Mi)の部分集合とみなしておく。するとつまり φ(x)の i成分は単に x+Miである。
このように φを定義すると、

⊕
i E(Λ/Mi)の移入性より上を可換にする φが存在する。しかし Λ

は有限生成であることから、（1の行き先とか考えれば）ある j が存在し、φの像は j 以上のところ
ではゼロである。よって φの像もある j 以上ではゼロとなる。
つまり、この j に対して、任意の x ∈M の φでの像 φ(x)の j 以上の成分はゼロ、とくに j 成分

だけに注目すれば x+Mj = Mj、つまり x ∈Mj が従っている。落ち着けばこれは、M = Mj を意
味し、よって最初にとった上昇列は止まっている。よって Λは右ネーターである。 □

よってネーター環では移入加群が無限直和で保たれるのであるが、そのある意味逆として、任意
の移入加群が直既約移入加群の（無限）直和となることを示す。（実はこれが成り立てばネーター性
も従うらしい…）
準備としてネーター加群の場合を先に示す。

補題 10.11. Λを環、M をネーター的右 Λ加群とする。このとき、M の移入包絡 E(M)は直既約
移入加群の有限直和と同型である。

証明. かけないとしてネーター性と違反させる（ネーター加群がかならず直既約分解をもつことの
証明と全く同じ！）まず最初に、E(M)におけるM の本質性より、「E(M)のゼロでない部分加群
は必ずM との共通部分がゼロでない」ことを思い出す。

E(M)自身が直既約であれば終わり。もし違うなら、非自明な直和分解 E(M) = E1 ⊕E′が取れ
る。もし両方が直既約ならそこで終わり。E′が直既約でないとしてよい。よってE′ = E2⊕E′′と直
和分解され、つまり E(M) = E1 ⊕E2 ⊕E′′である。もし E2と E′′がともに直既約なら終わり · · ·
この操作を繰り返すと、ゼロでないM の直和因子E1, E2, · · · ができる。しかし各Mi := M ∩Ei

はゼロでなく、明らかに各Mi たちは直和になっている。よってM の部分加群の真の無限上昇列
M1 < M1 ⊕M2 < M1 ⊕M2 ⊕M3 < · · · ができ、M のネーター性に矛盾する。 □

単にM が有限生成という仮定だけでは上の証明は回らないことに注意されたい。

命題 10.12. Λを右ネーター環、E を移入的右 Λ加群とすると、

E =
⊕
i∈I

Ei

という直和分解であり、各 Ei が直既約移入加群であるものが存在する。

証明. Zornと補題を使えばすぐ。
まずそもそもEが直既約な直和因子を持つことを示す。Eはもちろん有限生成な部分加群M ̸= 0

をもつ（たとえば x ̸= 0を適当に Eから選んでM := xΛとでもすればよい）。その移入包絡 E(M)

を考えると、
0 M E(M)

E

となり、M ↪→ E(M)が本質拡大なことから点線は単射、E(M)が移入的より点線は分裂単射。よって
E(M)が直既約な直和因子を含めばよい（もし考えているのが可換ネーター環なら、M の associated

prime をとればここで証明がおわる）。しかし Λ が右ネーターなことから M もネーター的より、
E(M)は直既約移入加群の直和より大丈夫。
以上より「E の直既約な直和因子（E の部分加群として固定してみなす）全体」を Ei (i ∈ I)と

すると、「I の部分集合のうち、対応する Eiたちが直和になるようなもの全体」という集合X を考
える。まず I は上のことから空でないので、一つのみからなるものを考えればX は空でない。また、
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I の部分集合としての包含を考えてX に順序を入れると posetになり、明らかに Zornの補題の適応
条件を満たす。よって Zornの補題よりX に極大元 I が存在する。
このとき E′ :=

⊕
i∈I Ei という E の部分加群があるが、Λが右ネーターよりこれは移入加群で

ある。よって包含を考えれば明らかに、E′ は E の直和因子となっている。つまり E = E′ ⊕E′′ と
なる。
しかしもし E′′ ̸= 0とすると、最初の議論より E′′ は直既約な直和因子を持つ。よってそれを I

に付け加えてやれば明らかに極大性に矛盾する。よって E′′ = 0でなければならない。 □

11. Bass数の、極小移入分解での解釈

可換ネーター環上の移入加群は、すでにやったことから次のような構造をしている:

系 11.1. Rを可換ネーター環とすると、E ∈ ModRが移入加群であることと、

E ∼=
⊕

p∈SpecR

E(R/p)⊕np

という同型がある（np は 0以上の自然数）ことは同値である。

証明. 定理 10.8と命題 10.12より。 □

つまり移入加群を指定するには、各素イデアルについて E(R/p)が何個直和しているかという情
報を決めればよい。これが実は加群の Bass数と関係している（というかそっちを Bass数の定義に
したりもする）ことをみていく。
念の為に極小移入分解を定義しておく。

定義 11.2. Λを非可換環、M を Λ加群とすると、

0→M → E0(M)→ E1(M)→ E2(M)→ · · ·

がM の極小移入分解であるとは、E0(M)がM の移入包絡であり、その包含M → E0(M)の余核
の移入包絡が E1(M)であり、、、というものをいう。これらの Ei(M)はM のみから同型を除いて
一意的に定まる（極小移入分解の一意性）より、以下単に Ei(M)と書いたら、M の極小移入分解
の i番目の移入加群を指すこととする。また E(M) := E0(M)とよく書く。

重要なのは、非可換環上の任意の加群は、必ず移入包絡を持つことであり、これは総対概念であ
る射影被覆がそうと限らないことと対照的である。よってどんな環上の加群M に対しても、一意的
に Ei(M)という移入加群の系列が定まる。
本節の目標を先に書いておく:

定理 11.3. Rを可換ネーター環、M を有限生成 R加群とする。このとき、

Ei(M) =
⊕

p∈SpecR

E(R/p)⊕µi(p,M)

が成り立つ、ここで µi(p,M)はM の pでの Bass数（定義 9.8）

µi(p,M) = ℓRp
ExtiR(R/p,M)p

であり、とくに 0以上の自然数である。

つまり、何度もほのめかしてきたとおり、Bass数を決定することと、加群の極小移入分解の表示
を求めることは同等である！
これの証明は各素イデアルで局所化するが、そのために極小移入分解の局所化もまた極小移入分

解であることなどを示していく。
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11.1. 極小移入分解の局所化. ネーター代数の一般性でやるので証明はそちらを参照してもらうが、
一応ステートメントだけ可換環でやる。

命題 11.4. Rを可換ネーター環とし、S をその積閉集合とすると次が成り立つ:

(1) 任意の R加群 E に対して、E が移入的 R加群ならば、ES は移入的 RS 加群である。
(2) より一般に、任意の R加群 E に対して次の等式が成り立つ:

idR E = sup{idRm
Em |m ∈ MaxR}

= sup{idRp
Ep | p ∈ SpecR}

(3) ModRでの本質拡大M ↪→ E を局所化したMS ↪→ ES もModRS での本質拡大である。
(4) ModRでの移入包絡M ↪→ E(M)を局所化したMS ↪→ E(M)S はModRS での移入包絡で
ある。

(5) ModRでの極小移入分解

0→M → E0(M)→ E1(M)→ · · ·

が与えられると、その局所化

0→MS → E0(M)S → E1(M)S → · · ·

はModRS での極小移入分解である。

証明. 命題 19.1より。 □

また、次のように R/mからの Extは移入分解への Homで計算できる。

命題 11.5. Rを可換環、M を R加群とし、M の極小移入分解

0→M → E0 → E1 → E2 → · · ·

を取る（常に取れる）。このとき任意の m ∈ MaxRと i ≥ 0に対して、

ExtiR(R/m,M) ∼= HomR(R/m, Ei)

という同型が存在する。

証明. 命題 19.2より。 □

また E(R/p)という加群の局所化について次を見ておく:

補題 11.6. Rを可換ネーター環、p ∈ SpecRとすると、

SuppR E(R/p) = V (p) = {q | p ⊂ q}

が成り立ち、更に q ∈ V (p)に対して同型

E(R/p)q ∼= ERq
(Rq/pRq)

が成り立つ、ここで右辺は Rq 加群としての移入包絡である。

証明. 前半は、定理 10.8より E(R/p)は p-coprimaryであり、系 4.19より従う。
後半は、移入包絡

0→ R/p→ E(R/p)

を局所化しても移入包絡であること（命題 11.4）より従う。 □

以上のもとで Bass数の特徴付けができるはずである。また次のことはMatlis双対でも使うので
書いておく。
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補題 11.7. (R,m, k)を可換ネーター局所環とすると、p ∈ SpecRについて、

HomR(k,E(R/p)) = socR E(R/p) =

{
k (p = m)

0 (p ̸= m)

が成り立つ。

証明. AssE(R/p) = {p}なこと（定理 10.8）より、p ̸= mなときに socE(R/p) = 0が成り立つ。
よって socE(k) = k を示せばよい。k は E(k)の部分加群とみなしていて、また任意の E(k)の

単純部分加群は、本質拡大性よりこの kと交わる、よってこの kに一致しなければならない。ゆえ
に socE(k) = kが従う。 □

基本的に、局所環の極大イデアルの場合に帰着させるので、その場合を始めに証明する:

補題 11.8. (R,m, k)を可換ネーター局所環、M を R加群とする。このとき Ei(M)の中での E(k)

の重複度は µi(m,M)に等しい。

証明. まず Bass数を計算すると（ここで dimは kベクトル空間としての次元）、

µi(m,M) = dimk Ext
i
R(k,M)

= dimk HomR(k,E
i)

= dimk socR Ei

ここで二番目の等号に命題 11.5を使った。
一方

Ei :=
⊕

p∈SpecR

E(R/p)⊕ni
p

と定めると、

socR Ei = socR
⊕

p∈SpecR

E(R/q)⊕ni
p

=
⊕

p∈SpecR

socR E(R/p)⊕ni
p

であるが、補題 11.7を使えば、まとめて

µi(m,M) = dimk socR E(R/m)⊕ni
m

= dimk k
⊕ni

m

= ni
m

が成り立つ。 □

Proof of 定理 11.3. Rを可換ネーター環、M を R加群とし、M の極小移入分解の i番目を

Ei :=
⊕

q∈SpecR

E(R/q)⊕ni
q

とおく。iと p ∈ SpecRを固定し、ni
p = µi(p,M)であることを示す。

まず命題 11.4により、Ei
p は Rp 加群としてのMp の極小移入分解の i項目である。一方、

Ei
p =

⊕
q∈V (p)

E(Rp/qRp)
⊕ni

q

が補題 11.6より従う。
ここでネーター局所環 (Rp, pRp)上の加群Mp に補題 11.8を使えば、

µi
Rp

(pRp,Mp) = ni
p

だが、µRp
(pRp,Mp)

i = µi
R(p,M)が定義より成り立つ。よって証明終わり。 □
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また Bass数が消えているかどうかを気にすることは、次のように、極小移入分解の associated

primeを考えるのと同じである。これは補題 4.13の「高次元化」であることに注意。

命題 11.9. Rを可換ネーター環、M を有限生成 R加群、

0→M → E0(M)→ E1(M)→ · · ·

を極小移入分解とする。このとき p ∈ SpecRと i ≥ 0について次は同値:

(1) µi(p,M) ̸= 0である。
(2) p ∈ AssEi(M)である。

証明. もちろん定理 11.3からも出せるが、直接証明するほうが楽で手っ取り早い。
p ∈ SpecRを固定する。与えられた極小移入分解を pで局所化すると Rp 加群としてのMp の極

小移入分解が得られる（命題 11.4）ことを思い出そう。次の同値で主張が従う。

µi(p,M) ̸= 0 ExtiRp
(k(p),Mp) ̸= 0 HomRp

(k(p), Ei(M)p) ̸= 0 p ∈ AssEi(M)
命題 11.5 補題 4.13

ここで最初の同値はBass数の定義であり、2番めはEi(M)pがMpの極小移入分解の i項目より。 □

11.2. 移入次元有限な加群. 次に、移入次元が有限な加群について考察する。後に Gorenstein環に
ついて考察するときの基礎づけでもある。
まず depthと移入次元について簡単にわかる不等式がある。

命題 11.10. (R,m, k)を可換ネーター局所環、0 ̸= M を有限生成 R加群とする。このとき

depthR M ≤ dimM ≤ idR M

が成り立つ（idR M =∞の場合も許す）。

証明. 初めの不等号については系 9.11から。またそこの証明では、Bassの補題を使って、d := dimM

としたときに ExtdR(k,M) ̸= 0が示されている。よって落ち着けば idM ≥ dが成り立つ。 □

まずネーター環上の加群の移入次元については一般に命題 10.9があったことを思い出してもらい
たい。それによれば、R/I という形の加群からの Extを調べればよいが、実はネーター局所環では
もっと簡単である。まったく同じ証明をネーター代数の場合もあとでやる。

命題 11.11. (R,m, k)を可換ネーター局所環とし、M を有限生成R加群とする。このとき d ≥ 0に
ついて、Ext>d

R (k,M) = 0なことと idMR ≤ dなことは同値である。とくに、

idMR = sup{i ≥ 0 | ExtiR(k,M) ̸= 0} = sup{i ≥ 0 |µi(m,M) ̸= 0}

証明. 落ち着けば、Ext>d
R (k,M) = 0⇔ idMR ≤ dのみを示せばよい。(⇐)は明らかである。

(⇒) Ext>d
R (k,M) = 0だとする。このときM の極小移入分解

0→M → E0 → E1 → · · · → Ed → Ed+1 → · · ·

を取る。Ed+1 = 0を示せばよい。
背理法で、Ed+1 ̸= 0とする。すると定理 11.3により、µd+1(p,M) ̸= 0なる pが取れる。ここで

dimR/p = lとする（局所環は有限次元！）と、p = p0 ⊊ · · · ⊊ pl = mという saturated chainが取
れる。よって Bassの補題 9.10より µd+1+l(m,M) ̸= 0であり、つまり Extd+1+l

R (k,M) ̸= 0となる。
これは仮定に矛盾する。 □

これによると、M の移入次元の有限性をみるには全ての大きい iについてExtiR(k,M) = 0となっ
ているかを見なければならないが、実は十分大きい一つの iについて消えていれば十分なことを見
る（命題 11.16）
また depthの定義に戻ると、次のようにまとめられる。極大イデアルからの Bass数は、depthと

移入次元の情報を持っていてちょうど対称的な状況である。
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系 11.12. (R,m, k)を可換ネーター局所環、0 ̸= M を有限生成加群とする。このとき、µi(m,M)が
消えない、つまり ExtiR(k,M)が消えない i ≥ 0全体考えると、

(1) そのような iの中で最小なものが depthR M であり、
(2) そのような iの中で最大なものがあれば idR M であり、なければ idR M =∞である。

実は、可換ネーター局所環においては、移入次元有限な有限生成加群の移入次元は常に一定で、
環の depthに等しい、というすごい結果が成り立つ。ネーター代数においても成り立つが、その場
合は局所性の仮定が必要である（じゃないと有限次元代数で移入次元有限な加群が全て移入加群に
なっちゃうし）。
まず射影次元について、有限生成加群の圏ではかっても変わらないことを保証しておく。

命題 11.13. Λを右ネーター環、M ∈ modΛを有限生成 Λ加群とする。このとき n ≥ 0について
次は同値である:

(1) pdMΛ ≤ nである、つまりM の射影次元が n以下である。
(2) 任意のX ∈ ModΛについて Ext>n

Λ (M,X) = 0である。
(3) 任意のX ∈ ModΛについて Extn+1

Λ (M,X) = 0である。
(4) 任意X ∈ modΛについて Extn+1

Λ (M,X) = 0である。

証明. 移入加群の場合の対応する命題 10.9と比較すると、Baerの判定法が使えないので若干弱く
なっていることに注意されたい。(1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4)は明らかなので、(4) ⇒ (1)を示せば良い。
いま Λが右ネーターでM が有限生成であるから、

0→ ΩnM → Pn−1 → · · · → P1 → P0 →M → 0

という完全列であって、Pi は有限生成射影加群、ΩnM は有限生成加群であるようなものが取れる
（n = 0では Ω0X := M とする）。ここで ΩnM が射影加群であることを示せばよい。
すると Extの長完全列より、任意の X ∈ modΛについて Ext1Λ(Ω

nM,X) = Extn+1
Λ (M,X) = 0

が成り立つ。ここで

0→ Ωn+1M → Pn → ΩnM → 0

という短完全列であって Pnが有限生成射影加群であるものをとれば、Ωn+1M も（Λが右ネーター
より）有限生成である。よってこの完全列に (M,−)で長完全列を伸ばせば、任意の ΩnM → ΩnM

は必ず Pn のほうへ liftする。とくに恒等写像を考えれば、上の短完全列は分裂している。よって
ΩnM は射影加群である。 □

実は可換ネーター局所の場合や一般に semiperfect ringの場合はX として Λ/J を取れば十分な
ことが知られており、そのうちやるかもしれない。
次に補題として、正則列で割ったときの射影次元を見ていく。

補題 11.14. (R,m)を可換ネーター局所環、0 ̸= M を有限生成加群とする。このとき、mの中のM

正則列 x1, · · · , xt に対して、

pdR M/M(x1, · · · , xt) = pdR M + t

が成り立つ。とくに、mの中の R正則列 x1, · · · , xt に対して

pdR R/(x1, · · · , xt) = t

である。射影次元を図る基礎環は変えていないことに注意。

証明. 明らかに t = 1の場合に示せば十分である。xをM 正則な mの元とする。このためにまず次
の 2つが任意の i ≥ 0について同値であることを示す。

(1) pdR M ≤ iである。
(2) pdR M/Mx ≤ i+ 1である。



可換環上の（非可換）代数上の加群のメモ（未完） 43

いつものように短完全列

0 M M M/Mx 0x

がある。
(1) ⇒ (2) 命題 11.13により、任意の N ∈ modRについて Exti+2

R (M/Mx,N) = 0を示せばよ
い。先の短完全列に (−, N)して長完全列伸ばせば、

Exti+1
R (M,N) Exti+2

R (M/Mx,N) Exti+2
R (M,N)

(1)の仮定よりExt>i
R (M,N) = 0なことから、上の完全列の両端はゼロである。よって真ん中もゼロ。

(2) ⇒ (1) 命題 11.13により、任意のN ∈ modRについて Exti+1
R (M,N) = 0を示せばよい。ま

ず pdR M/Mx ≤ iより Exti+2
R (M,N) = 0である。先の短完全列に (−, N)して長完全列伸ばせば、

Exti+1
R (M,N) Exti+1

R (M,N) 0x

という完全列ができる、つまり Exti+1
R (M,N)上で x倍写像が全射である。ここでネーター性や有

限生成性より Exti+1
R (M,N)は有限生成 R加群なので、中山の補題が使えて Exti+1

R (M,N) = 0で
ある。
以上より (1)と (2)が同値である。これで pdR M/Mx = pdR M +1はほとんど示せている（落ち

着けば分かる、どちらかが無限の場合でも大丈夫）しかし一つだけ確認しなければいけないことが
ある。それは pdR M = 0のときに pdR M/Mx ̸= 0なことである（上から出るのは pdR M/Mx ≤ 1

だけ）。これを示そう。
もし pdR M/Mx = 0であったと仮定すると、任意のN ∈ modRについて次の完全列ができる:

HomR(M,N) HomR(M,N) Ext1R(M/Mx,N) = 0x

よって同じく中山の補題より HomR(M,N) = 0が出てしまう。これは例えば N = M を代入すれ
ば、M = 0となってしまい命題の仮定に反する。 □

定理 11.15. (R,m, k) を可換ネーター局所環、0 ̸= M を有限生成 R 加群とする。このときもし
idR M が有限ならば、

depthR = idR M

が成り立つ。

証明. t := depthR, d := idR M とする。x1, · · · , xt を R正則列とする。
(t ≤ dについて) ここは元をとらないといけない。またもちろんこちらの不等号には d <∞の仮

定は不要である。ExttR(R/(x1, · · · , xt),M) ̸= 0を示せば、t ≤ dが従う。
実際ここはいわゆるKoszul複体の理論を知っていると、Extが簡単に計算でき、上の Extは実は

M/M(x1, · · · , xt)と同型になっていて、中山の補題よりこれはゼロでない、となる。松村や Bruns-

Herzogではそうやっているが、とりあえず Koszul複体を使わない議論をしておく（Extがああか
けること自体は実は導来圏にもっていけば Koszul複体とか言わなくても出来たりする）。

0 ≤ i ≤ tについて帰納法でExtiR(R/(x1, · · · , xi),M) ̸= 0を示す。i = 0のときはHomR(R,M) =

M ̸= 0より成り立つ。i > 0とし i− 1で成り立つとする。

0 R/(x1, · · · , xi−1) R/(x1, · · · , xi−1) R/(x1, · · · , xi) 0
xi

という短完全列がある。これに (−,M)で長完全列のばせば、

Exti−1
R (R/(x1, · · · , xi−1),M) Exti−1

R (R/(x1, · · · , xi−1),M) ExtiR(R/(x1, · · · , xi),M)
xi

という完全列ができる。もし ExtiR(R/(x1, · · · , xi),M) = 0 になってしまえば、中山の補題より
Exti−1

R (R/(x1, · · · , xi−1,M) = 0でなければならず、帰納法の仮定に違反する。よって示された。
(t = dについて) 以下 d = idR M が有限を仮定する。すでに t ≤ dを示しているので、t < dとし

て矛盾を示す。
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今 depthR R = tなことから、depthR R/(x1, · · · , xt) = 0である、つまり R/(x1, · · · , xt)は単純
部分加群を持つ。よって Rが局所なことより単純加群は R/m = kのみであるので、

0 k R/(x1, · · · , xt) W 0

という短完全列がとれる。よって (−,M)で長完全列のばすと、

ExtdR(R/(x1, · · · , xt),M)→ ExtdR(k,M)→ Extd+1
R (W,M)→ Extd+1

R (R/(x1, · · · , xt),M)

という完全列が得られる。しかし補題 11.14により pdR R/(x1, · · · , xt) = tなので、t < dに注意す
れば Ext≥d

R (R/(x1, · · · , xt),M) = 0である。よって

0 ExtdR(k,M) Extd+1
R (W,M) 0

という完全列ができる。しかし命題 11.11より d = idM から ExtdR(k,M) ̸= 0のはずである。よっ
て Extd+1

R (W,M) ̸= 0が従い、これは idM = dに矛盾する。 □

先に述べた、移入次元の有限性の判定法について。

命題 11.16. (R,m, k)を可換ネーター局所環、0 ̸= M を有限生成 R加群とすると次は同値である。

(1) idR M <∞である。
(2) 全ての i > depthR Rについて ExtiR(k,M) = 0つまり µi(m,M) = 0である。
(3) 全ての i > dimRについて ExtiR(k,M) = 0つまり µi(m,M) = 0である。
(4) ある i > dimRについて ExtiR(k,M) = 0つまり µi(m,M) = 0である。

証明. (1) ⇒ (2): 定理 11.15より従う。
(2) ⇒ (3): これは depthR R ≤ dimR（系 9.11）より従う。
(3) ⇒ (4): 明らか。
(4)⇒ (1): ここが非自明なパートである。d := dimRについての帰納法で次の主張を示せばよい:

(Claim): (R,m)を d次元ネーター局所環、M を有限生成 R加群とする。このとき idR M =∞
であれば、任意の i ≥ dについて µi(m,M) ̸= 0が成り立つ。ここで i = dの場合も許しているが、
(4) ⇒ (1)の証明には影響ないことに注意されたい。
まずM の極小移入分解

0→M → E0 → E1 → E2 → · · ·
をとる。idM =∞の仮定より上の加群は全てゼロでない。

d = 0の場合、つまり SpecR = {m}である。任意に i ≥ 0をとると、いま Eiたちはゼロでない
ので命題 4.2より必然的に m ∈ AssEi となる。よって命題 11.9により µi(m,M) ̸= 0である。

d > 0の場合。任意に i ≥ dをとり固定する。このとき µi(m,M) ̸= 0なこと、つまりm ∈ AssEi

を示す（命題 11.9より二つは同値）。次のように場合分けする。

(1) 全ての p ∈ SpecR \ {m}について idRp
Mp <∞の場合。

(2) ある p ∈ SpecR \ {m}について idRp
Mp =∞の場合。

(1) このとき、AssEi ⊂ SuppEiを考える。任意の p ∈ SpecR \ {m}を取ると、局所化Mpは仮
定より移入次元有限Rp加群より、定理 11.15により idRp

Mp = depthRp
Rp ≤ dimRp < d ≤ iとな

る。ここで、与えられたM の極小移入分解を pで局所化すればMpのModRpでの極小移入分解に

なる（命題 11.4）ことから、E
>idRp Mp

p = 0となる。よって Ei
p = 0である。

以上のことから、i ≥ dに対しては SuppEi ⊂ {m}でなければならない。このことと、Eiは全て
ゼロでないことから命題 4.2により m ∈ AssEi が従う。

(2) このような pを一つとる。このとき dimRp < dなことより、帰納法の仮定が使えて、全ての
j ≥ dimRp に対して µj(p,M) ̸= 0である。何回もやった、Bassの補題を使って登っていくやり方
をする。s := dimR/pとすると、p = p0 ⊊ · · · ⊊ ps = mという saturated chainが取れる。よって、
Bassの補題 9.10を繰り返し使って、

µs+j(m,M) ̸= 0
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が全ての j ≥ dimRpについて成り立つ。ここで、s+ dimRp = dimR/p+ dimRp ≤ dimR = dで
あるので、落ち着けば、上の式が成り立つ s+ j の範囲は、「d以上の自然数」を含む。よって任意
の i ≥ dについて µi(m,M) ̸= 0である。 □

12. Gorenstein環

ようやく Gorenstein環について述べることができる。

定義 12.1. 可換ネーター環RがGorenstein 環であるとは、idR R <∞のとき、つまりR自身の移
入次元が有限であるときをいう。

注意 12.2. 文献によっては（というかたいていの文献は）、RがGorenstein環であることを、任意
の素イデアル（極大イデアル）での局所化がGorenstein局所環であることと定義している。この場
合は idR = ∞がありえる（らしい）。しかしホモロジー代数的には、idR < ∞というふうに定義
するほうが自然に思えるのでここではそうした。食い違いに注意されたい。

12.1. Gorenstein環の基本性質. まず局所化についての振る舞いについて。

命題 12.3. 可換ネーター環RがGorensteinならば、任意のRの積閉集合SについてRSもGorenstein

環である。特に任意の p ∈ SpecRについて Rp は Gorenstein局所環である。

証明. 「移入分解の局所化は移入分解である」という命題 11.4 から直ちに従う。なぜなら、R が
GorensteinならばRの長さ有限の移入分解がとれ、それを Sで局所化すればRS の長さ有限移入分
解が作れるので。 □

次にまず局所の場合に、Gorenstein環の次元や CM性について。

定理 12.4. (R,m)を可換 Gorenstein局所環とすると、

depthR R = dimR = idR R

が成り立つ。つまり Rの Krull次元と Rの移入次元と Rの depthは等しい。とくに Rは Cohen-

Macaulayである。

証明. まず不等式 depthR ≤ dimR ≤ idRが命題 11.10であり、一方 idR R < ∞ならば idR R =

depthRが定理 11.15である。そこから 3つの量は等しい。 □

また局所でない場合は、次のように特徴づけられる。

系 12.5. Rを可換ネーター環とすると、次は同値である。

(1) Rは本稿の意味で Gorensteinである、つまり idR R <∞である。
(2) dimR <∞であり、任意の m ∈ MaxRについて Rm は Gorenstein局所環である。

またこのとき dimR = idR R が成り立つ。(2) の条件の dimR < ∞ を外したものを一般的には
Gorenstein環と呼ばれる。

証明. (1) ⇒ (2): 移入分解の局所化についての命題 11.4より

idR = sup{idRm
Rm |m ∈ MaxR}

であった。よって左辺が有限なことから、全てのm ∈ MaxRについて idRm
Rmは有限である。つま

りRmはGorenstein局所環なので定理 12.4から idRm
Rm = dimRmが従う。よって、等式の右辺は

sup{dimRm |m ∈ MaxR}

に等しい。一方この量は明らかに dimRに等しい。なので等号 idR = dimRが成り立つ。とくに
dimRは有限である。

(2) ⇒ (1): こちらも命題 11.4より

idR = sup{idRm
Rm |m ∈ MaxR}
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が成り立つが、各 Rm が仮定より Gorenstein環であるので、定理 12.4から idRm
Rm = dimRm が

従う。よって等式の右辺は

sup{dimRm |m ∈ MaxR}

になり、この量は明らかに dimRに等しい。いま dimR < ∞という仮定をしていたので、idR =

dimRは有限である。よって Rは本稿の意味で Gorensteinである。 □

12.2. Gorenstein局所環の特徴づけ. 次にGorenstein環の Bass数について述べる。このへんは非
常に綺麗な構造をしている。

定理 12.6. Rを Krull次元有限なネーター環とする。このとき次は同値である。

(1) Rは Gorensteinである。
(2) 任意の p ∈ SpecRについて、µ ̸=ht p(p, R) = 0である。
(3) 任意の p ∈ SpecRについて、µ>ht p(p, R) = 0である。
(4) 任意の p ∈ SpecRについてある nが存在し、µ>n(p, R) = 0である。
(5) 任意の m ∈ MaxRについてある nが存在し、µ>n(m, R) = 0である。
(6) 任意の m ∈ MaxRについてある i > htmが存在し µi(m, R) = 0である。

証明. (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (5) ⇒ (6): 明らか。
(6) ⇒ (1): 任意の m ∈ MaxRについて Rmが Gorenstein環であればよい。しかし (6)の条件か

ら、命題 11.16により idRm
Rm <∞が出るので Rm は Gorensteinである。

(1) ⇒ (2): p ∈ SpecRを任意にとると、RpもGorenstein環なこと（命題 12.3）を考えれば、次
を示せば十分である:

(Claim): (R,m)を d次元可換 Gorenstein局所環とすると、i ̸= dに対しては µi(m, R) = 0。
実際、定理 12.4により depthR = dであるから、depthの定義により µ<d(m,M) = 0である。ま

た定理 12.4により idR = dであるので、µ>d(m, R) = 0も明らかである。 □

よってGorenstein環の Bass数は µht p(p, R)以外はゼロになる。実はこの値は 1になることが証
明できる（系??）。そのために、Gorenstein環の type（定義 9.21）を調べ、正則元で割っていってゼ
ロ次元に帰着させる。が、正準加群についての一般論をやってからのほうが見通しがよいので、証
明はあとで行う。
まず正則元での商について Gorenstein性は同値である:

命題 12.7. (R,m)を可換ネーター局所環、x ∈ mを R正則元とすると、Rが Gorensteinであるこ
とと R/(x)が Gorensteinであることは同値である。

証明. 移入次元と正則元での商についての振る舞い（系 21.7）を用いると、

idR R = idR/(x) R/(x) + 1

より、とくに idR Rが有限である（RがGorensteinである）ことと idR/(x) R/(x)が有限である（R/Rx

が Gorensteinである）ことは同値である。 □

これは Gorenstein環の例を作るときに有用である、つまり Gorenstein局所環（例えば正則局所
環、つまりべき級数環）を正則元（たとえば整域なら任意のゼロでない元）でわればGorenstein環
ができる。

13. 正準加群

Gorenstein環 Rのよいところは、CMRが Frobenius完全圏になる、つまり R自身が CMRに
おいては移入余生成子になっていることである。
一般に CMRの移入余生成子のことを正準加群 (canonical module) と呼ぶ（正確な定義は後で述

べる）。
とりあえず可換環で標準的な定義に基づいて正準加群を定義する。
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定義 13.1. (R,m, k)を d次元可換CM局所環とし。このとき有限生成R加群ωが正準加群 (canonical

module)であるとは次を満たすときをいう:

(1) ωは極大 CM加群である、つまり depthω = dが成り立つ。
(2) ωは移入次元有限である、つまり定理 11.15により idR ω = dが成り立つ。
(3) ωは type 1である、つまり ExtdR(k, ω)が kベクトル空間として 1次元である。

定義から、正準加群の極大イデアルについての Bass数は強い成約を受ける。

命題 13.2. (R,m, k)を d次元 CM局所環とする。このとき ω ∈ modRについて次は同値である:

(1) ωは正準 R加群である。
(2) 次が成り立つ:

µi(m, ω) =

{
1 (i = d)

0 (i ̸= d)
.

証明. 落ち着けば次から従う:

• ωがMCMである⇔ µ<d(m, ω) = 0（depthと Bass数の定義より）。
• idR ωが有限である⇔ µ>d(m, ω) = 0（定理 11.11と命題 11.11）
• MCM加群 ωについて、r(ω) = 1⇔ µd(m, ω) = 1

□

実は極大イデアルの Bass数だけでなく、任意の素イデアルでの Bass数が同じような成約を受け
る（系 14.8）。このことには正準加群が localizeすることを示す必要があり、系 14.8で示す。

13.1. 0次元ネーター環の場合. 今まであまり 0次元の可換ネーター環について特別な話はしてこな
かった。可換 CM環の理論では正則元で割ることで 0次元に帰着させることも多いので、正準加群
あたりについてこの機会にまとめておく。系 4.12により、ゼロ次元ネーター環はアルティン環だっ
たことに注意。またMatlis双対についての Appendixの事柄を使い、(−)∨ でMatlis双対を表す。
また射影生成子や移入余生成子については 1.1の記法のところを参照してください。あと、命題

10.9により、「modRでの移入的対象」は「有限生成な移入的R加群」と同じものであることに注意。

命題 13.3. (R,m, k)を 0次元ネーター局所環とすると次が成り立つ:

(1) Rは Cohen-Macaulay環であり、CMR = modR = flRが成り立つ。
(2) kの移入包絡 E := E(k)は長さ有限 R加群であり、Matlis双対 (−)∨ は modRの自己双対
を与える。

(3) 自然な写像 R → EndR(E)は環同型である。とくに EndR(E)は局所環であり E は直既約
である。

(4) E は type 1である。
(5) modRは完全圏として射影生成子 Rと移入余生成子 E を持つ。
(6) X ∈ modRについて次は同値である:

(a) X は E と同型である。
(b) X は modRにおける直既約移入的対象である（つまり直既約移入加群である）。
(c) X は正準加群である（つまりX は移入加群で type 1である）。
(d) X は type 1であり忠実加群である。
(e) X は移入次元有限（つまり移入的）であり、自然な写像R→ EndR(X)が同型である。
とくに正準加群は同型を除いて一意的に定まる。

証明. (1) 一般に 0 ≤ depthR ≤ dimRであるので、dimR = 0から自動的に Rは CM環になる。
また有限生成加群M ̸= 0について、0 ≤ depthM ≤ dimM ≤ dimR = 0なのでM はMCM加群
になる。あとは命題 4.11より明らか。

(2)長さ有限加群についてのMatlis双対（定理A.6）を用いる。今E = E(k)に対するHomR(−, E)

がflRの双対を与える。いまRがアルティン環なのでR ∈ flRとなり、双対にRを代入すればE ∈ flR
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が従う（より簡単に言うなら、Eの定義より HomR(k,E) = kが成り立ち、Rは R加群として kの
有限回拡大でかけるので、帰納的に Rを突っ込んでも長さ有限）。
後半の主張はMatlis双対の定理 A.6である。
(3)双対性のもとRとEが対応するので、自己準同型環は等しいので、R ∼= EndR(R) = EndR(E)

となる。後半の主張は、一般に自己準同型環が局所環なら加群は直既約なので従う（もちろん定理
10.8からも従う）。

(4) 今 modRは射影生成子 Rを持つ。よって (2)の自己双対により Rは modRの移入余生成子
にうつるので、E は modRの移入余生成子である。

(5) これは補題 11.7より HomR(k,E) = kから従う。
(6) 同値性を証明していく。まず (a)から各条件が出るのはこれまでのことよりすべて明らかであ

る（E が忠実なのは、Matlis双対で annihilatorが不変なことがチェックできるので従う）。よって
各条件から (a)を出す。

(b) ⇒ (a): 直既約移入加群は定理 10.8により E しかない（いま SpecR = {m}なので）。
(c) ⇒ (a): まずX の移入次元が有限なので、定理 11.15によりその値はゼロ、つまりX は有限

生成移入加群である。一方 X は type 1より simple socleを持つので直既約加群である。よって X

は直既約移入加群であるが、これは E しかないのでX = E となる。
(d) ⇒ (a): X が type 1より simple socle k を持つ。よって X を E = E(k)に埋め込むことが

でき、

0→ X → E → Y → 0

という flRでの短完全列がある。これをMatlis双対とると、

0→ Y ∨ → R→ X∨ → 0

となるが、Xが忠実よりX∨も忠実。なので Y ∨ = 0でなければならず、よって Y = 0でありX ∼= E

が従う。
(e) ⇒ (a) まず (c) ⇒ (a)の証明のように、X は E の有限直和となり、X = Enと書ける。しか

し (3)から EndR(E) = Rなので、EndR(X) = Mn(R)と行列環になるので、これが Rと同型にな
るのは（可換性より明らかに）n = 1の場合、つまりX = E の場合に限られる。 □

13.2. Gorenstein環と正準加群. 以上の準備のもとで、Gorenstein環の typeが 1であることや、
正準加群との関係が明らかになる。
まず環自身の typeについて考察する。

命題 13.4. (R,m, k)をネーター局所環、x ∈ mを R正則元とすると次が成り立つ:

rR(R) = rR/(x)(R/(x))

つまり R/(x)の R/(x)加群としての typeは r(R)と等しい。

証明. 命題 9.22により。 □

これを用いて Gorenstein環の typeを用いた特徴付けがわかる。

定理 13.5. (R,m, k)を d次元ネーター局所環とすると、次は同値である:

(1) Rは Gorenstein環である。
(2) Rは Cohen-Macaulay環であり typeが 1である、つまり µd(m, R) = 1である。
(3) Rは Cohen-Macaulay環であり R自身が正準加群である。

証明. まず R正則元 x ∈ mを取ると、Rが (1)を満たすことと R/(x)が (1)を満たすことが命題
12.7より同値。また Rが (2)を満たすことと R/(x)が (2)を満たすことが、命題 9.16により同値。
また (3)の条件は正準加群の定義をみれば、idR < ∞かつ r(R) = 1と同値なので、つまり (3)は
(1)かつ (2)と同値である。なので (3)についても Rが (3)を満たすことと R/(x)が (3)を満たすこ
とは同値。
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また (1)と (2)と (3)のどちらを仮定したとしても、Rは CMになる（定理 12.4より）なので、
どちらの仮定のもとでも R正則列 x1, · · · , xd が取れて、dimR/(x1, · · · , xd) = 0である。
以上のことから落ち着けば、dimR = 0の場合に (1)と (2)と (3)の同値性を示せばよい。以下

dimR = 0とする。このとき各条件がどうなるか考える。
(1) これは Rが 0次元 Gorenstein環であること、つまり定理 12.4により「Rが移入加群」とな

る（つまり Rが自己移入環）。
(2) これは「Rが type 1である」ことと同値である。
(3) これは「Rが正準加群である」ことと同値である。
この考察と、R自身は常に忠実で直既約な R加群であることを用いれば、命題 13.3からこれら

の同値性が従う。 □

系として、Gorenstein環の Bass数の計算ができる。

系 13.6. Rを Gorenstein環（局所と限らない）とすれば、任意の p ∈ SpecRに対して

µi(p, R) =

{
1 (i = ht p)

0 (i ̸= ht p)
.

証明. ほとんど定理 12.6で述べたが、一応関連項目を復習する。d := ht pとすると、Rpは命題 12.3

により i次元 Gorenstein局所環である。よって定理 12.4により Rpは CM環であり idRp
Rp = iで

ある。
まず CM性より µ<i

Rp
(pRp, Rp) = µ<i(p, R) = 0である。また移入次元 iなことから、Bass数の

定義を落ち着いて思い出せば µ>i
Rp

(pRp, Rp) = µ>i(p, R) = 0である。
よって µi(p, R) = 1を示せばよいが、これは Rp が Gorensteinなので type 1であること（命題

13.5）から従う。 □

14. 正準加群の性質と CM圏

正準加群について詳しい性質を調べ、それと CM圏との関わりを調べる。
そのために、正則元で割って議論する（reduction する）ことが多いので、その議論をいろいろ

する。
まず環の正則元と加群の正則元とについて、CM局所環では次が保証される。

補題 14.1. (R,m)を d次元可換 CM局所環、M を極大 CM加群とする。このとき AssM ⊂ AssR

が成り立つ。特に、任意の R正則元 x ∈ mは自動的にM 正則でもある。

証明. 命題 9.14により AsshR = MinR = AssRで AsshM = MinM = AssM だったことを思い
出そう。p ∈ AssM を取る。このときM がMCMだったので dimM = dなので dimR/p = dであ
る（p ∈ AsshM より）。しかし dimR = dなので、p ∈ AsshRでもある。よって p ∈ AssRである。
以上よりAssM ⊂ AssRである。後半の主張は、命題 4.14より従う。つまりR正則元 xは、どの

AssRの元も避けているので、包含からどの AssM の元も避ける。よって xはM 正則になる。 □

この補題により、R正則元 xをとってしまえば、MCM加群によらずに xがすべてのMCM加群
の正則元になるので便利である。
まず最初の目標は、正準加群の type 1の条件を自己準同型環についての条件に置き換えることで

ある。

定理 14.2. Rを d次元可換 CM局所環、有限生成 R加群 ωをとる。このとき、ωが正準加群であ
ることと次が成り立つことは同値である:

(1) ωはMCMである。
(2) ωは移入次元有限である、よって移入次元 dである。
(3) 自然な写像 R→ End(ωR)は同型である。
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Type 1の条件は、実は局所化と相性が悪く、また正準加群を用いた CM圏の双対性を議論する
ときにも、上の「自己準同型環がもとの環に戻る」という条件は有用である。よって理論的な意味
では使い勝手がよい（計算上は typeの計算のほうが楽そうである）。
この定理は、0次元の場合は命題 13.3で示されている。よって正則元で割っていって 0次元に帰

着させる議論をするが、そのときにいろいろ微妙な議論を必要とする。
まず移入次元について。証明は整環の文脈で命題 21.9で述べたが、可換の場合を述べておく。

命題 14.3. Rを可換 d次元 CM環で等余次元とする。このとき 0 ̸= N ∈ CMRについて次は同値。

(1) idNR <∞である。
(2) idNR = dである。
(3) Nは完全圏CMRでの移入的対象である。つまり任意のM ∈ CMΛに対して、Ext>0

R (M,N) =

Ext1R(M,N) = 0が成り立つ。

証明. 命題 21.9より。 □

これは可換性というより局所性が効いていて、局所なネーター代数上で、移入次元有限な加群は
自動的に移入次元は最も低い値を取ること（命題 21.4）が効いている。
次に、正準加群の type 1の定義は正則元での reductionと相性がよい（しかし局所化と相性が悪

い）ので、reductionして定理 14.2を示すために、ある条件のもとでは同型が reductionに対してう
まく振る舞うことを見る。これもネーター代数でやります。

命題 14.4. (R,m)を可換局所 CM環とし、R正則元 x ∈ mを固定する。また 0 ̸= M,N ∈ CMRを
取る。このとき idN = dimRとすると（idN <∞でもよい）、自然な写像

HomR(M,N)⊗R R/(x)→ HomR/(x)(M/Mx,N/Nx)

は同型である。

証明. まず補題 14.1により xはM 正則かつN 正則でもあることに注意。よって短完全列

0→ N
x−→ N → N/Nx→ 0

ができる。これに HomR(M,−)で長完全列のばすと、

0→ HomR(M,N)
x−→ HomR(M,N)→ HomR(M,N/Nx)→ Ext1R(M,N)

が完全。しかし idN < ∞なこととM ∈ CMRなことから、命題 14.3により Ext1R(M,N) = 0で
ある。よって、上は短完全列になる。
一方、HomR(M,N/Nx) ∼= HomR/(x)(M/Mx,N/Nx)なことが、−⊗RR/(x) : ModR→ ModR/(x)

が忘却関手の左随伴なことから分かる。まとめると、

0→ HomR(M,N)
x−→ HomR(M,N)→ HomR/(x)(M/Mx,N/Nx)→ 0

という短完全列が得られたので示された。 □

命題 14.5. (R,m)を可換ネーター局所環する。また x ∈ mと f : M → N ∈ modRをとり、誘導さ
れる写像を f : M/Mx→ N/Nxと書く。このとき xが N 正則だと仮定すると、f が同型なことと
f が同型なことは同値である。

証明. 明らかに f が同型なら f は同型である（⊗RR/(x)は関手なので）。よって以下 f が同型だと
仮定する。
まず f が全射なことを示す。次の可換図式がある:

M N

M/Mx N/Nx

f

f
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いま f が全射より、落ち着けば N = f(M) +Nxが分かるので、x ∈ mと N ∈ modRに注意して
中山の補題により N = f(M)つまり f は全射である（こちら側に、xが N 正則であることはいら
ない）。
次に f が単射なことを示す。K を f の核とし、次の図式を考える。

0

0 K M N 0

0 K M N 0

K/Kx M/Mx N/Nx 0

0 0 0

x

f

x x

f

f

これは縦も横も全て完全である（xがN 正則なことと、⊗RR/(x)が右完全なことより）。よって蛇
の補題より

0→ K/Kx→M/Mx
f−→ N/Nx→ 0

が完全になる。仮定より f が単射なのでK/Kx = 0が出て、中山の補題より K = 0、つまり f は
単射である。 □

以上の 2つから、正則元での reductionと Hom集合や同型について、次のようにまとめられる。

系 14.6. Rを可換 d次元局所 CM環とし、R正則元 x ∈ mと 0 ̸= M,N ∈ CMRを取る。

(1) f : M → N が与えられたとき、f が同型であることと、誘導される写像 f : M/Mx→ N/Nx

が同型であることは同値である。

さらに idN = dとすると、次も成り立つ:

(2) M/MxとN/Nxが同型ならば、その同型はM とN との同型に liftする。
(3) EndR(N)⊗R R/(x) ∼= EndR/(x)(N/Nx)という環同型がある。
(4) 自然な写像R→ EndR(N)が同型であることと、自然な写像R/(x)→ EndR/(x)(N/Nx)が
同型であることは同値である。

証明. (1) これは補題 14.1と命題 14.5よりすぐ（xがN 正則でもあるので）。
以下 idN = dを仮定する。よって命題 14.4が使える。
(2) 命題 14.4により、同型 f : M/Mx→ N/Nxは必ずある f : M → N から誘導されるものと一

致している。よって (1)を使えば、f が同型が従う（写像が liftすることに idN = dが必要）。
(3) 命題 14.4より。
(4) 次の可換図式を考える:

R EndR(N)

R/(x) EndR(N)⊗R R/(x)

EndR/(x)(N/Nx)

≃

ここで上の写像は全部自然な写像で、可換なことはすぐチェックできる。また EndR(N)⊗RR/(x) ∼=
EndR/(x)(N/Nx)なことも使った。よって主張は (1)より従う。 □

以上の準備のもとで正準加群についての定理 14.2が証明できる。証明しやすい形で述べておく。
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定理 14.7. (R,m)をd次元CM局所環とする。0 ̸= ω ∈ CMRをとり、これが idR ω = d（idR ω <∞）
を満たすとすると、次の 2つは同値である:

(1) ωが type 1である、つまり ExtdR(k, ω) = 1である。
(2) 自然な写像 R→ EndR(ω)が同型である。

証明. dについての帰納法で示す。
d = 0のとき。命題 13.3より従う。
d > 0 とする。このとき R 正則元 x ∈ m を固定する（depthR = d > 0 より取れる）。R :=

R/(x), ω = ω/ωxと書くと、まず命題 9.16により Rは d − 1次元 CM局所環である。また xは R

正則なので自動的に ω正則でもあり（補題 14.1）、よって命題 9.16により ω ∈ CMRである。さら
に、系 21.7により idR ω = idR ω − 1 = d− 1が分かるので、ω ∈ CMRはこの定理の状況を満たし
ている。

(1) ⇒ (2): ωが (1)を満たすので、命題 9.22により、ωは R加群として type 1である。よって
帰納法の仮定により自然な写像 R → EndR(ω)は同型である。ここで系 14.6により、自然な写像
R→ EndR(ω)が同型、つまり (2)が従う。

(2) ⇒ (1): ωが (2)を満たすので、系 14.6により R→ EndR(ω)は同型である。よって帰納法の
仮定により ωは type 1である。よって命題 9.22により ωも type 1である。 □

これにより定理 14.2が示された。ここから直ちに、局所化で正準加群が保たれることが従い、Bass
数を用いた特徴づけも得られる:

系 14.8. Rを可換 CM局所環とし、ωを正準R加群とする。このとき任意の p ∈ SpecRについて、
ωp は正準 Rp 加群である。とくに次が成り立つ:

µi(p, ω) =

{
1 (i = ht p)

0 (i ̸= ht p)
.

証明. 定理 14.2の各条件が局所化で保たれるかを見ればよい。

(1) ωがMCMなので、ωp は定理 9.15によりMCMな Rp 加群である。
(2) idR ω <∞なので、命題 11.4により idRp

ωp <∞である。
(3) 自然な写像 R → EndR(ω)が同型であるので、局所化して Rp → EndR(ω)p が同型だが、

EndR(ω)p = EndRp
(ωp)が補題 3.11より従う。よって自然な写像Rp → EndRp

(ωp)は同型
である。

以上より ωp は定理 14.2の条件を満たすので、Rp 加群として正準加群である。
後半の Bass数についての主張は命題 13.2と上のことから従う。 □

また実は以上の準備から、正準加群の一意性も従う。

命題 14.9. Rを可換 d次元CM局所環とする。このとき ω1と ω2がともに正準加群ならば、ω1
∼= ω2

が成り立つ。

証明. dについての帰納法で示す。
d = 0のとき。命題 13.3より従う。
d > 0のとき。R正則元 xをとる（depthR = d > 0より取れる）。このとき定理 14.7の証明により

明らかに ωi/ωixはR/(x)加群として正準加群である。よって帰納法の仮定により ω1/ω1x ∼= ω2/ω2x

が成り立つ。ここで系 14.6(2)を適応でき、ω1
∼= ω2 が従う。 □

15. 整拡大の上昇やら次元の普遍性やら

正直ここらへんが可換環で苦手、できるだけ元をとらずにいきたい。

定義 15.1. 可換環の単射 R ↪→ S を考える。

(1) x ∈ Sが R上整 (integral)であるとは、Rと xで生成される Sの部分環 R[x]が有限生成 R

加群になるときをいう。
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(2) S が Rの整拡大であるとは、S の任意の元が R上整であるときをいう。
(3) この拡大が有限拡大 (finite extension) であるとは、S が R 加群として有限生成なときを
いう。

命題 15.2. 可換環の単射 R ↪→ S と x ∈ S について次は同値:

(1) xは R上整。
(2) ある R係数のモニック多項式が存在し、xはその根になっている。

この (2)のような xについての関係式のことを integral relationと呼ぶ。

証明. (1) ⇒ (2): いま S の部分環 R[x] ⊂ S が R上有限生成加群である。ここで、R ⊂ R + xR ⊂
R+xR+x2R ⊂ · · · というR[x]のR部分加群の上昇列があり、unionをとったらR[x]に一致する。
よって R[x]の有限生成性よりどこかで R[x]に一致している。つまりある n ≥ 1が存在し、R[x]は
R加群として 1, x, x2, · · · , xn−1で生成される。ここで xn ∈ R[x]を考えると、これが 1, x, · · · , xn−1

で生成されることから、xは n次モニック R係数多項式の根である。
(2)⇒ (1): (2)の条件より、ある n ≥ 1が存在し、xnは 1, · · · , xn−1の和で書けている。よって帰

納的に xのべきは全て (n−1)次以下のべきに書き直せる。つまりR[x]はR加群として 1, x, · · · , xn−1

で生成されており有限生成。 □

普通は整の定義はモニック多項式とかで定義するが、有限生成加群といったほうが自分にとって
は分かった気になる。
他の本にあるようなことを一応なぞっておく。

補題 15.3. 可換環の単射 R ↪→ S と x ∈ Rに対して、次は同値である:

(1) xは R上整である。
(2) ある Sの部分環 T でR[x] ⊂ T ⊂ Sなるものがあり（つまり xとRを含む Sの部分環）、R

加群として T は有限生成である。

証明. (1) ⇒ (2): T として R[x]を取れば命題 15.2よりよい。
(2) ⇒ (1): まず Rが可換ネーター環の場合は証明が一瞬で終わる！条件より T なる有限生成 R

加群があり、もしRがネーターなら、R[x]は T の部分加群より有限生成である。よって定義より x

は R上整である。
Rがネーターだと仮定しない場合には行列式のトリックを使いすごくめんどくさい！xの integral

relationを、行列式トリックでがんばってつくる。T の R加群としての生成系を a1, · · · , an とし、
これに xを当てる。Tx ⊂ T なことから、各 aixはまた aiたちのR線形和で書ける。かいてやって、

a1x = a1r11 + a2r21 + · · ·+ anrn1

a2x = a1r12 + a2r22 + · · ·+ anrn2

...

anx = a1r1n + a2r2n + · · ·+ anrnn

となるような rij ∈ Rが存在する。行列でかくと、

[a1, · · · , an]x = [a1, · · · , an]


r11 r12 · · · r1n
r21 r22 · · · r2n
...

. . .

rn1 · · · rnn


つまり、rij たちの行列を Aとすると、

[a1, · · · , an](xEn −A) = 0
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ここで En は単位行列。よって、(xEn −A)の余因子行列を右から掛けることで、

[a1, · · · , an] · det(xEn −A) = 0

となる。よって det(xEn − A) ∈ R[x]は T を殺す。いま 1 ∈ T であることから、1にかけてやるこ
とで、det(xEn −A) = 0となる。det(xEn −A)を展開すると R係数のモニック多項式に xを代入
した形になっているので示された。 □

ここから、次はすぐ分かる:

系 15.4. 有限拡大は整拡大である。

またいわゆる整閉包が well-definedになる:

系 15.5. 可換環の単射 R ↪→ S において、S の元で R上整なもの全体を Rとすると、Rは S の部
分環となり、S の中で Rを含む最大の整拡大となっている。

証明. Rが和差と積について閉じていればよい。x, y ∈ SをR上整とする。このときR[x, y]が有限
生成 R加群なことを示せば、x+ y, x− y, xyが整なことが補題 15.3より従う。

xが R上整より R[x]は有限生成 R加群であり、y は R上整なのでもちろん R[x]上でも整であ
る。よって R[x, y] = R[x][y]は有限生成 R[x]加群となるので、有限生成 R加群である。 □

この証明と同様の議論を繰り返して、次が分かる:

系 15.6. 可換環の単射 R ↪→ S において、c1, · · · , cn ∈ S が R上整とする。このとき、S の部分環
R[c1, · · · , cn]は Rの有限拡大であり、とくに整拡大である。

次に整拡大で次元とかが変わらないこと。これは CM性が基礎環のとり方によらないこととか、
非可換でもネーター代数のときとかで使う。
まず次元について。いわゆる上昇下降定理とかだと思う。ここらへんは元をとるので嫌い。

補題 15.7. 整拡大 R ⊂ S について、S が整域のとき、次は同値:

(1) Rが体。
(2) S が体。

証明. (1) ⇒ (2): S の任意の元 x ̸= 0をとると、xn + a1x
n−1 + · · · + an = 0 in S となるような

ai ∈ Rが存在する。ここで、定数項 an がゼロなら、xでくくりだして、「Rが整域なので」くくっ
たほうがゼロとなる。これを繰り返して、an ̸= 0としてよい。すると、xでくくって、x · b = anと
いう b ∈ S、0 ̸= an ∈ Rとできる。「Rが体より」anは可逆であるので、ここからすぐ xが S で可
逆となる。

(2) ⇒ (1): 0 ̸= x ∈ R をとる。1/x ∈ S が取れるので、この y の integral relationを書くと、
1/xn + a1/x

n−1 + · · ·+ an−1/x+ an = 0 in S となる ai ∈ Rがとれる。これに xn−1 をかけると、

1/x+ a1x+ · · ·+ an−1x
n−2 + anx

n−1 = 0

が S で成り立つ。よって移項すれば 1/x ∈ Rが従う。 □

命題 15.8. R ⊂ S を整拡大とするとき、次が成り立つ:

(1) P ∈ SpecSについて、R ∩ P ∈ MaxRと P ∈ MaxSは同値。とくに、R ∩ (−) : SpecS →
SpecRは写像MaxS → MaxRを誘導する。

(2) p ∈ MaxR をとると、ある P ∈ MaxS が存在して p = R ∩ P となる。つまり上の写像
MaxS → MaxRは全射となる。

つまり次の可換図式があり、集合論的に pullbackになっている:

MaxS MaxR

SpecS SpecR

p.b.

R∩(−)
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証明. (1) p := R ∩ P とすると、単射 R/p ↪→ S/P ができる。P ∈ SpecS より S/P は整域。また、
R ⊂ S が整拡大なことから R/p ⊂ S/P も整拡大なことが（integral relation書いて）すぐ分かる。
よって補題 15.7より、S/P が体なことと R/pが体なことは同値。つまり P ∈ MaxS と p ∈ MaxR

は同値。
(2) p ∈ MaxRをとる。pS という S のイデアルを考える（pで生成される S のイデアル）。この

とき、pS ̸= S を示せさえすれば、pS を含む S の極大イデアル P をとれば、p = P ∩Rとなる。な
ぜなら、p ⊂ P ∩R ∈ SpecS であり、pは極大イデアルだから。
よって以下がんばって、pS ̸= S を示す！！また行列式のトリック使う；；pS = S を仮定して矛盾

を示す。まず有限拡大にとりかえるみたいなことをする。
1 ∈ S = pSにより、1 = r1c1 + · · ·+ rncn with ri ∈ pで ci ∈ Sとなるものが取れる。このとき、

T := R[c1, · · · , cn]を考える。系 15.6により T は Rの有限拡大である。
このとき、pT は明らかに 1を含む T のイデアルなので、pT = T である（これで、有限拡大の

場合の持っていけたような状況）。ここから、T の R加群としての生成系をとり行列式のトリック
する。
つまり pT = T なことから、T の生成系を pかける T の生成系、という形でかき、引き算してい

ろいろやると、結局、p係数のある行列 Aについて det(En −A)が T を殺す。いま T は 1を含むの
で、det(En−A) = 0となる。しかし展開すると、1+pの元 = 0となり、1 ∈ pとなり矛盾する。 □

すごくめんどくさかった。でもここを超えればあとはこれに帰着できる。次が整拡大の重要な性
質（むしろ以降これしか使わない）。

定理 15.9. R ↪→ S を整拡大とし、対応する射 R ∩ (−) : SpecS → SpecRを考える。

(1) (Lying-over) SpecS → SpecRは全射である。
(2) (Incomparability) p ∈ SpecRを固定し、これに飛ぶような SpecSの素イデアルたちの間に
は、決して包含関係がない。

(3) (Going-up) p1 ⊂ p2 という SpecRでの包含と、R ∩ P1 = p1 なる P1 ∈ SpecS が任意に与
えられたとする。このとき、ある P2 ∈ SpecS であり、P1 ⊂ P2かつ R ∩ P2 = p2なるもの
が取れる。

証明. (1) 極大イデアルに帰着させる！p ∈ SpecRをとり、R加群として R ↪→ S を局所化すると、
単射Rp ↪→ Sp := S ⊗R Rpができ、これは環準同型である。少し怖いが、Spは結局、Sの積閉集合
R \ pによる S の局所化なので大丈夫！また、Spは Rpの整拡大である！なぜなら、Spの任意の元
は x/a with x ∈ S, a ∈ R \ pとかけて、xの元の R上の integral relationをかいてやって、aの何
乗かで割ってやれば x/aの Rp 上の integral relationができる！

MaxSp MaxRp = {pRp}

SpecSp SpecRp

SpecS SpecR

p.b.

このような可換図式ができて、命題 15.8より一番上が全射！なことより、pRp ∈ MaxRpに対応する
何らかの左上の元ができる。これを左下まで落とせば、右にいくと可換性より pになり全射である。

(2) 上の図式と pullback性とかより直感的には、pに飛ぶものは全てMaxSp から来ているので
包含関係はない。念の為ちゃんという。局所化 S → Spにより SpecSpを SpecS の部分集合だと思
うと、P ∈ SpecS が SpecSp に属することは、P ∩ (R \ p) = ∅なことと同値、つまり R ∩ P ⊂ p

と同値。（以上のことから、下の四角も集合論的に pullbackだとわかる）
ここで、P1, P2 ∈ SpecSについてR∩P1 = p = R∩P2だとする。上のことから P1, P2 ∈ SpecSp

と思える。よって命題 15.8より P1, P2 ∈ MaxSp である。よって包含関係はない！
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(2) p1 ⊂ p2 in SpecRとR∩P1 = p1なるP1 ∈ SpecSが与えられたとする。このとき、R ↪→ Sは
R/p1 ↪→ S/P1という単射を誘導する。またこれは明らか整拡大（S の元の R上の integral relation

を剰余におとせばよい）。次の可換図式を考える:

SpecS/P1 SpecR/p1

V (P1) V (p1)

SpecS SpecR

≃ ≃

これは可換であり、一番上（と一番下）は (1)より全射。よって、p2 ∈ V (p1)に対応する元が V (P1)

から取れるので、それを P2 とすればよい。 □

ここから、整拡大では次元が変わらないことが分かる（実質、lying-overと going-upと incompa-

rabilityしか使わない）。

系 15.10. R ⊂ S を可換環の整拡大とすると、dimR = dimS である。

証明. まず SpecRにおいて真の増大列 p0 ⊊ p1 ⊊ · · · ⊊ pn があったとする。すると lying-overと
going-upを順次 SpecS → SpecRで使えば、SpecS における増大列 P0 ⊂ P1 ⊂ · · · ⊂ Pn であって
R∩Pi = piとなるものが取れる。ここでこの増大列は真の増大列である、なぜならどこかで等しかっ
たら pのほうでも等しくなっちゃうので。よって、「SpecRに長さ nの chainがあるならば、SpecS

に長さ nの chainができる」ことから、dimR ≤ dimS が従う（dimR =∞のときでも大丈夫）。
逆に、SpecSにおける真の増大列P1 ⊊ P2 ⊊ · · · ⊊ Pnがあったとする。このときR∩(−) : SpecS →

SpecRで送ることで、pi := R ∩ Pi とすれば、とりあえず列 p1 ⊂ p2 ⊂ · · · ⊂ pn ができる。これ
が真の増大列であることを示す。もしある iについて pi = pi+1 になってしまったとすると、Pi と
Pi+1はともに同じ SpecRの元にとぶ。よって incomparabilityより、Piと Pi+1に包含関係はない
ことになり矛盾。よってこれは真の増大列である。よって、「SpecS に長さ nの chainがあるなら
ば、SpecRに長さ nの chainができる」ことから、dimS ≤ dimRが従う（dimS =∞のときでも
大丈夫）。
以上のことから dimR = dimS である。 □

また、有限生成加群の次元は、少なくとも有限拡大なら、基礎環のとり方によらない。あとでネー
ター代数でもまたやる。

命題 15.11. R ⊂ S を可換環の有限拡大、M ∈ modS としたとき、dimMR = dimMS である。と
くに dimS = dimSR となる。

証明. Mが有限生成S加群で、R ⊂ Sが有限拡大なことより、Mは有限生成R加群なことに注意（整
拡大だとこれがまずい？？）。よってdimMR = dim(R/AnnR M)でdimMS = dim(S/AnnS M)とな
る（左は加群としてのKrull次元、右は環としてのKrull次元）。一方、R ⊂ Sは単射R/AnnR M ↪→
S/AnnS M を誘導することが分かる（落ち着けば、AnnR M = R ∩AnnS M なので）。これは明ら
かに有限拡大であるので、とくに整拡大で、２つの環の Krull次元は一致する。よって dimMR =

dim(R/AnnR M) = dim(S/AnnS M) = dimMS である。 □

これが有限拡大を整拡大に緩めたり、有限生成の仮定を排除したらどうなるかは知らない。

Part 2. 非可換、とくにネーター代数あたり

16. 半局所環について

定義 16.1. （非可換）環 Λが半局所 (semilocal)であるとは、Λ/J が半単純環なときをいう、こ
こで J := JΛ = radΛ: Jacobson根基。
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いろんな同値な言い換えがある。可換の場合はもっと楽。

命題 16.2. （非可換）環 Λについて、次は同値、また条件の「右」を全て「左」に置き換えても
同値。

(1) Λ/J が半単純環。
(2) Λ/J が右アルティン環。
(3) Λ/J が有限余生成。
(4) ある有限個の Λの極大右イデアルM1, · · · ,Mn を用いて J = M1 ∩ · · · ∩Mn とかける。
(5) Λ/J を右 Λ加群と見ると（有限生成）半単純加群。
(6) 任意の右 Λ加群M ∈ ModΛについて、socM = {x ∈M |x · J = 0} ∼= HomΛ(Λ/J ,M).

(7) 半単純右 Λ加群の（無限）直積も半単純加群。
(8) 単純右 Λ加群の（無限）直積は半単純加群。

証明. (1)-(5)はスタンダード。(6)の性質はよく使う。あとはまあ知らなくていい。
(1) ⇒ (2): 半単純環の定義を、「右加群として半単純加群」とすれば、Λ/J は有限生成半単純加

群より長さ有限、とくにアルティン。よって Λ/J は右アルティン。
(2) ⇒ (3): アルティン加群は常に有限余生成（加群M が有限余生成の定義は、0 = ∩Ni と部分

加群Ni ≤M を用いて表せるなら、左辺はゼロのままで、この共通部分を有限個に取り替えられる
こと）。

(3) ⇒ (4):

J =
∩
{M |M は極大右イデアル }

に Λ/J が有限余生成使うと、(4)のように取り替えられる。
(4) ⇒ (5): J = M1 ∩ · · · ∩Mn と極大右イデアルMi たちを使って書くと、

Λ/J ↪→ Λ/M1 ⊕ · · ·Λ/Mn

というふうに、Λ/J が半単純加群の部分加群となる。よって Λ/J は半単純右加群。
(5) ⇒ (1): 半単純環の定義の一つ。
(6)-(8)は調べてて初めて知った。(6)は割とすぐ：
(1) ⇒ (6): socM は半単純加群より、J で消える。よって (socM) · J = 0より、socM ⊂ {x ∈

M |x · J = 0} (こちらの包含は仮定何もいらない)。逆に x · J = 0だとすると、xΛ ≤M という Λ

部分加群を考える。これは、(xΛ)J ⊂ xJ = {0}となるので、J かけて消える、つまり Λ/J 加群、
よって (1)よりこれは半単純加群。なので xΛ ⊂ socX より x ∈ socX。

(6) ⇒ (5): soc(Λ/J ) = Λ/J が (6)の公式から出る。よって Λ/J は半単純加群。
(6) ⇒ (7): 「J かけて死ぬことと半単純加群が同値」が (6)から言えるので、直積考えても元を

とればすぐ半単純の直積が半単純が出る。
(7) ⇒ (8): 明らか。
(8) ⇒ (5): J の定義から、

Λ/J ↪→
∏
{Λ/M |M は極大右イデアル }

という単射があり、各 Λ/M は単純右加群。よって (8)よりこの直積も半単純加群。半単純加群の部
分加群は半単純より、Λ/J は半単純加群。 □

半局所環の重要な性質。

命題 16.3. Λを半局所環とする。Λ/J は右加群として半単純だが、Λ/J = S1 ⊕ · · · ⊕ Snと書けて
いたとする。このとき、任意の単純右 Λ加群は必ずこの Siのどれかと同型。つまり、単純右加群の
同型類は有限個しかない。

証明. S を単純加群とすると、J の定義により Λ/J ↠ S という全射がとれる（半局所いらない）。
ここで Λ = S1 ⊕ · · · ⊕ Snと単純加群の和に分かれていたので、（例えば Jordan-Hölderの組成因子
の一意性なり、半単純加群の話より、なりから、）S は Si のどれかと同型。 □
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可換の場合。

命題 16.4. 可換環 Rについて次は同値。

(1) Rは半局所、つまり R/JR が半単純環。
(2) 単純 R加群の同型類が有限個しかない。
(3) MaxRは有限集合。

証明. (1) ⇒ (2): 命題 16.3より。
(2) ⇔ (3): 「可換」環 Rでは、MaxRと、単純 R加群の同型類の集合に全単射がある。極大イ

デアルM については R/M が単純加群だし、逆に単純加群 S については AnnS が極大イデアルに
なる。これが全単射なことはすぐ確認できる（可換性に注意！）

(3) ⇒ (1): 命題 16.2の (4)が満たされるので Rは半局所。 □

例 16.5. 次は半局所環の例。

• 可換ネーター局所環。
• 可換ネーター半局所環 R上のネーター R代数（命題 17.5）。
• 右アルティン環・左アルティン環。
• semiperfect ring (半完全環)。

証明. 右アルティン環 Λが半局所を示す。自分自身 ΛΛはアルティン加群であり、その商 Λ/J もア
ルティン加群である。よって命題 16.2から Λは半局所である。または、右アルティン⇒右完全環
⇒半完全環⇒半局所、とやってもいい（オーバーキル気味）。 □

つぎに、加群の根基と環の根基との関係。正直、半局所環の性質で一番使うのはこれ（と socleの
記述くらい）だと思う。

命題 16.6. Λを半局所ネーター環とし、M ∈ ModΛとする。このとき、

radM = MJΛ
が成り立つ。M が有限生成と限定してないことに注意！

証明. 簡単のため JΛ = J と書く。
MJ ⊂ radM について。これはいつでもなりたつ！x ∈MJ とする。このとき x ∈ radM を示す。

このためには x = m · λ, x ∈ M,λ ∈ J と仮定しても十分である。radM に入ることを示すために、
任意の単純加群への射 f : M → S をとる。f(x) = 0を見ればよいが、f(x) = f(mλ) = f(m)λ = 0

となる、最後は f(m) · (−) : Λ→ S という modΛでの射に、λ ∈ J = radJ を使った。
radM ⊂ MJ について。キーは、M/MJ が Λ/J 加群となること！今 Λは半局所より Λ/J は

半単純環。よってM/MJ は半単純 Λ/J 加群、よって半単純 Λ加群。radM の定義より、M から
任意の半単純加群への射は必ず商M ↠ M/ radM を経由する。よって、

M M/MJ

M/ radM

という可換図式があり、よって radM ⊂ J となる。 □

17. ネーター代数あたり

定義 17.1. Rを可換ネーター環、ΛをR-algebraとする（R→ Λという環準同型で、像がΛの中心に
入るようなもの）。このとき、ΛがネーターR代数 (noetherian R-algebra)であるとは、ΛR ∈ modR

となるときをいう。Rが可換アルティン環のとき、ネーターR代数のことをアルティンR代数 (artin

R-algebra)と呼ぶ。

以下単にネーター R代数と呼ぶときは、Rは可換ネーター環を意味することとする。
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17.1. 定義・基本性質. まず環論的によい性質をもつことを示していきたい。

補題 17.2. Rを可換ネーター環、ΛをネーターR代数とすると、Λはネーター環である。Rがさら
にアルティンのときは、Λも両側アルティンである（artin R-algebraと呼ばれる）

証明. Λの右イデアルの上昇列は、Λの R加群としての上昇列にもなっている。いま Λ ∈ modRよ
り Λはネーター R加群。よって列は止まる。アルティンも同様。 □

実は環がネーター代数かどうかは基礎環がなくてもわかる。

命題 17.3. 環 Λについて、次は同値:

(1) ある可換ネーター環 Rが存在し、Λにネーター R代数の構造を入れることができる。
(2) Λの中心 Z(Λ)がネーター環であり、Λは Z(Λ)加群として有限生成。

証明. (1) ⇒ (2): ΛをネーターR代数とする。このとき Z(Λ)は可換環であり、また ΛのR部分加
群でもある（Rの元が中心的に作用するので）。よって Z(Λ)は有限生成 R加群であり（Rがネー
ターなので）、つまり Z(Λ)は可換ネーターR代数、よってとくにネーター環。また明らかに、Λの
R加群としての生成系は Z(Λ)加群としても生成系になっているので、Z(Λ)加群として有限生成。

(2) ⇒ (1): 明らか（R := Z(Λ)として自然に構造を入れればよい）。 □

よって、ネーター代数に関する概念が、基礎環のとり方によって変わるか変わらないかが気にな
り、そういうとこも今後みる。特に depthや次元や CM性とかについて。

2つの環の根基の関係について。

補題 17.4. Rを可換ネーター環、Λをネーター R代数とする。このとき、JR の元は JΛ の元とし
て作用する、つまり、ΛJR ⊂ JΛ である、つまり構造射を φ : R → Λとすると、φ(JR) ⊂ JΛ が成
り立つ。

証明. 今Rの元は可換に作用することから、ΛJRはΛの両側部分加群なことに注意。ΛJRが、右加
群として、ΛΛの superfluous submoduleであることを示す（極大右イデアルの共通部分に入ること
を示す、といってもよい、証明は同じ）。つまり、MΛ ⊂ Λを任意のΛ部分加群とし、ΛJR+M = Λ

が成り立つとき、M = Λなことを示す。
R加群と見て中山を使いたい。使える状況にあるかを考えると、Λは有限生成R加群であり、Λ部

分加群は自動的にR部分加群でもあるので、ΛJR+M = Λという等式はΛRのR部分加群としての
等式。よってR加群と見て中山の補題を使うことができて、M = Λが成り立つ。よって ΛJR ⊂ JΛ
である。 □

命題 17.5. Rを可換ネーターで半局所だとする。このときネーター R代数 Λも半局所である（R

が局所でも Λは局所とは限らない）。

証明. 示すことは Λ/JΛが半単純環ということ。しかし、Λの元に JRの元をかけると JΛに入った
（補題 17.4）。よって Λ/JΛ は、R加群として見ると、JR かけて死ぬ、つまり R/JR 加群である。
よって Λ/JΛ は R/JR 上のネーター代数とも見れる。
ここでR/JRは、Rが半局所より半単純環である。とくにアルティンR/JR代数。よって Λ/JΛ

はアルティン環であり、命題 16.2により Λは半局所である。 □

次に、長さ有限性がどっちで測っても同じ（長さは変わりうるが）、について。同じようなことは
あとで可換の場合に次元や depthでやる。証明は Rが半局所の場合が圧倒的に簡単なので（そうで
ない場合は文献が見当たらないしトリッキーなことをする）、それを先に述べます。

命題 17.6. Rを可換ネーター環、ΛをネーターR代数とする。このときM ∈ ModΛについて次が
成り立つ。

(1) MΛ ∈ modΛとMR ∈ modRは同値、すなわち「有限生成性は Rでも Λでも同値」。
(2) Rを半局所環とすると、MΛ ∈ flΛとMR ∈ flRは同値（実は半局所の仮定はいらない）。
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証明. (1) 束論的にもできるがとりあえず普通に。MRがR加群として有限生成とすると、明らかに
その生成系は、Λ加群としてもMΛ を生成している。よってMΛ は有限生成 Λ加群。
逆に、MΛ が有限生成 Λ加群とすると、Λn ↠ M という Λ加群の全射がある。これは R加群と

しての全射でもあり、ΛR ∈ modRなことからMR ∈ modRが従う。
(2) MR ∈ flRだとする。こちらは束論的に考えるとよい。L(MΛ) (resp. L(MR))をM の Λ部

分加群のなす束 (resp. R 部分加群のなす束)とすると、明らかに L(MΛ)は L(MR)の部分束であ
る。MR ∈ flRより L(MR)はネーター的かつアルティン的。よってその部分束 L(MΛ)もネーター
的かつアルティン的なことがすぐ分かり、よってMΛ はネーター加群かつアルティン加群、つまり
MΛ ∈ flΛ。
逆が問題。「長さ有限 Λ加群は R加群と見ても長さ有限」を示したいが、flΛはmodΛのなかで

拡大で閉じるので、「単純右 Λ加群 SΛ は SR ∈ flR」を示せば十分。
いま R が半局所より命題 17.5 により Λ も半局所である。よって SΛ は Λ/JΛ の直和因子（命

題 16.3）。ゆえに結局 Λ/JΛ ∈ flR を示せばよい。補題 17.4 により、Λ/JΛ は JR かけて死ぬ。
よって Λ/JΛは有限生成 R/JR加群であり、Rが半局所なことから R/JRはアルティン環。ゆえに
Λ/JΛ ∈ flRとなり、おわり。 □

半局所と限らない場合の証明をメモしておく。いわゆる行列式の技巧を使う。一応自分で考えた
（ネーターの仮定すらいらない）。どこにも証明を見たことがないので、誰か知ってたら教えて下さい。

命題 17.7. Rを可換環、Λを R代数で ΛR が有限生成 R加群であるものとする。このとき任意の
単純右 Λ加群 SΛ は R加群として長さ有限である。とくに、M ∈ ModΛについて、MΛ ∈ flΛと
MR ∈ flRは同値。

証明. さっきと同じく、単純 Λ加群が flRに入ることを見れば十分。SΛ を単純 Λ加群とし、I :=

Ann(SR) = {a ∈ R |Sa = 0}とする、これは Rのイデアルである。このとき、次が成り立つ:

(Claim): I は Rの極大イデアルである。
(Proof of Claim). いま S ̸= 0より 1 ̸∈ I なので、I は Rの真のイデアル。よって I を含む極大

イデアル mが取れる。I = mを示す。
Smというものを考えると、Rの元が可換に作用することに注意すれば、これは S の Λ部分加

群である。よって SΛ が単純なことより、Sm = 0か Sm = S となる。前者ならば m ⊂ I となり、
I = mが従う。Sm = S として矛盾を導く。
ここらへんから元を取り始める。SR ∈ modRより、x1, · · · , xnを Sの R加群としての生成系と

する。このとき Sm = S なことから、

x1 = x1r11 + x2r21 + · · ·+ xnrn1

x2 = x1r12 + x2r22 + · · ·+ xnrn2

...

xn = x1r1n + x2r2n + · · ·+ xnrnn

となるような rij ∈ mが存在する。行列でかくと、

[x1, · · · , xn] = [x1, · · · , xn]


r11 r12 · · · r1n
r21 r22 · · · r2n
...

. . .

rn1 · · · rnn


つまり、rij たちの行列を Aとすると、

[x1, · · · , xn](En −A) = 0
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ここで En は単位行列。よって、(En −A)の余因子行列を右から掛けることで、

[x1, · · · , xn] · det(En −A) = 0

となる。落ち着いて det(En − A)を計算すると、det(En − A) = 1 + r with r ∈ mが分かる。この
元は x1, · · · , xn すべてを殺すので、S を殺す、つまり 1 + r ∈ I ⊂ mとなる。しかし r ∈ mなこと
から、1 ∈ mが従い矛盾。 □
このことから S は、極大イデアル m := Ann(SR)を用いて、有限生成 R/m加群とみなせる。も

ちろん R/mは体なので、R/m加群として S は長さ有限。よって R加群と見ても長さ有限である。
より強く、この証明から S は R加群として R/mの直和と同型である。 □

17.2. 基礎環での局所化について. ネーター R代数 Λがあったとき、Rの素イデアル pで局所化し
て議論することをよくする。これについて正当化と簡単な性質。

命題 17.8. Rを可換ネーター環、Λをネーター R代数とし、Rの積閉集合 S をとる。このとき、
ΛS には自然にネーター RS 代数の構造が入る。また任意の Λ加群M に対して、R加群としての局
所化MS は ΛS 加群とみなせて、M ∈ modΛならMS ∈ modΛS である。

証明. やればできる。 □

ここから、つまり S での局所化は完全関手ModΛ→ ModΛS を誘導する。

命題 17.9. Rを可換ネーター環、ΛをネーターR代数、Rの積閉集合 Sをとり、M,N ∈ modΛと
する。このとき、

ExtiΛ(M,N)S ∼= ExtiΛS
(MS , NS)

という RS 加群としての同型がある。

証明. 補題 3.11と同じ。一応スケッチする。
M = Λの場合を考えると、i > 0ではゼロで、i = 0で両辺はともにNS に等しく、同型となる。

よって任意のM の場合は、Λがネーター環とM ∈ modΛより、M の射影分解で有限生成自由加群
からなるものが取れる。それについて (−, N)して局所化してコホモロジーとったのが右辺、局所化
して (−, NS)してコホモロジーとったのが左辺。よって局所化が完全だったことから、両辺は等し
い。 □

17.3. Krull次元について. ネーター代数上の加群のKrull次元が、基礎環のとり方によらないこと
を見る。このために長々と整拡大のことをやっていた。

命題 17.10. Rを可換ネーター環、Λをネーター R代数とする。このときM ∈ modΛについて、
dimMR = dimMZ(Λ) が成り立つ。

証明. もちろんM はR加群としても Z(Λ)加群としても有限生成なことに注意。よって annihilator

でわって Krull 次元を計測する。いま R → Z(Λ) という可換環の準同型があり、これは明らか
に R/AnnR M ↪→ Z(Λ)/AnnZ(Λ) M という単射を誘導する。また Z(Λ)R ∈ modR により、こ
れは可換環の有限拡大である。よって命題 15.11 により、２つの Krull 次元は一致する。よって
dimMR = dimMZ(Λ) □

定義 17.11. 可換ネーター環RとネーターR代数Λを考え、M ∈ modΛのKrull次元を、dimMR、
つまりM のR加群としてのKrull次元と定義する。上の命題により、この次元は基礎環のとり方に
よらない。

17.4. Depthについて. 次に、基礎環が局所の場合に depthを考え、これが基礎環によらずネーター
代数のみの言葉で書けることを見る。とくに、可換環の有限拡大で depthは変わらないことを見る。
まず可換のときのように depth 0の話から。

命題 17.12. (R,m)を可換ネーター局所環、Λをネーター R代数とする。このときM ∈ modΛに
ついて次は同値:
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(1) socMΛ = 0.

(2) HomΛ(Λ/JΛ,M) = 0.

(3) socMR = 0.

(4) HomR(R/m,M) = 0.

(5) mの中にM 正則元が取れる（もちろんM を R加群としてみる）。

とくに、HomΛ(Λ/J ,M) ̸= 0なことと、m ∈ AssR M は同値である。

証明. Rが局所より Λは半局所（命題 16.2）。よって命題 16.2より (1) ⇔ (2)と (3) ⇔ (4)が分か
る。また可換環の命題 9.5より (4) ⇒ (5)である。

(1) ⇒ (3): こちらが面倒。socMR ̸= 0と仮定すると、0 ̸= x ∈ socMRをとると xm = 0である。
ここで、Λ加群としての socleを作りたいので、L := Λ ≤M を考える。これは Λ部分加群であり、
Lm = 0なことからR加群として長さ有限。よって命題 17.6により Λ加群としても長さ有限である
ので、必ず socLΛ ̸= 0。よって socMΛ ̸= 0となる。

(3) ⇒ (1): socMΛ ̸= 0とする。つまり SΛ ≤ MΛ という単純 Λ部分加群がある。ここでまた命
題 17.6により、SR ∈ flRとなる（この場合はより強く、Sm = 0なことから S は半単純である）。
よってもちろん socSR ̸= 0より socMR ̸= 0。 □

定理 17.13. 可換ネーター局所環 (R,m)上のネーター代数 Λと有限生成 Λ加群M ∈ modΛについ
て、R加群としての極大M 正則列 x1, · · · , xr をとる。このとき

ExtiΛ(Λ/JΛ,M) = HomΛ(Λ/JΛ,M/M(x1, · · · , xi))

=

{
0 (i < r)

non-zero (i = r)

が全ての 0 ≤ i ≤ rで成り立つ。とくに、極大M 正則列の長さは全て一定であり、depthR M に等
しく、この量は Rのとり方によらず ΛとM によってのみ決まる。

証明. 可換環の場合と同じ。J := JΛ とする。Mi := M/M(x1, · · · , xi)とすると、Mi は Λ加群と
もなることに注意。

(最初の等号について) iについての帰納法で最初の等号を示す。i = 0のときは明らか。
長さ i− 1の正則列について等号が成り立ったとする。このとき x1, · · · , xi−1 はM 正則列より、

帰納法の仮定より Exti−1
Λ (Λ/J ,M) = HomΛ(Λ/J ,Mi−1)が成り立つ。しかし xi ∈ mはMi−1正則

なので、命題 17.12より HomΛ(Λ/J ,Mi−1) = 0である。つまり Exti−1
Λ (Λ/J ,M) = 0である。

一方

0→M
x1−→M →M1 → 0

という完全列は、Λ加群としての短完全列でもある！これに (Λ/J ,−)で長完全列伸ばすと、

0→ Exti−1
Λ (Λ/J ,M1)→ ExtiΛ(Λ/J ,M)

xi−→ ExtiΛ(Λ/J ,M)

という完全列ができるが、xi ∈ mなことより、補題 17.4より xiはΛ/J を殺す。よって一番右の写像
はゼロ写像であるので、Exti−1

Λ (Λ/J ,M1) ∼= ExtiΛ(Λ/J ,M)である。また x2, · · · , xiはM1正則な
ので、帰納法の仮定より、Exti−1

Λ (Λ/J ,M1) = HomΛ(Λ/J ,Mi)である。よって ExtiΛ(Λ/J ,M) ∼=
HomΛ(Λ/J ,Mi)となる。

(二番目の等号について) i < rのとき HomΛ(Λ/J ,Mi) = 0なことは上で既に示してる。念の為
くりかえすと、xi+1 ∈ mがMi 正則なことより、命題 17.12により HomΛ(Λ/J ,Mi) = 0となる。

i = rのとき、HomΛ(Λ/J ,Mr) ̸= 0を示す。もしゼロなら、命題 17.12により mの中にMr 正
則な元があるので、x1, · · · , xr という正則列にもう一つ元を加えることができ、極大性に矛盾。よっ
て HomΛ(Λ/J ,Mr) ̸= 0である。
あとの主張はここから明らかである。

□
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18. Bassの補題、depthとKrull次元

depthと次元についてやった Bassの補題 9.10の、ネーター代数版をやる。証明も全く同じであ
るが、記号が増えて見にくくなる。

補題 18.1. Rを可換ネーター環、Λをネーター R代数、M ∈ modΛとする。また p ⊊ qを、間に
（包含で）何も無いような SpecRの二元とする。また i ≥ 0とする。
この設定のもとで、次が成り立つ:

ExtiΛp
(
Λp

JΛp

,Mp) ̸= 0 ⇒ Exti+1
Λq

(
Λq

JΛq

,Mq) ̸= 0.

少し見にくいが、Λ = Rの場合はそのまま Bassの補題である。

証明. 証明も全く同じ。まず局所化 Λ→ Λp でのイデアル JΛp
の逆像を Λ ∩ JΛp

とかく。
また可換のときと同じく、初めから qで局所化しておいて、次を示せばよい：
(Claim): (R,m)を可換ネーター局所環、Λをネーター R代数、p ∈ SpecRで dimR/p = 1で

あり、M ∈ modΛについて、もし ExtiΛp
(Λ/JΛp

,Mp) ̸= 0なら、Exti+1
Λ (Λ/JΛ,M) ̸= 0である。

可換のときと同じく x ∈ m \ pを固定する。次の短完全列を考える:

0→ Λ

Λ ∩ JΛp

x−→ Λ

Λ ∩ JΛp

→ Λ

xΛ + Λ ∩ JΛp

→ 0

これは実際完全である！x倍が単射かどうかだけが怪しいが、確かめる: a ∈ Λについて ax ∈ Λ∩JΛp

とすると、定義より a/1 · x/1 ∈ JΛp
である。ここで a/1 ∈ Λp, x/1 ∈ Rpと見ている。一方 x ̸∈ pな

ことより x/1は Rp で可逆。よって a/1 ∈ JΛp
が従う。これは a ∈ Λ ∩ JΛp

を意味する。
この完全列に、(−,M)して長完全列を伸ばすと:

ExtiΛ(
Λ

Λ ∩ JΛp

,M)
x−→ ExtiΛ(

Λ

Λ ∩ JΛp

,M)→ Exti+1
Λ (

Λ

xΛ + Λ ∩ JΛp

,M)

ここで背理法で、Exti+1
Λ (Λ/JΛ,M) = 0だと仮定する。すると、命題 17.5と 16.3により、任意

の長さ有限 Λ加群について Exti+1
Λ (−,M) = 0が従う。

一方、 Λ
xΛ+Λ∩JΛp

をR加群とみて xR+ pかけると死ぬ。なぜなら xかけて死ぬのはおっけーで、

pをかけると、Λpの元が Λpに局所化して JΛp
に入ればよいが、これは補題 17.4より従う。よって

Λ
xΛ+Λ∩JΛp

は、ネーター的R/(xR+ p)代数である。可換の Bassの補題 9.10の証明でやってように

R/(xR + p)はアルティン環、よって Λ
xΛ+Λ∩JΛp

もアルティン環なので、加群として長さ有限であ

る。よって Λ加群としてこれが長さ有限なので、結局組み合わせて、

Exti+1
Λ (

Λ

xΛ + Λ ∩ JΛp

,M) = 0

が従う。あとは中山の補題よりすぐ、ExtiΛ(
Λ

Λ∩JΛp
,M) = 0が従い、これをpで局所化すればExtiΛp

(
Λp

JΛp
,Mp) =

0が従い、矛盾する。 □

可換のときと同じように、depthと次元との関係で次が分かる:

系 18.2. Rを可換ネーター局所環、ΛをネーターR代数、M ∈ modΛとする。このとき p ∈ AssR M

を任意にとると、
depthR M ≤ dimR/p ≤ idMΛ

となる。とくに depthM ≤ dimM ≤ idMΛ である（これらの量は Rによらなかったことに注意）。

次にネーター代数上の加群の CM性を定義するが、念の為、基礎環が CMであることを仮定する
（局所であることは仮定しない）。

定義 18.3. Rを可換ネーター CM環、Λをネーター代数、M ∈ modΛとする。

(1) M が Cohen-Macaulay (CM)であるとは、MRが R加群として CMのときをいう、つまり
任意の m ∈ MaxRについて depthRm

Mm = dimRm
Mm が成り立つときをいう。
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(2) M が極大 Cohen-Macaulay (MCM)であるとは、MR ∈ CMRのときをいう、つまり任意の
m ∈ MaxRについて depthRm

Mm = dimRm が成り立つときをいう。
(3) CMΛにより、MCMな Λ加群のなす圏を指す。少なくともRが局所CM環の場合は、Λ加
群のMCM性は定理 17.13と命題 17.10により Rのとり方によらない。

(4) Λが Cohen-Macaulay R整環 (R-order) である（単に R整環と呼ぶ）とは、Λ ∈ CMΛの
ときをいう。

19. 極小移入分解の局所化

この節では、Bass数と極小移入分解との関係をネーター代数の一般性でやる。まず局所化につ
いて。

命題 19.1. Rを可換ネーター環、S をその積閉系、Λをネーター R代数とすると次が成り立つ:

(1) 局所化関手ModΛ→ ModΛS はmodΛ→ modΛS に制限され、この制限された関手は本質
的全射である。

(2) 任意の Λ加群 E に対し、E が移入的ならば、ES は移入的 ΛS 加群である。
(3) 任意の Λ加群 E に対し、E が移入的であることと、任意の p ∈ SpecRについて Epが移入
的 Λp 加群であることと、任意の m ∈ MaxRについて Em が移入的 Λm 加群であることは
同値である。つまり移入性は局所化したところでチェックできる。

(4) 任意の Λ加群 E に対し、次の等式が成り立つ:

idΛ E = sup{idΛm
Em |m ∈ MaxR}

= sup{idΛp
Ep | p ∈ SpecR}

(5) ModΛでの本質的単射M ↪→ E が与えられると、その局所化MS ↪→ ES はModΛS での本
質的単射である。

(6) ModΛでの移入包絡M ↪→ E(M)が与えられると、その局所化MS ↪→ E(M)S はModΛS

での移入包絡である。
(7) ModΛでの極小移入分解

0→M → E0(M)→ E1(M)→ · · ·

が与えられると、その局所化

0→MS → E0(M)S → E1(M)S → · · ·

はModΛS での極小移入分解である。

証明. (1) まずM ∈ modΛがあると Λn ↠ M という全射があるので、局所化して Λn
S → MS がで

きるので、明らかに局所化は関手 modΛ→ modΛS を誘導する。
この関手が本質的全射なことを見たい。そのため、X ∈ modΛS を任意にとると、ΛS のネーター

性より

Λn
S

f−→ Λm
S → X → 0

という modΛS での短完全列ができる。ここで f は ΛS の元を成分とする行列であるが、その成分
すべての分母を払うような S の元がとれ、その払った行列倍写像の cokerは f の cokerと一致して
いる（行列の基本変形を考えれば）。よって初めから f は f : Λn → ΛmというmodΛでの射の局所
化であると仮定できる。
ここの議論を別のやり方でいうと、自然な同型HomΛ(Λ

n,Λm)S ∼= HomΛS
(Λn

S ,Λ
m
S )があった（命

題 17.9）。このもとで f に対応する射を左からとると、f/s with s ∈ S という形をしている。一方
f/1と f/sという 2つの射はModΛS で明らかに同型なので、その cokerは同型となる。
以上のような議論より、f は f : Λn → Λmの局所化なのであるが、局所化は完全関手なので、X

は Coker f ∈ modΛの局所化に同型である。
(2)これは (1)と命題 10.9から出る。ちゃんというと、Eが移入的だとする。このとき、命題 10.9よ

り、任意の有限生成ΛS 加群Xに対して Ext1ΛS
(X,ES) = 0であればよい。しかし (1)よりX = MS
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なる有限生成 Λ加群M が取れる。よって命題 17.9により Ext1ΛS
(MS , ES) = Ext1Λ(M,E)S = 0と

なる。
(3) すでに示したことより、「任意の m ∈ MaxRについて Emが移入的ならば E が移入的」を示

せばよい。このためには命題 10.9により任意の有限生成 Λ加群M について Ext1Λ(M,E) = 0を示
せばよいが、命題 2.1により、任意の m ∈ MaxRについて Ext1Λ(M,E)m = 0ならばよい。しかし
命題 17.9により Ext1Λ(M,E)m = Ext1Λm

(Mm, Em) = 0となる。
(4) (3)の証明と同じく、(1)と命題 10.9と命題 2.1と命題 17.9から同様の証明で従うので各自

チェックされたい。
(5) これは局所化で部分加群の束がどう変化するかを記述した命題 1.5を使う。他の本や可換環で

はおそらく元をとってごちゃごちゃやるのが普通であるが、以下の証明はそのめんどくささを全部
命題 1.5に押し付けている分、すごく当たり前な証明に見える（たぶんこれで証明できているはず）。
今M ∈ LΛ(E)は本質的な元である。それを局所化してMS ∈ LΛS

(ES)が本質的な元かを見たい。
命題 1.5より束の同型 LΛS

(ES) ∼= LSΛ(E)があった。よって、M ∈ LSΛ(E)を示せばよい、ここでM

はM の S による saturationである。しかしこれはM が LΛ(E)で本質的だったことからすぐに出
てくる。念の為ちゃんとやる。

0 ̸= A ∈ LSΛ(E)をとる、つまり Aは Eの 0でない部分加群で saturatedである。するとM が E

の本質的部分加群だったことからM ∩A ̸= 0である。よってM ≤M よりM ∩A ̸= 0である。な
のでM が LSΛ(E)において本質的である（ここで LSΛ(E)における meetは通常の共通部分だったこ
とに注意）。

(6),(7) これは (2)と (5)から直ちに従う。 □

また、一般に単純加群からの Extは移入分解した項への Homとみなせる:

命題 19.2. Λを非可換環、S を半単純右 Λ加群、M を任意の右 Λ加群とし、M の極小移入分解

0→M → E0 → E1 → E2 → · · ·

を取る。このとき任意の i ≥ 0に対して、

ExtiΛ(S,M) ∼= HomΛ(S,E
i)

という同型がある。

証明. まず S が半単純加群のときのみ示せばよい（直和で分かれるので）。M の極小移入分解を区
切って、

0 M i Ei M i+1 0
ιi πi

とする（M0 = M）と、定義により Ei はM i の移入包絡。
このとき、単純加群 S について、任意に φ : S → Ei をとる。

S

0 M i Ei M i+1 0

φ

ιi πi

もし φ ̸= 0なら、S が単純より φは単射、よって Imφは Ei の単純部分加群。しかしM が Ei の
本質的部分加群だったことを考えると、ImφとM の共通部分はゼロではない。よって Imφの単純
性より、Imφ ≤M となる。つまり上を可換にする点線が存在するので πφ = 0となる。
以上の議論から、(−, πi) : HomΛ(S,E

i)→ HomΛ(S,M
i+1)はゼロ写像である。よって (−, ιi+1πi)

: HomΛ(S,E
i)→ HomΛ(S,E

i+1)もゼロ写像。一方、ExtiΛ(S,M)は定義より、

HomΛ(S,E
i−1)

(−,ιiπi−1)−−−−−−−→→ HomΛ(S,E
i)

(−,ιi+1πi)−−−−−−−→→ HomΛ(S,E
i+1)

のコホモロジーである。しかし上の 2つの写像はゼロ写像より、ExtiΛ(S,M) ∼= HomΛ(S,E
i)が従

う。 □

双対的な主張は、射影被覆（が存在すれば）についても成り立つ。
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20. 移入分解の構造・移入次元有限な加群について

Λ = Rの場合はBass数がM の極小移入分解の構造を決定していたが、ネーター代数ではBassの
補題 20.1で見たように、ExtiΛp

(
Λp

JΛp
,Mp)という加群が ExtiRp

(k(p),Mp)の類似物（Λ = Rでは一

致）であり、それについて同じようなことが言える。例えば次は命題 11.9のネーター代数版である。

命題 20.1. Λを可換ネーター環R上のネーター代数とする。また有限生成 Λ加群M の Λ加群とし
ての極小移入分解

0→M → E0(M)→ E1(M)→ E2(M)→ · · ·

をとる。このとき i ≥ 0と p ∈ SpecRについて次は同値:

(1) p ∈ AssR Ei(M)、つまり Ei(M)を R加群と見ると pが associateしている。
(2) ExtiΛp

(
Λp

JΛp
,Mp) ̸= 0.

証明. p ∈ SpecRを固定する。与えられた極小移入分解を pで局所化すると Λp加群としてのMpの
極小移入分解が得られる（命題 19.1）ことを思い出そう。次の同値で主張が従う。

p ∈ AssR Ei(M)⇐⇒ pRp ∈ AssRp
Ei(M)p

⇐⇒ HomΛp
(
Λp

JΛp

, Ei(M)p) ̸= 0

⇐⇒ ExtiΛp
(
Λp

JΛp

,Mp) ̸= 0

ここで 1番目は命題 4.9、2番めは命題 17.12を Rp代数 Λpに用いた、3番目は命題 19.2と、Λpが
半局所（命題 16.2）なので Λp/JJΛp

が半単純 Λp 加群なことから。 □

これを用いて、例えば Bassの補題 18.1は「pが Ei(M)に associateしているなら、それより一
つ上の primeは全てEi+1(M)に associateしている」と読める。これを使って、移入次元が Λ/J で
図れるという命題 11.11のネーター代数版が分かる。

命題 20.2. (R,m)を可換ネーター環、Λをネーター代数、M を有限生成 Λ加群とする。このとき
d ≥ 0について、Ext>d

Λ (Λ/J ,M) = 0であることと idMΛ ≤ dは同値である。とくに、

idMΛ = sup{i ≥ 0 | ExtiΛ(Λ/J ,M) ̸= 0}

が成り立つ。

証明. 落ち着けば、Ext>d
Λ (Λ/J ,M) = 0⇔ idMΛ ≤ dのみを示せばよい。(⇐)は明らかである。

(⇒) Ext>d
Λ (Λ/J ,M) = 0だとする。このときM の極小移入分解

0→M → E0 → E1 → · · · → Ed → Ed+1 → · · ·

を取る。Ed+1 = 0を示せばよい。
背理法で Ed+1 ̸= 0とすると、R 加群として p ∈ AssEd+1 が取れる。すると命題 20.1により

Extd+1
Λp

(
Λp

JΛp
,Mp) ̸= 0となる。ここで dimR/p = l とする（局所環は有限次元！）と、p = p0 ⊊

· · · ⊊ pl = mという saturated chainが取れる。よって Bassの補題 18.1より Extd+1+l
Λ (Λ,M) ̸= 0

となり、仮定に矛盾する。 □

21. ネーター代数上の加群の移入次元

可換ネーター環の場合は定理 11.15により、移入次元は一定（環の depthに等しい）だった。こ
れのネーター代数版を与えたい。しかしネーター代数の場合は、有限次元多元環の例を考えてみれ
ば分かるように、移入次元が環の depth（次元）より上の加群はいくらでもある。しかし実は下限を
与えていることが示される。
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21.1. ネーター代数の depthで下から抑えられる. まず可換のときと同じように、（基礎環に含まれ
ている）正則元でネーター代数上の加群を割った加群の射影次元が分かる。証明は可換の場合の補
題 11.14のコピペである。

補題 21.1. (R,m)を可換ネーター局所環、ΛをネーターR代数、0 ̸= M を有限生成 Λ加群とする。
このとき mの中のM 正則列 x1, · · · , xt に対して、

pdΛ M/M(x1, · · · , xt) = pdΛ M + t

が成り立つ。とくに、mの中の Λ正則列 x1, · · · , xt に対して、

pdΛ Λ/(x1, · · · , xt)Λ = t

が成り立つ。

証明. 明らかに t = 1の場合に示せば十分である。xをM 正則なmの元とする。次の 2つが任意の
i ≥ 0について同値であることを示す。

(1) pdΛ M ≤ iである。
(2) pdΛ M/Mx ≤ i+ 1である。

いつものように短完全列

0 M M M/Mx 0x

があり、これはmodΛでの完全列である！（Rの元はM に中心的に作用するのでMxはM の Λ部
分加群である）

(1) ⇒ (2) 命題 11.13により、任意の N ∈ modΛについて Exti+2
Λ (M/Mx,N) = 0を示せばよ

い。先の短完全列に (−, N)して長完全列伸ばせば、

Exti+1
Λ (M,N) Exti+2

Λ (M/Mx,N) Exti+2
Λ (M,N)

(1)の仮定よりExt>i
Λ (M,N) = 0なことから、上の完全列の両端はゼロである。よって真ん中もゼロ。

(2) ⇒ (1) 命題 11.13により、任意の N ∈ modΛについて Exti+1
Λ (M,N) = 0を示せばよい。ま

ず pdΛ M/Mx ≤ iより Exti+2
Λ (M,N) = 0である。先の短完全列に (−, N)して長完全列伸ばせば、

Exti+1
Λ (M,N) Exti+1

Λ (M,N) 0x

という完全列ができる、つまりExti+1
Λ (M,N)上でx倍写像が全射である。ここでネーター性や有限生

成性よりExti+1
Λ (M,N)は有限生成R加群なので、R加群とみて中山の補題が使えてExti+1

Λ (M,N) =

0である。
以上より (1)と (2)が同値である。これで pdΛ M/Mx = pdΛ M +1はほとんど示せている（落ち

着けば分かる、どちらかが無限の場合でも大丈夫）しかし一つだけ確認しなければいけないことが
ある。それは pdΛ M = 0のときに pdΛ M/Mx ̸= 0なことである（上から出るのは pdΛ M/Mx ≤ 1

だけ）。これを示そう。
もし pdΛ M/Mx = 0であったと仮定すると、任意のN ∈ modΛについて次の完全列ができる:

HomΛ(M,N) HomΛ(M,N) Ext1Λ(M/Mx,N) = 0x

よって同じく中山の補題より HomΛ(M,N) = 0が出てしまう。これは例えば N = M を代入すれ
ば、M = 0となってしまい命題の仮定に反する。 □

次の定理の証明も定理 11.15のコピペである。

定理 21.2. (R,m)を可換ネーター局所環、ΛをネーターR代数、0 ̸= M を有限生成 Λ加群とする。
このとき不等式

idMΛ ≥ depthR Λ

が成り立つ（等号は成り立つとは限らない）。
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証明. t := depthΛとする。x1, · · · , xtをmの中のΛ正則列とする。ExttΛ(Λ/Λ(x1, · · · , xt),M) ̸= 0

を示せば、idMΛ ≥ tが従う。
0 ≤ i ≤ tについて帰納法でExtiΛ(Λ/Λ(x1, · · · , xi),M) ̸= 0を示す。i = 0のときはHomΛ(Λ,M) =

M ̸= 0より成り立つ。i > 0とし i− 1で成り立つとする。

0 Λ/Λ(x1, · · · , xi−1) Λ/Λ(x1, · · · , xi−1) Λ/Λ(x1, · · · , xi) 0
xi

という modΛでの短完全列がある。これに (−,M)で長完全列のばせば、

Exti−1
Λ (Λ/Λ(x1, · · · , xi−1),M) Exti−1

Λ (Λ/Λ(x1, · · · , xi−1),M) ExtiΛ(Λ/Λ(x1, · · · , xi),M)
xi

という完全列ができる。もし ExtiΛ(Λ/Λ(x1, · · · , xi),M) = 0になってしまえば、中山の補題より
Exti−1

Λ (Λ/Λ(x1, · · · , xi−1,M) = 0でなければならず、帰納法の仮定に違反する。よって示された。 □

実は Λが局所の場合には idMΛ <∞から idMΛ = depthΛが言える。次の補題を準備する（こ
れ自体有用である）。

補題 21.3. (R,m)を可換ネーター局所環、Λをネーター代数、N を有限生成 Λ加群とする。また
N の Λ加群としての極小移入分解の i項目を Ei(N)と置き、mのN 正則列 x1, · · · , xtを取る。こ
のとき次が成り立つ。

(1) 任意の単純 Λ加群 S について

HomΛ(S,N/N(x1, · · · , xt)) = HomΛ(S,E
t(N)) = ExttΛ(S,N)

が成り立つ。
(2) とくに、

socΛ N/N(x1, · · · , xt) = socΛ Et(N) = ExttΛ(Λ/J , N)

が成り立つ。

証明. N 正則元 x1 に対して
0→ N

x1−→ N → N/Nx1 → 0

というmodΛでの短完全列がある。ここで (1)では Sを (1)の Sとし、(2)では S := Λ/J と置くと、

Extt−1
Λ (S,N) Extt−1

Λ (S,N/Nx1) ExttΛ(S,N) ExttΛ(S,N)
x1

という短完全列があり、depthN = tより Ext<t
Λ (S,N) = 0が定理 17.13より従うので一番左はゼ

ロ。また x1 ∈ mなことから Sx1 ≤ SJ = 0が補題 17.4より従う。よって一番右の写像はゼロ。
つまり同型

Extt−1
Λ (S,N/Nx1) ∼= ExttΛ(S,N)

がある。以下帰納的に
ExttΛ(S,N) ∼= HomΛ(S,N/N(x1, · · · , xt))

が従う。よって命題 19.2によりまとめて

HomΛ(S,E
t(N)) ∼= ExttΛ(S,N) ∼= HomΛ(S,N/N(x1, · · · , xt))

が従う。よって (1)が示された。
(2)の状況では、左辺と右辺はそれぞれ socΛ Et(M)と socΛ N/N(x1, · · · , xt)に等しい（命題 16.2

と命題 17.5より）。 □

この準備のもと（実は使わなくてもできるが）次が言える。この主張は、Rが体（t = 0）の場合
でも非自明な主張になっていることに注意されたい。

命題 21.4. (R,m) をネーター局所環、Λ をネーター代数、0 ̸= M を有限生成加群とする。また
t := depthR Λとし、d := idΛ M <∞と仮定する。このとき次が成り立つ:

(1) t ≤ dが成り立つ。
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(2) socΛ Et(Λ)に出てくる単純 Λ加群と、socΛ Ed(M)に出てくる単純加群に、もし同型なもの
があるとすると、t = nが従う。

(3) Λが局所ならば t = dが成り立つ。

証明. (1) 定理 21.2である。
(2) まず一般に有限生成 Λ加群N について socΛ Ei(N) ∼= ExtiΛ(Λ/J , N)だったこと（命題 19.2

と命題 16.2と命題 17.5より）を思い出す。すると socΛ EdepthN (N) ̸= 0であり（定理 17.13）、も
し idΛ N <∞ならば socΛ E idNN ̸= 0である（命題 20.2）ことに注意。

socΛ Et(Λ) と socΛ Ed(M) にともに含まれる単純加群 S があったとする。このとき Λ 正則列
x1, · · · , xt を取ると、socΛ Et(Λ) = socΛ Λ/Λ(x1, · · · , xt)だった（補題 21.3）ので、完全列

0 S Λ/Λ(x1, · · · , xt) X 0

という modΛでの短完全列が取れる。これに (−, N)する。背理法で、t < dが成り立つと仮定す
ると、

ExtdΛ(Λ/Λ(x1, · · · , xt), N) ExtdΛ(S,N) Extd+1
Λ (X,N)

という完全列があり、補題 21.1により pdΛ Λ/Λ(x1, · · · , xt) = t < dなことより一番左はゼロ、ま
た idΛ N = dより一番右もゼロ。
よって ExtdΛ(S,N) = 0となるが、これは補題 21.3によりEd(N)の socleに Sがいないことを意

味し、矛盾する。
(3) socΛ Et(Λ) ̸= 0と socΛ Ed(M) ̸= 0なことから、Λが局所より単純 Λ加群は一つしかないの

で、2つの socleにはもちろん共通の単純加群がいる。よって (2)より t = dが従う。 □

よって局所の場合は「Gorensteinならば Cohen-Macaulay」の類似が言える。

系 21.5. (R,m)を可換ネーター局所環、Λをネーター R代数とする。このとき、もし Λが局所か
つ idΛΛ <∞ならば、Λは R加群として CM加群であり、

idΛΛ = depthΛ = dimΛ (≤ dimR)

が成り立つ。とくに Rを R/AnnR(Λ)で取り替えれば、ΛはMCM加群とでき、整環となる。

証明. 不等式 depthΛ ≤ dimΛ ≤ idΛΛ が系 18.2であり、Λが局所なことと idΛΛ <∞なことから
命題 21.4より idΛΛ = depthΛであるので従う。 □

21.2. 正則元で割ったときの振る舞い. 可換な基礎環R上のネーター代数Λ上の加群M については、

• p ∈ SpecRで局所化して Λp 加群Mp を作る。
• M 正則な Rの元 xを取ってきて、Λ/Λx加群M/Mxを作る。

という 2つの基本的な操作がある。正則元で割ると次元が落ちていくので帰納的にやるときに便利
（であるが元を取るのであまり好きでない）。
まず基本観察をする。Λをネーター局所環 (R,m)上のネーター代数、x ∈ mを適当にとり、Λx

を考えるとこれは Λの両側イデアルである。また、Λ/ΛxはR/(x)上のネーター代数になっている。
さらに、自然な埋め込み ModΛ/Λx ↪→ ModΛのもとで ModΛ/Λxは「Mx = 0なるM ∈ ModΛ

からなる圏」と思える。またこの埋め込みは modΛ/Λx ↪→ modΛに restrictする。
ここでは正則元で割ったときに使える命題をいくつか示す。次の命題は、「正則元で割った環での

Ext群を、もとの環での Ext群で記述する（もしくはその逆）」を言っており、Extが次数ズレで変
化することを言っていて、非常に有用である。

命題 21.6. (R,m)を可換ネーター環、Λをネーター R代数、M を有限生成 Λ加群とする。また
x ∈ mを Λ正則かつM 正則な元とし、Λ := Λ/Λx, M := M/Mxとする。このとき各 i ≥ 0につい
て、modΛ/Λx→ modRという 2つの次の関手の自然同型

Exti
Λ
(−,M) ∼= Exti+1

Λ (−,M)

が存在する。つまり各X ∈ modΛを上につっこんだら同型になる。
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証明. 各 iについて上の自然同型が存在することを iについての帰納法で示す（いわゆる導来関手の
一意性とかの議論らしい、まあ帰納法で地道にできる）。
まず仮定より次の modΛでの完全列

0 M M M 0

0 Λ Λ Λ 0

x

x

がある。
(Step 1): i = 0のとき。M についての完全列にX ∈ modΛを突っ込むと、

HomΛ(X,M) HomΛ(X,M) Ext1Λ(X,M) Ext1Λ(X,M)x

ここでXx = 0であり xはM 正則なので、系 4.25より HomΛ(X,M) = 0である。また最後の射は
Xx = 0よりゼロ射。つまりHomΛ(X,M) ∼= Ext1Λ(X,M)というX についての自然同型がある。ま
た modΛ ↪→ modΛは忠実充満より HomΛ(X,M) = HomΛ(X,M)なので、i = 0で従う。

(Step 2): X ∈ projΛに対しては Ext>1
Λ (X,M) = 0となる。つまり Ext>1

Λ (Λ,M) = 0を示せば
よいが、これは Λについての短完全列から pdΛ Λ = 1が補題 21.1のように従うのでよい。

(Step 3): i ≥ 0のとき同型があるとして i+1で同型つくる。X ∈ modΛを取る、これをmodΛ

で syzygyとると、

0 X ′ P X 0

という modΛでの短完全列で P ∈ projΛが取れる。これに Λ(−,M)で長完全列のばせば

Exti
Λ
(P,M) Exti

Λ
(X ′,M) Exti+1

Λ
(X,M) 0

Exti+1
Λ (P,M) Exti+1

Λ (X ′,M) Exti+2
Λ (X,M) Exti+2

Λ (P,M) = 0

≃ ≃

という上の完全列ができ、また Λ(−,M)をして長完全列のばせば下の完全列ができる。また縦の射
は帰納法の仮定より存在し、下の完全列の最後の項は (Step 2)よりゼロである。よって余核の普遍
性より点線の同型が誘導され、これが求めるものである。 □

これにより、加群の移入次元が、正則元で割ると 1減ることが示せる:

系 21.7. (R,m)を可換ネーター局所環、Λをネーター R代数、M ∈ modΛをとる。また x ∈ mを
Λ正則かつM 正則な元とする。このとき

idΛ M = idΛ/Λx M/Mx+ 1

が成り立つ（どちらかが無限でもよい）。

証明. まず先ほどと同様に Λ := Λ/Λx、M := M/Mxとおく。いま depthΛ ≥ 1なので idΛ M ≥ 1

が定理 21.2より成り立つ。よって次を示せばよい: n ≥ 0に対して、idΛ M ≤ n+1⇐⇒ idΛ M ≤ n。
(⇒) 任意のX ∈ modΛに対して Ext>n

Λ
(X,M) = 0を示せばよいが、命題 21.6により、

Ext>n
Λ

(X,M) = Ext>n+1
Λ (X,M) = 0

が idMΛ ≤ n+ 1より従う。
(⇐) こちらは先程の議論はそのままでは適応できない（なぜなら適当に X ∈ modΛをとってき

てもXx = 0と限らないから）。しかし命題 20.2を使えば回避できる。
命題 20.2により、ExtΛ > n+ 1(Λ/J ,M) = 0を示せばよい（J = JΛ）。しかし補題 17.4によ

り Λ/J · x = 0である。よって命題 21.6が使えて、

Ext>n+1
Λ (Λ/J ,M) = Ext>n

Λ
(Λ/J ,M) = 0

が idΛ M ≤ nより従う。 □
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21.3. CM圏との移入次元のズレ. 次に可換 CM環上の CM整環 Λに限定して、その CMΛでの移
入次元と modΛでの移入次元を比較する。
まず基礎環を局所と限らない一般性でやると、次の条件を仮定するのが無難である。

定義 21.8. 可換d次元ネーター環Rが等余次元 (equi-codimensional)であるとは、任意のm ∈ MaxR

について dimRm = dが成り立つときをいう。

もちろん可換ネーター局所環は自動的に等余次元である。

命題 21.9. Rを可換 d次元 Cohen-Macaulay環（局所と限らない）で等余次元とし、Λを R整環
とする。このとき 0 ̸= N ∈ modΛについて以下が成り立つ。

(1) idNΛ ≥ dである。
(2) i ≥ 0について以下は同値である

(a) idNΛ ≤ d+ iである。
(b) 任意のM ∈ CMΛについて Ext>i

R (M,N) = 0が成り立つ。
(c) 任意のM ∈ CMΛについて Exti+1

R (M,N) = 0が成り立つ。

証明. (1) まず idNΛ = sup{idΛm
Nm |m ∈ MaxR}が命題 19.1より成り立った。一方 dimR = dな

ので、dimRm = dなるm ∈ MaxRが取れる（等余次元を使えばここはどうとってもよいが、こちら
には等余次元は必要ない）。そのmについて、定理 21.2より idNm ≥ depthRm

Λmである。しかしΛ

はR加群としてMCMであるので、ΛmはRm加群としてMCMなので、depthRm
Λm = dimRm = d

である。よって idNm ≥ dなので、idN ≥ dとなる。
(2) 同値性を証明していく。
(a)⇒ (b): ここが一番非自明である。まず (R,m)が局所の場合を先に考える。このときM ∈ modΛ

を任意にとり、t := depthR M についての帰納法で、Ext>d+i−t
Λ (M,N) = 0を示せば、t = dのとき

に主張が従う。
まず t = 0の場合は、(a)の仮定により Ext>d+i

Λ (M,N) = 0なのでよい。t = depthM > 0とす
る。このときM 正則元 x ∈ mを取ると、いつもの modΛでの短完全列

0→M
x−→→M →M/Mx→ 0

を取ると、depthM/Mx = t− 1である。よって帰納法の仮定により Ext>d+i−t+1
Λ (M/Mx,N) = 0

である。よって j > d+ i− tについて、長完全列

ExtjΛ(M,N)
x−→ ExtjΛ(M,N)→ Extj+1

Λ (M/Mx,N)

ができるが、j+1 > d+i−t+1なので最後の項はゼロである。よって中山の補題によりExtjΛ(M,N) =

0である。
次にRを局所と仮定しない場合を考える。M ∈ CMΛを任意にとると、Ext>i

Λ (M,N) = 0を示し
たい。このため任意にm ∈ MaxRをとり、Ext>i

Λm
(Mm, Nm) = 0であればよい。だがMm ∈ CMΛm

であり、Rが等余次元なので dimRm = dなことより、局所の場合から従う。
(b) ⇒ (c): 自明。
(c) ⇒ (d): 任意のM ∈ modΛに対して Extd+i+1

Λ (M,N) = 0を示せばよい。しかし次の modΛ

での短完全列
0→ ΩdM → Pd−1 → · · · → P1 → P0 →M → 0

で Pi ∈ projΛなるものを取る（つまり射影分解とっていって d次 syzygyをとる）。すると Λが R

整環なので Λ ∈ CMΛであったので、depth lemma（補題 9.29）より ΩdM ∈ CMΛが従う。
よって Extd+i+1

Λ (M,N) = Exti+1
Λ (ΩdM,N) = 0となる。 □

つまり「CMΛ での移入次元は、modΛ での移入次元マイナス d」が成り立つ。ここからすぐ、
CMΛでの移入対象について次のことが分かる:

系 21.10. Rを可換 CM環で d次元かつ等余次元とする。このとき R整環 Λ上の 0 ̸= N ∈ CMΛ

について次が同値。
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(1) N は完全圏 CMΛでの移入的対象である。
(2) idNΛ = dである。

Appendix A. Matlis双対について

いわゆるMatlis加群が加群圏の適切な部分圏の双対を与えることについて。完備を仮定するとい
ろいろよいことが言えるが、とりあえず仮定はあまりせずにやる。
まず加群圏の injective cogeneratorについて。

命題 A.1. Λを一般の非可換環、E ∈ ModΛを有限生成と限らない右 Λ加群とする。このとき E

がModΛの移入余生成子であるとは、

(1) EΛ が移入的 Λ加群である。
(2) 関手 HomΛ(−, E) が忠実である、つまり任意の射 M → N に対して、HomΛ(N,E) →

HomΛ(M,E)がゼロならばもとの射はゼロである。

まず次の判定条件がある。

命題 A.2. Λを環、E を移入的 Λ加群とする。このとき次は同値である。

(1) E は移入余生成子である。
(2) 任意のゼロでない加群X ∈ ModΛに対してゼロでない射X → E が必ず取れる。
(3) 任意のゼロでない有限生成加群X に対してゼロでない射X → E が取れる。
(4) 任意の単純 Λ加群 S に対してゼロでない射 S → E が取れる。
(5) 任意の単純 Λ加群 S に対して単射 S ↪→ E が取れる。

証明. (1) ⇒ (2): 恒等射 X → X がゼロでないので、恒等射 HomΛ(X,E) → HomΛ(X,E)がゼロ
でない。よってゼロでない射X → E が取れる。

(2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (5): 明らか。
(5) ⇒ (2): ゼロでない加群X を取ると、ゼロでない有限生成部分加群 Y ≤ X が取れる。このと

き Y が有限生成より単純加群への全射があり、そこから E に合成する Y ↠ S ↪→ E を考えるとゼ
ロでない。ここで E の移入性よりこの写像をX へ拡張できる。

(2) ⇒ (1): ゼロでない射 X → Y を取ると、X ↠ Z ↪→ Y と像に分解すると Z ̸= 0 であ
る。よって Z → E というゼロでない射が取れ、移入性より Y → E に拡張される。この射は
HomΛ(Y,E)→ HomΛ(X,E)のもとでX ↠ Z → E に行くが、これはゼロでない。 □

環の移入余生成子として、「単純加群が有限個」か「右ネーター」かの設定で非常に自然なものが
取れる。

命題 A.3. Λを次のいずれかを満たす非可換環とする:

(1) 単純 Λ加群の同型類が有限個。
(2) Λは右ネーター。

このとき、E :=
⊕

E(S)（S は単純 Λ加群の同型類を走る）は移入余生成子である。

証明. 先程のやつを使えば、移入性のみが微妙である。右ネーターなら移入加群は無限直和で閉じ
る（命題 10.10）ので E は移入加群。もし同型類が有限個ならもちろん有限直和なので E は移入加
群。 □

定義 A.4. 右ネーター環 Λに対して、E :=
⊕

E(S)（Sは単純加群の同型類を走る）のことを極小
移入余生成子と呼ぶ。

例えば可換ネーター局所環 (R,m, k)について、極小移入余生成子は E(k)である。
このもとで、次のような一般的な双対性がある。
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命題 A.5. Λ,Γを非可換環、ΓEΛを両側 (Γ,Λ)加群であり、EΛと ΓEがそれぞれModΛとModΓop

の移入余生成子であるようなものとする。このとき次の自然変換

ηX : X → HomΓ(HomΛ(X,E), E) in ModΛ

µY : Y → HomΛ(HomΓ(Y,E), E) in ModΓop

があるが、次が成り立つ:

(1) この ηX と µY は常に単射である。
(2) ref(EΛ) := {X ∈ ModΛ | ηX は同型 } と ref(ΓE) := {Y ∈ ModΓop |µY は同型 } という

ModΛとModΓop の充満部分圏を定義すると、これらはそれぞれの加群圏の中の Serre部
分圏である。

(3) ref(EΛ)と ref(ΓE)は (−, E)により完全圏として双対である:

ModΛ ModΓop

ref(EΛ) ref(ΓE)

HomΛ(−,E)

HomΓ(−,E)

≃

(4) X ∈ ref(EΛ)とし Y := HomΛ(X,E)とおくと、束の反同型

L(XΛ) L(ΓY )≃

が存在する。とくに X が有限生成であることと Y が有限余生成であることは同値、X が
ネーター加群であることと Y がアルティン加群であることは同値、X が長さ有限であるこ
とと Y が長さ有限であることは同値である。

証明. まず (−, E)は両方向とも、移入性より完全関手であることに注意。
(1) ηX が単射を見る、このためには、0 ̸= x ∈ X をとると、あるX → Eが存在し xがゼロでな

い元に飛べば良い。これには Λ→ X という xに対応する射をとって、E が移入余生成子なことか
らX → E であって合成 Λ→ X → E がゼロでないものが取れる。それが求めるものである。

(2) 任意の短完全列 0→ L→M → N → 0をModΛでとると、

0 L M N 0

0 ((L,E), E) ((M,E),M) ((N,E), E) 0

ηL ηM ηN

という可換図式（縦は単射）がEの移入性と (1)よりできる。もし ηLと ηN が同型なら 5-lemmaに
より ηM も同型、つまり ref(EΛ)は拡大で閉じる。逆に ηM が同型だとすると、上の可換性より自然
と ηLと ηN も同型でなければならないことがすぐ分かる（diagram chaseもしくは snake lemma）。
よって ref(EΛ)はModΛの Serre部分圏である。

(3) これは２つの (−, E)が反変随伴になっていることから抽象論で従う。一応ちゃんとやると、
調べるべきは「X ∈ ref(EΛ)ならば (X,E) ∈ ref(ΓE)」だけ示せば、あとは ref(EΛ)とかの定義に
より圏の双対があることが従う。次の図式を考える。

(X,E) (((X,E), E), E)

(X,E)

µ(X,E)

(ηX ,E)

おちついて元を取ると可換であるので、ηX が同型ならば µ(X,E) が同型が従う。
(4) まず ref(EΛ)と ref(ΓE)は加群圏の Serre部分圏なのでアーベル圏であり、(−, E)により双対

になっていて、しかも Serreなのでそれぞれのアーベル圏での部分対象は通常の部分加群と同じも
のである。よって従う。 □
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一般論で言えるのはここまでで、あとは環に制限をつけたときに実際にこういう双対を作る。
基本的に使うのは可換の場合なのでそれでやります。

定理 A.6. Rを可換ネーター環とし、極小移入余生成子 E を取る、つまり

E :=
⊕

m∈MaxR

E(R/m).

このとき、HomR(−, E) : ModR ↔ ModRは、長さ有限加群の圏の双対 flR
≃←→ flRを誘導する。

この双対性のことをよく (−)∨ と書く。

証明. 先程の状況になっている（E は (R,R)両側加群であり移入余生成子になっている）ことに注
意する。
まず HomΛ(S,E) ∼= S を示す。

HomΛ(S,E) = HomΛ(S,
⊕

m∈MaxR

E(R/m))

=
⊕

m∈MaxR

HomΛ(S,E(R/m))

= HomΛ(S,E(S))

= S

と計算できる。ここで二番目は Sが有限生成より。三番目は、一般に単純加群 S′についてE(S′)は
simple essential socle S′ を持つので、S と S′ が非同型ならば S → E(S′)はゼロ射でしかないこと
が分かる（像を考えれば S と同型な E(S′)の部分加群ができ、これは S′ の本質性より S に一致す
るはず。）最後は、S = R/mと極大イデアル用いて書くと、HomΛ(R/m, E(R/m)) = R/mであるか
だが、左辺は E(R/m)のうち mで消える元全体であり、もちろん R/mを含む。しかし一致してい
ないならば、E(R/m)には R/m以外にも単純部分加群があることになり、R/mが E(R/m)の中で
本質的なことに矛盾する。
以上から HomΛ(S,E) ∼= S が R加群として成り立つ。よって ηS : S → ((S,E), E)を考えると、

((S,E), E) = (S,E) = Sとなり、ηS は Sから Sへの写像と思える。しかし一般に ηS は単射だった
ことを考えれば、長さを比較して ηS は同型が従う。
拡大を考えれば (−, E) : flR ⇆ flR : (−, E)という関手が well-definedなことがすぐ分かり、ま

た ref(E)が拡大で閉じていたことと任意の単純加群について S ∈ ref(E)なことを使えば、この関手
は 2回やったらもとに戻ることが分かる。よって (−, E)は flRの自己双対を与える。 □

さらに実は完備局所環上で考えれば、ref(E)は modRを含むことが分かり、そこ上では modR

と artR（アルティン加群の圏）の双対が与えられていることが分かる。
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