
「指数定理からゲージ理論へ III」講義ノート　

予備知識
(接続、曲率、特性類、Dirac作用素)

古田幹雄 (述)

田中祐二 (記)

2001. 9 .22

（於　蓼科）



2



目 次

1 接続 2

1.1 接続の局所座標を使った定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 接続の共変微分による定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.3 接続の主G束 P の水平分布による定義 . . . . . . . . . . . 5

2 曲率 5

2.1 曲率の局所座標を使った定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2 曲率の共変微分をによる定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.3 曲率の主G束 P の水平分布による定義 . . . . . . . . . . . 7

2.4 補足 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 特性類 8

3.1 公理による特性類の定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

3.2 曲率を使った定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3.3 分類空間を使った定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3.4 障害類としての定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

3.5 公理と代数的位相幾何をあわせた定義 . . . . . . . . . . . . 12

4 Dirac作用素 13

4.1 Spin群とその表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

4.2 Spin多様体とDirac作用素 . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

4.3 Dirac作用素の例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1



このノートは蓼科での勉強会の初日に、参加者が蓼科に着いたのか着い
てないかを考える間も与えず、古田氏がこれから続く講演のための準備と
して速口でまくしたてたものを記録したものである。会場の蓼科山荘は標
高２０００メートルの位置にあり、９月にもかかわらず１０度を軽く下回
る気温で、うだるような暑さの下界からこの地に来たものにとってはこた
える寒さだった。しかし、そんなことはすぐに問題ではなくなった。なぜ
なら、それにもまして古田氏の恐るべき速口1と速書きに、参加者はまさ
に心身ともに凍えあがったからである。いや、これはこれから始まるこの
勉強会のテンションの高さを予感あるいは期待させるような震えであった
のであろう。

1 接続

Gを Lie群（具体的にはGLn(R), GLn(C), O(n), U(n)を想定すればよ
い。）、gをその Lie代数とし、V をGの表現空間（具体的には Rn,Cn）、
準同型 ρ : G → GL(V )を Gの表現とする。ここで、X を多様体として

X 上の G主束 P G
−→ X を考える。このとき、先の表現 ρを使うと P に

同伴するベクトル束E = P ×G V が構成される。以下では、P,Eに対し
て次の３つの方法で接続を定義しそれらの間の関係について述べることに
する。

• 局所座標を使った定義

• 共変微分による定義

• 主G束の水平方向としての定義

接続の定義を与える前にいくつか記号の準備をしておく。X の開被覆
{Uα}を各 Uα上で P が自明化されているものを取っておく。つまり、

P =
⋃
α

Uα ×G

とする。また、P の変換関数を

gαβ : Uαβ → G

と書く。ここで Uαβ := Uα ∩ Uβ である。このとき、P の切断 S = {sα}
を sα : Uα → Gで

gαβsβ = sα on Uαβ
1古田氏に多少早口だったかもしれないな、とは思わなくもなかったけど、と指摘され

たことをおことわりしておきます。
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を満たすものとして定義する。
P の同伴ベクトル束についてもP のときと同様E =

⋃
α Uα×V として

おき、Eの変換関数は

gVαβ : Uαβ → GL(V )

と書くことにする。

1.1 接続の局所座標を使った定義

定義 1.1. 主G束の接続A = {Aα}をAα : Uα → Ω1(Uα,End(V ))で、

Aβ = g
−1
αβAαgαβ + g

−1
αβdgαβ (1.1)

を満たすものとして定義する。

定義 1.2. 同伴ベクトル束の接続A = {Avα}をA
V
α : Uα → Ω

1(Uα,End(V ))

で、
AVβ = g

V
αβ
−1AVα g

V
αβ + g

V
αβ
−1dgVαβ

を満たすものとして定義する。ただし、G = O(n), U(n)のときは AVα の
像が歪対称 (歪エルミート)なものだけを考えることにする。

注意 1.3. 式 (1.1)は形式的に

g−1αβ (d+Aα)gαβ = d+Aβ

と書ける。

注意 1.4 (Aの住み家). CP :=
∐
α Uα × g と置き、

Aβ ∼ g
−1
αβAαgαβ + g

−1
αβdgαβ

で貼り合わせるとファイバー束 CP / ∼→ X ができる。CP / ∼はベクト
ル束でないことに注意。このとき、主G束 P の接続はCP / ∼の切断であ
ると思える。

1.2 接続の共変微分による定義

定義 1.5. ベクトル束 E → X の共変微分∇を線型写像

∇ : Γ(E)→ Γ(T ∗X ⊗E)

で、f ∈ C∞(X) , s ∈ Γ(X,E)に対して、

∇(fs) = df ⊗ s+ f∇s

を満たすものとして定義する。
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さらに、G = U(n), O(n)のときは、

d(s0, s1) = (∇s0, s1) + (s0,∇s1)

を要求する。（計量を保つ接続。）

局所座標を使った定義との関係 E|Uα = Uα × V , s|Uα : Uα → V にお
いて∇sを局所的に表示すると、

∇s|Uα = ds+A
V
α s

と書ける。

注意 1.6. さらに、∇は共変外微分:

d∇ : Ω
k(E)→ Ωk+1(E)

に拡張できる。ここで、Ωk(E) = Γ(ΛkT ∗X ⊗ E)であり、k = 0のとき
d∇ = ∇である。この拡張は

d∇(ω ∧ s) = d∇ω ∧ s+ (−1)
degωω ∧ d∇s

で一意に特徴づけられる。ここで ω ∈ Ω�(E), s ∈ Ωk(E)である。
さらに、

d∇ : Ω
k(End (E))→ Ωk+1(End (E))

も定義され、

d∇(α ∧ s) = (d∇α) ∧ s+ (−1)
degωω ∧ d∇s

となる。（この関係式で一意に特徴づけられる。）

線型写像
tr : End (Cn)→ C

を考えよう。この写像から

tr : End (E)→ C

が定義できて、次の図式は可換になる。

Ωk(End (E))
tr

−−−→ Ω��d∇ �d
Ωk+1(End (E))

tr
−−−→ Ω�+1
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1.3 接続の主G束 P の水平分布による定義

主G束 π : P → Xに対して、G不変な水平方向を各点で与えることを
考える。すなわち、完全列

0→ TfiberP → TP → π
∗TX 　

のG不変な分裂を主G束の接続AP と定義する。
上の完全列の分解を TfiberP がGの無限小作用で P × g (trivial)になっ
ていると考えることも可能である。すると、分裂はAP : TP → gつまり、
AP ∈ Ω1(P, g) だと思える。しかし、AP ∈ Ω1(P, g)ならばすべて主G束
の接続と言えるかというとそうではない。P のファイバーは Lie群G で
あるが、g ∈ Ω1(G, g)により無限小作用に対応する canonicalなものとし
てMauer-Cartan形式 g−1dgがある。AP : TP → gが接続であるために
は、AP のファイバーへの制限がMauer-Cartan形式となっている必要が
ある。

局所座標を使った定義との関係 局所座標を使って定義された接続 {Aα}
とは次式で関係する。

AP = g
−1Aαg + g

−1dg (1.2)

この式で第１項は水平方向、第２項はファイバー方向の成分を与える。つ
まり、自明化に対応する切断を sαと書くことにすると、

s∗αAP = Aα

が成立する。

共変微分による定義との関係 Eの切断 s ∈ Γ(E)に対して

π∗ : P → V

を定めることができる。∇sとは πsを P 上で水平方向に微分したものに
他ならない。つまり、正確には、X 上のベクトル場 vとその P 上の水平
持ち上げ ṽに対して

π∗〈v,∇s〉 = 〈ṽ, dπ∗s〉

が成立する。

2 曲率

主G束 P あるいはベクトル束Eに接続を定義すると、その曲率も定義
することができる。ここでは前節と同様、曲率に関しても３つの定義を与
え、それらの関係について述べる。
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2.1 曲率の局所座標を使った定義

局所座標を使った定義では、主G束の接続はA = {Aα} , Aα ∈ Ω1(Uα, g)
であった。このとき接続 Aの曲率 F (A) := {F (Aα)}を

F (Aα) := dAα +
1

2
[Aα ∧Aα]

で定義する。同伴ベクトル束に対しても同様に、

F (AVα ) := dA
V
α +A

V
α ∧ A

V
α

と定義する。

注意 2.1 (F (A)の住み家). 座標変換で曲率は

F (Aβ) = g
−1
αβF (A)gαβ

と変換する。gP =
∐
Uα × g を F (Aβ) = g−1αβF (A)gαβ で貼り合わせる

とベクトル束 gP → X ができる。曲率 F (A)はこのベクトル束の切断で
ある。

2.2 曲率の共変微分をによる定義

共変外微分の合成

d∇ ◦ d∇ : Ω
k(E)→ Ωk+2(E)

を考える。特に
d∇ ◦ d∇ : Γ(E)→ Ω

2(E)

である。このとき、次の事実が成立する。

事実 2.2. F (∇) ∈ Ω2(End(E)) が存在して

d2∇s = F (∇) ∧ s

が成立する。

この F (∇)を∇の曲率と定義する。
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局所座標を使った定義との関係 Gの表現 ρから誘導される写像

ρ : Ω2(gP )→ Ω
2(End(V ))

により、F (A)はF (∇)にうつされる。これがF (A)とF (∇)の関係である。
また、G = U(n), O(n)のときは、接続として計量を保つものを考えて
いた。このとき、曲率は End(E)の代わりに u(E), o(E) に値を持つ２形
式となる。

注意 2.3 (Bianci恒等式).

d∇F (∇) = 0

証明. Eの切断 sに対して、

0 = d3∇s− d
3
∇s

= d∇F (∇)s− F (∇)(d∇s)

= (d∇F (∇))s

2.3 曲率の主G束 P の水平分布による定義

主 G束 P の水平分布による定義では、接続は AP ∈ Ω1(P, g)で G不
変、ファイバーに制限すると canonicalなものに一致するものとして定義
された。このとき、AP の曲率F (AP )は dAP の (水平方向)∧ (水平方向)-
成分として定義される。つまり、v0, v1をX 上のベクトル場、ṽ0, ṽ1をそ
れらの P 上への水平持ち上げとすると、

π∗F (AP )(v0, v1) = dAP (ṽ0, ṽ1)

が成立する。

2.4 補足

以下の事項は講演では述べられなかったのですが、古田幹雄氏が、これ
だけだと不足だけどないよりはいいでしょうとおっしゃっていたものをそ
のまま付け加えておきます。

1.平行移動について．
・接続をひとつ固定する．2点 p, qを結ぶ区分的に滑らかな曲線に対
して，「水平持ち上げ」が定義される．（正確には p上のファイバーの
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点 p̃を固定すると，p̃を始点とする曲線が「水平持ち上げ」として定
まる．）
・「水平持ち上げ」を用いて，pのファイバーから qのファイバーへ
曲線にそった「平行移動」と呼ばれる写像が定義される．
・「水平持ち上げ」あるいは「平行移動」を用いて接続を定義するこ
とも可能である．

2.平坦接続について．
・曲率が恒等的に０であることと，平行移動が曲線のホモトピー類の
みに依存することとは同値である．このとき接続は「平坦」であると
いう．
・平坦接続に対して，基本群から構造群への準同型が定まる．これを
「ホロノミー表現」とよぶ．（正確には，基点上のファイバーの自明化
をひとつ固定するごとに定まる．）
・平坦接続の同型類は，基本群から構造群への準同型の共役類と，一
対一に対応する．

3 特性類

次にベクトル束の特性類を６通りの方法で定義する。とはいっても、こ
こで扱うのは、R係数の Chern類及びChern標数のみである。

3.1 公理による特性類の定義

まず、公理を与えることで特性類を定義する方法について述べる。当
然、この定義では、きちんと公理を満たす特性類が存在することを示す必
要がある。
X を CW 複体、E → X を Cn 束とする。このとき、E の Chern類
ck(E) ∈ H

2k(X,Z)および、Chern標数 chk(E) ∈ H2k(X,Q)は、以下で
述べる公理を満たすものとして定義される。
まず、ck(E) ∈ H2k(X,Z)および、chk(E) ∈ H2k(X,Q)は、自然性と
呼ばれる次の条件: f : X → X に対して

ck(f
∗E) = f∗ck(E)

chk(f
∗E) = f∗chk(E)

を満たさなければならない。また、

c := c0 + c1 + c2 + · · ·

ch := ch0 + ch1 + ch2 · · ·
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に対して
c(E0 ⊕ E1) = c(E0)c(E1)

ch(E0 ⊕E1) = ch(E0) + ch(E1)

ch(E0 ⊗E1) = ch(E0)ch(E1)

を満たし、さらに
c0 = 1

ch0(E) = rankE

c1 = ch1

も満たし、直線束　 L→ X に対して、

ch(L) = ec1(L)

でなければならない。
以上の公理により normalizationを除いてベクトル束 E の Chern類及
び、Chern標数は一意的に決まる。Normalizationは、例えば、P2(C)で
のP1(C)の法束:

ξ → X

で与えることができる。すなわち、

H2(P1(C)) ∼= Zα

なので
c1(ξ) = α

と normalizeする。あるいは一般的な normalizationとして

cn(E) = e(E)

を採用することもできる。ここで、n = rankEであり、e(E)はEuler類で
ある。この場合、あらじかじめ例えばThom類の制限というようにEuler
類を定義しておく必要がある。

3.2 曲率を使った定義

X が多様体のときには、曲率を使って特性類を定義することが可能で
ある。(Chern-Weil理論)
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階数 nの複素ベクトル束 E → X を考えよう。このとき Aを Eの接続
とすると、その曲率 FAは Ω2(End(E))の元であった。そこで、

exp : Ω2(End(E))→
⊕
k

Ω2k(End(E))

を考え、（Taylor展開で定義する）

ch(A) := tr
(
e
√
−1
2π
FA
)

と定義する。このとき、ch(A) =
∑
k chk(A)と書くと、

注意 3.1. chk(A)は閉形式である。

　

証明. Bianki恒等式より、d∇FA = 0だから、

0 = trd∇FA = d(trFA)

したがって、trFAは閉形式である。同じ議論を e
√
−1
2π
FAに使えばよい。

次に、det : End (E)→ Cから

det : (Ω0 ⊕ Ω2)(End(E))→
⊕
k

Ω2k(End(E))

を定義し、 ∑
k

ckλk := det

(
λidE +

√
−1

2π
FA

)

と定義する。実は、ck(A)は chk(A)の多項式で書ける。また、

ck(E) := [ck(A)]

は接続Aの取り方に依存しないことが示せる。

3.3 分類空間を使った定義

無限次元Grassmann多様体:

BUn = Gr(n) = {V ⊂ C
∞; dim V = n}

と、その上の普遍Cn束:
ξn → Gr(n)

を考える。ここで

C∞ := lim(C ⊂ C2 ⊂ C3 ⊂ · · · )

である。
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事実 3.2. X 上の任意のCn束E → X に対して

f : X → BUn

が存在して、
E ∼= f∗ξn

となる。さらに f は up to homotopyで一意的である。

事実 3.3.
H∗(BUn,Z) = Z[c1, c2, · · · cn]

H∗(BUn,Q) = Z[ch1, ch2, · · · chn]

ここで、c1, c2, · · · cn 及び、ch1, ch2, · · · chn は次のようなものである。
まず、Cn束:

⊕ni=1π
∗
i ξ1 → CP

∞ × · · · × CP∞︸ ︷︷ ︸
n 個

を考える。ここで、CP∞ = BU(1)であり、πiは i成分への射影である。

f : CP∞ × · · · × CP∞ → BU(n)

から

H∗(BU(n))→ H∗(CP∞× · · · ×CP∞) =
⊗
n 個

H∗(CP∞) = Z[x1, . . . , xn]

が定義される。ここで、H∗(CP∞) = Z[xi]であり、xi ∈ H2(CP∞)は
H∗(CP∞)の生成元である。この写像によって、Z上 x1, . . . , xnの k次対
称式にうつるものが ck であり、Q上

∑n
k=1 x

k
i /k!にうつるものが chk で

ある。
Cn束 E → X に対して、f : X → BU(n)を使い、

ck(E) := f
∗ck

chk(E) := f
∗chk

と定義する。

3.4 障害類としての定義

X は三角形分割されているとする。階数 nの複素ベクトル束 E → X
を考える。このとき、Chern類 cn(E)を、ベクトル束 Eが至る所消えな
い切断を持つための第１障害類として定義する。すなわち、

cn(E) ∈ H
2n(X,π2n−1(S(C

n)))
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である。ここで S(Cn)は 2n− 1次元球面に同相であり、

π2n−1(S(C
n)) ∼= Z

である。また、i < 2n− 1ならば、

πi(S(C
n)) = 0

である。別の言い方では、これはEuler類の定義をを与えているといって
もいい。
次に、ベクトル束Eが至るところ消えない一次独立な２つの切断 s1, s2
を持つための第１障害類として cn−1(E)を定義する。すなわち、

cn−1(E) ∈ H
2n−2(X,π2n−3(V2(C

n)))

である。ここで、

V2(C
n) := {Cn内の一次独立な２つの一次独立なベクトルの対 }

であり、
π2n−3(V2(C

n)) ∼= Z

である。また、i < 2n− 3ならば、

πi(V2(C
n)) = 0

である。以下同様に定義する。

3.5 公理と代数的位相幾何をあわせた定義

Grothendieckによるもの Grothandieckによるベクトル束の分裂原理
を使った Chern類の定義を説明する。この定義では、あらかじめ複素直
線束Lの c1(L)を定義しておく必要がある。階数 nのベクトル束E → X
に対して、同語反復束

ξE
C
−→ P(E)→ X

を考える。今、x := c1(ξE) ∈ H2(P(E)) はわかっている。しかし、今ほ
しいのはX のコホモロジーの要素である。実は次が成り立つ。

事実 3.4.

H∗(P(E))
∼=
←− H∗(x)⊕H∗(X)x⊕ · · · ⊕H∗(X)xn−1

これを使いChen類 ck(E)を xn−k の展開係数として定義する。
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Milnor-Stasheffによるもの 階数 nの複素ベクトル束 E → X に対し
て、cn(E) = e(E)がすでに定義されていると仮定する。

πk : Vk(E)→ X

を考える。このとき、

π∗k = C⊕ · · · ⊕ C︸ ︷︷ ︸
k 個

⊕∃En−k

である。ここで、rankEn−k = n− kである。同型:

H2(n−k)(X)
�
−→ H2(n−k)(Vk(E))

を使い、cn−k(E)を Euler類 cn−k(En−k)で定義する。

4 Dirac作用素

4.1 Spin群とその表現

特殊直交群 SO(2m)の二重被覆をスピン群と呼び、Spin(2m)と書く。
また、SO(2m)のmaximal torus:

S0(2)× · · · × SO(2)︸ ︷︷ ︸
m 個

を考え、その二重被覆を T と書くことにする。さらに、SO(2) = U(1)と
同一視し、z ∈ SO(2m)を zi ∈ U(1)を使って z = (z1, z2, . . . zm)と表示
し、zの liftを z̃（２価関数）と書くことにしよう。

事実 4.1. Spin(2m)には、次のような表現:

∆2m = ∆
+
2m ⊕∆

−
2m

がある。

1.

trace (z̃|∆+2m
) =

∑
−1/2 が偶数個

　 z
± 1
2

1 z
± 1
2

2 . . . z
± 1
2

m

trace (z̃|∆−2m
) =

∑
−1/2 が奇数個

　 z
± 1
2

1 z
± 1
2

2 . . . z
± 1
2

m

ここで、̃z, z1/2n は (z1, . . . , zmの多価関数であるが、分岐は z1 = · · · =
zm = 1のとき、z̃ = 1, z

±1/2
k = 1 となるよう定めておく。
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2. Clifford積と呼ばれる

c : R2m → End(∆)

（あるいは、c : R2m ×∆→ ∆）で、像が

Hom (∆+,∆−)⊕Hom (∆−,∆+)

に入り、
c(v)2 = −||v||2

v0 ⊥ v1 =⇒ c(v0)c(v1) + c(v1)c(v0) = 0

を満たすものが定義できる。

4.2 Spin多様体とDirac作用素

2m次元の有向 Riemann多様体X を考える。このとき、X が Spinで
あるとは、TXの構造群がSO(2m)からSpin(2m)に持ち上がるときのこ
とを言う。このバンドルを PSpin → X と書くことにする。
X が Spinのとき、先の表現を使うと、ベクトル束:

S± := PSpin ×Spin(2m) ∆
± → X

を定義できる。このとき、S±上の Levi-Civita接続∇S± を使うと、

Γ(S±)
∇S±−−−→ Γ(T ∗X ⊗ S±)

c
−→Γ(S±)

が定義できる。この合成から決まる作用素 c◦∇S± をDirac作用素と言う。
また、今のはTXと関係のあるバンドルだったが、関係のないのものに
対してもDirac作用素を定義することができる。今、ベクトル束E → X
に対して、その接続∇E が与えられているとしよう。このとき、S± ⊗ E
の接続∇を

∇ := 1⊗∇S± +∇E ⊗ 1

と置くことにより定義できる。この接続∇を使い、

Γ(S± ⊗ E)
∇
−→ Γ(T ∗X ⊗ S± ⊗E)

c
−→Γ(S± ⊗E)

の合成からDirac作用素 c◦∇が定義できる。これをEを係数とするDirac
作用素と呼ぶ。
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4.3 Dirac作用素の例

∆⊗∆ �
⊕
ΛkR2mを使い、

Γ(S ⊗ S) =
⊕
Ωk

と同一視することで、E = S = S+ ⊕ S−を係数とする Dirac作用素は、
外微分 d, d∗と関係する。
E = S = S+ ⊕ S−を係数とするDirac作用素

D : Γ(S+ ⊗ S)→ Γ(S− ⊗ S)

は、singnature作用素と呼ばれる。このとき、

X の交叉形式の符号数 = dim(kerD)− dim(cokerD)

となる。
また、

D : Γ(S+ ⊗ S+)→ Γ(S− ⊗ S+)

は、
d+ d∗ : Ωeven → Ωodd

と同一視でき、このとき、

χ(X) = dim(ker(d+ d∗))− dim(coker (d+ d∗))

となる。
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以下に、古田幹雄氏があげた参考文献を紹介しておきます。
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