
10 ホモトピー不変性

つづいて、ド・ラームコホモロジーは、ユークリッド空間の開集合とその連続写像のホモト

ピー類なす圏から実ベクトル空間とその線形写像のなす圏への反変関手となることを示す。

その性質を使い、開集合U = Rn ! {0} ⊂ Rnのコホモロジーベクトル空間を計算する。

定義 10.1. 位相空間Xと Y において、連続写像 f : X → Y から連続写像 g : X → Y へのホ

モトピーとは、次の性質を満たす連続写像F : X × [0, 1] → Y のことである。「任意の x ∈ X

に対して、F (x, 0) = f(x)かつ F (x, 1) = g(x)」

連続写像 f : X → Y から連続写像 g : X → Y へのホモトピーが存在するとき、f と gがホモ

トピックと呼ばれ、f % gと書かれる。

補題 10.2. 連続写像 f, g, h : X → Y について、次の性質が成り立つ。

(i) f % f

(ii) f % gならば g % f

(iii) f % gかつ g % hならば f % h

すなわち、ホモトピーは同値関係である。

証明. (i)次のように定義された写像 F : X × [0, 1] → Y は、f から自分自身へのホモトピー

となる。「F (x, t) = f(x)」

(ii)写像 f から写像 gへのホモトピーF : X × [0, 1] → Y において、次のように定義された写

像 F̄ : X × [0, 1] → Y は gから f へのホモトピーとなる。「F̄ (x, t) = F (x, 1 − t)」

(iii)写像 fから写像 gへのホモトピーF : X × [0, 1] → Y と写像 gから写像hへのホモトピー

G : X × [0, 1] → Y が与えられたとき、次のように定義された写像H : X × [0, 1] → Y は、写

像 f から写像 hへのホモトピーとなる。

H(x, t) =








F (x, 2t) (0 ! t ! 1
2)

G(x, 2t − 1) (1
2 ! t ! 1)

これで、補題が成り立つ。
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補題 10.3. 連続写像 fv : X → Y と gv : Y → Z（v = 0, 1）において、f0 % f1と g0 % g1な

らば g0 ◦ f0 % g1 ◦ f1となる。

証明. 写像 f0から f1へのホモトピー F : X × [0, 1] → Y と写像 g0から g1へのホモトピー

G : Y × [0, 1] → Zが与えられたとき、合成写像 g0 ◦ f0から合成写像 g1 ◦ f1へのホモトピー

H : X × [0, 1] → Y は、次のように定義される。「H(x, t) = G(F (x, t), t)」

定義 10.4. 連続写像 f : X → Y はホモトピー同値であることは、次の性質を満たす連続写

像 g : Y → Xが存在することである。「g ◦ f % idX と f ◦ g % idY」このとき、gは f のホモ

トピー逆写像と呼ばれる。

ホモトピー同値 f : X → Y が存在するとき、位相空間Xと Y がホモトピー同値であるとい

う。特に、空間１点とホモトピー同値位相空間は、可縮であるという。

注 10.5. 補題 10.2より、位相空間Xから位相空間 Y への連続写像のホモトピー類のなす集

合は、うまく定義された集合であることが分かる。この集合は [X, Y ]と書かれ、連続写像 f

を含むホモトピー類は [f ]と書かれる。それに、補題 10.3より、三つの位相空間Xと Y、Z

について、次のように定義された写像は、うまく定義された写像であることが分かる。

[Y, Z] × [X, Y ] ◦
!! [X, Z] ([g], [f ]) !

!! [g ◦ f ]

このように、位相空間と連続写像のホモトピー類を合わせたホモトピー圏が成り立つ。これ

に、連続写像 f : X → Y について、f がホモトピー同値であることと [f ]が同型であること

は同値である。同様に、gが f のホモトピー逆写像であることと [g]が [f ]の逆射であること

は同値である。

例 10.6. ユークリッド空間の部分空間Y ⊂ Rnとある位相空間Xからの連続写像f, g : X → Y

をおいておく。任意の x ∈ Xに対して、部分空間 Y は点 f(x) ∈ Rnから点 g(x) ∈ Rnへの線

分を含むとき、次のように f から gへのホモトピー F : X × [0, 1] → Y が定義された。

F (x, t) = (1 − t)f(x) + tg(x)

例として、点 ȳ ∈ Y によって星形集合 Y ⊂ Rnと単射 f : {ȳ} → Y、定置写像 g : Y → {ȳ}を

考えてみる。このとき、以上のように、f ◦ gから恒道写像 idY へのホモトピーが成り立つ。

さらに、g ◦ f = id{ȳ}なので、f はホモトピー同値であり、位相空間 Y は可縮であることが

分かる。
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補題 10.7. 開集合 U ⊂ Rmと V ⊂ Rn、開集合 U0 ⊂ U 上滑らかである連続写像 f : U → V

が与えられた、任意の連続写像 ε : U → (0,∞)と閉集合A ⊂ U0に対して、次の性質 (i)–(ii)

を満たす滑らかな写像 φ : U → V が存在する。

(i) 任意の x ∈ U に対して、‖φ(x) − f(x)‖ < ε(x)

(ii) 任意の x ∈ Aに対して、φ(x) = f(x)

証明. まず、V = Rnであることを仮定する。写像 f と εは連続なので、任意の p ∈ U ! A

に対して、次の性質を満たす開近傍 p ∈ Up ⊂ U ! Aが存在する。「任意の x ∈ Upに対して

‖f(x)− f(p)‖ < ε(x)」開集合U0とUp（p ∈ U ! A）は開集合U の開被覆となるので、１の

分解より、定理 8.1の (i)–(iii)を満たす滑らかな写像 φ0, φp : U → [0, 1]（p ∈ U ! A）が成り

立つ。よって、次のようにうまく定義された滑らかな写像 φ : U → Rnが成り立つ。

φ(x) = φ0(x)f(x) +
∑

p∈U!A

φp(x)f(p)

定理 8.1の性質 (iii)より、

f(x) = φ0(x)f(x) +
∑

p∈U!A

φp(x)f(x)

なので、

φ(x) − f(x) =
∑

p∈U!A

φp(x)(f(p) − f(x))

であることが分かる。ここで、suppU(φp) ⊂ Up ⊂ U ! Aなので、任意の x ∈ Aに対して、

φ(x) = f(x)であり、任意の x ∈ U に対して、

‖φ(x) − f(x)‖ !
∑

p∈U!A

φp(x)‖f(p) − f(x)‖ <
∑

p∈U!A

φp(x)ε(x) ! ε(x)

であることが分かる。これで、V = Rnのとき、補題が成り立つ。

最後に、V ⊂ Rnは一般の開集合のとき、与えられた写像 ε : U → (0,∞)に対して、次のよ

うに定義された写像 ε′ : U → (0,∞)を考える。

ε′(x) = min{ε(x), d(f(x), Rn
! V )}

ここで、d(y, Rn ! V ) = inf{‖y − z‖ | z ∈ Rn ! V }である。このとき、写像 ε′によって性質

(i)を満たす写像 φ : U → Rnは、必ず φ(U) ⊂ V も満たす。これで、補題が成り立つ。
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命題 10.8. 開集合 U ⊂ Rmと V ⊂ Rnをおいておく。

(i) 任意の連続写像 f : U → V に対して、f とホモトピックである滑らかな写像 φ : U → V

が存在する。

(ii) 任意の滑らかな写像 φ0, φ1 : U → V に対して、φ0 と φ1 がホモトピックならば、次の

性質を満たす滑らかな写像 Φ: U × R → V が存在する。「任意の x ∈ U に対して、

Φ(x, 0) = φ0(x)かつΦ(x, 1) = φ1(x)」

証明. (i)連続写像 ε : U → (0,∞)が与えられた、補題 10.7より、任意の x ∈ U に対して、

‖φ(x) − f(x)‖ < ε(x)

を満たす滑らかな写像 φ : U → V が存在する。今、V ⊂ Rnは開集合なので、任意の x ∈ U

に対して、

Dε(x)(f(x)) = {y ∈ R
n | ‖y − f(x)‖ < ε(x)} ⊂ V

を満たす連続写像 ε : U → V を選ぶことができる。よって、例 10.6より、φと f はホモト

ピックであることが分かる。

(ii)補題 6.1より、次の性質を満たす滑らかな関数 ψ : R → [0, 1]を選ぶことができる。

ψ(t) =









0 (t ! 1
3)

1 (t " 2
3)

今、φ0から φ1へのホモトピーF : U × [0, 1] → V が与えられた、まず次のように定義された

連続写像G : U × R → V を考えてみる。

G(x, t) = F (x, ψ(t))

写像 φ0, φ1 : U → Rは滑らかなので、開部分集合U × (−∞, 1
3)∪U × (2

3 ,∞) ⊂ U ×R上、写

像G : U × R → V も滑らかな写像であることが分かる。それに、U × {0, 1} ⊂ U × Rは閉

集合なので、補題 10.7より、任意の (x, t) ∈ U × {0, 1}に対して、Φ(x, t) = G(x, t)を満た

す滑らかな写像Φ: U × R → V が存在する。これで、命題が成り立つ。

注 10.9. 開集合U ⊂ Rmと V ⊂ Rn、滑らかな写像 φ, ψ : U → V について、任意の x ∈ U に

対して、Φ(x, 0) = φ(x)かつ Φ(x, 1) = ψ(x)を満たす滑らかな写像 Φ: U × R → V は、φか

らψへの滑らかなホモトピーと呼ばれる。よって、命題 10.8より、φからψへのホモトピー

が存在することと φから ψへの滑らかなホモトピーが存在することは同値である。
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