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第4章

行列式

A 置換

さて，いよいよ行列式の話を始めるときがきました．というのも，この行列式と呼ばれる概

念は，初等的な線形代数（つまりこの講義で扱っている内容）の中では次章で登場するはず

の固有値と並んで最難関と称される代物で，しばしば初学者を混乱させ，ときには彼らの数

学に対する学習意欲を挫くことさえあり得ます．もしかすると皆さんもそのような目に

遭うかも知れません．しかし心配には及びません．いやそれどころか，次節で述べるは

ずの行列式の定義だけ見て，何の抵抗も無く受け入れられるとしたら，そのほうが問題

なのかも知れません．たとえば行列式の定義は，単に形式的な観点からすれば，何の矛

盾も誤りも含んではいません．もし仮に数学が形式的論理操作に過ぎないなら，異論を

挟む余地はないはずです．でも，そもそもなぜそんな定義をするのでしょう．ともかく，

「意味」の理解し難い，あるいは極端に技巧的に見える定義なのです．しかし，私たち生き

た人間が行う数学には，そしてそこでなされる「定義」には，「目的」があり「意義」があ

ります．あるいは言い換えるならば，その定義があって初めて理解される事実があるので

す．現に行列式というのは，定義は不可解かも知れないけれど，その有効性はそれを知る者

にとっては異議の唱えようのないものです．定義だけでは理解し難い，そんな概念が，実は

数学の中には少なからず存在します．そういったものたちは，他の概念との関係において，

あるいは応用上の有効性を通じて，初めて本当の意味・意義が理解されます．行列式に関し

てもまさにこれが当てはまります．すなわち，行列式は単にその定義を眺めて理解するもの

ではなく，その意味をいろいろな定理や応用を介し理解すべきものだということを承知した

うえで，実際にその勉強を始めて欲しいと思います．

ちょっと前置きが長くなり過ぎたかもしれません．ともかく行列式の定義のための準備を

始めましょう．そのために，とくに置換と呼ばれるものについて勉強するのがこの節の目的

です．
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96 第 4章　 行列式

1 以上 n 以下の整数のなす集合 {1, 2, · · · , n} からそれ自身の上への全単射を，n 次の

置換と言います．n 次の置換 σ が与えられたとき，表(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)

はその置換 σ を完全に決定することは言うまでもありません．そこで，しばしばこの表自身

を置換 σ と同一視します．ところで，この表の第 2 行には，1 以上 n 以下の整数がちょ

うど 1 回ずつ現れます．言い換えれば，第 2 行は {1, 2, · · · , n} の順列に他なりません．
このことから，n 次の置換は全部で n! 個あることがわかります．今後，n 次の置換全部が

なす集合を，Sn で表すことにしましょう．いま，ふたつの置換 σ, τ ∈ Sn が与えられた

とします．定義によれば，それらはともに集合 {1, 2, · · · , n} からそれ自身の上への全単
射でしたから，合成写像 τ ◦ σ もまた {1, 2, · · · , n} からその上への全単射，すなわち，
n 次の置換になります．この置換 τ ◦ σ を，もとのふたつの置換 σ, τ の積と呼び記号 τσ

により表します．また，σ が n 次置換ならば，その逆写像 σ−1 もふたたび n 次置換にな

ります．σ−1 は，もとの置換 σ の逆置換と呼ばれ，σ−1σ = σσ−1 = ι を満たします．た

だし，ι は恒等置換

(
1 2 · · · n
1 2 · · · n

)
を表します．さて，置換の積と逆置換に関する簡単

な問題を出しますので，各自考えてみて下さい．

問題 4.1. −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
4 次置換

σ =
(

1 2 3 4
2 4 1 3

)
, τ =

(
1 2 3 4
4 1 3 2

)

に対し，積 τσ，および逆置換 σ−1 を求めよ．

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

置換 σ は 1 を 2 に移します．一方，置換 τ による 2 の像は 1 です．したがって，これ

らの置換の積 τσ は 1 をそれ自身に移すことが分かります．こんな仕方で積 τσ が求めら

れます．実際，

τσ =
(

1 2 3 4
1 2 4 3

)

が答えになるはずです．まだ分からない人は，図 4.1 を参考にして下さい．それでは，

σ の逆についてはどうでしょう．先程も述べたように σ 自身はたとえば 1 を 2 に送りま

すから，σ−1 は逆に 2 を 1 に写像することになります．同様な観察をを 2, 3, 4 に対して

も行うことにより，

σ−1 =
(

1 2 3 4
3 1 4 2

)
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図 4.1: 置換の積と逆置換

を得ます．

さて，σ ∈ Sn としましょう．各 i, j（ただし，1 ≤ i < j ≤ n）に対し，γσ(i, j) を，

γσ(i, j) =


 0 （σ(i) < σ(j) のとき）

1 （σ(i) > σ(j) のとき）

により定義します．また，さらに

Γσ =
∑

1≤i<j≤n

γσ(i, j)

と置きます．この Γσは次のように解釈することが可能です．とくに σ =(
1 2 3 4
4 3 1 2

)
の場合を例に取ることにしましょう．まず，平面内に横 1 列に 4

個の点をとり，それらを左から順に，P1, P2, P3, P4 と呼ぶことにします．さらに，それ

らの点の真下に再び 4 個の点を置き，それぞれを左から順に Q1, Q2, Q3, Q4 と呼びま

しょう．ここで，置換 σ に着目します．σ はとくに 1 を 4 に移します．そこで，先程の

図において上側にある点 P1 と下側の点 Q4 を曲線で結んで下さい．ただし，その曲線を

P1 から Q4 に向けて引くとしたとき，途中決して，上に向かったり，左に向かったりして

はいけません．また，置換 σ は，2 を 3 に移しますから，P2 と Q3 を，同じ規則に従っ

て曲線で結びます．このような仕方で，すべての番号 i に対し，Pi と Qσ(i) を曲線で結ぶ

ことにより，図が完成します．ただし，完成した図において，3 本以上の曲線が 1 点で交

わることがないように曲線を引いて下さい．その結果得られるのは，図 4.2 にあるような，

あみだくじに似た図形です．その図形に現れる曲線達の交点の総数を数えると，この場

合 5 になります．そして，この数が Γσ に他なりません．一般の置換 σ に対しても，

Γσ が同じ仕方で計算可能です．
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Q1 Q2 Q3 Q4

P1 P2 P3 P4 

図 4.2: Γσ の求め方

置換 σ =
(

1 2 3 4
4 3 1 2

)
から作られたあみだくじ．この場合，交点の個数は 5 である

から，Γσ = 5 であることが分かる．

置換 σ ∈ Sn に対し，

sgn σ = (−1)Γσ

で定義される数 sgn σ を，σ の符号 (sign)と呼びます．あるいは別の言い方をするならば，

Γσ が偶数のとき sgn σ = 1 と，また Γσ が奇数のとき sgn σ = −1 と定義するわけで

す．例えば前出の σ =
(

1 2 3 4
4 3 1 2

)
に対しては，図 4.2 より Γσ = 5 を得ますから，

sgn σ = −1 であることが分かります．

符号の有する最も重要な性質として，次に述べるようなものがあります．

命題 4.2. ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

σ, τ ∈ Sn に対し，

sgn(τσ) = sgn τ · sgn σ (4.1)

が成り立つ．

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

この命題の証明に用いられるアイディアを明らかにするために，問題をひとつ解いてもら

いましょう．本当に簡単な問題ですので，是非自分自身で考えてみて下さい．

問題 4.3. −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
2N 枚のカードがある．ただし，そのうちの p 枚は白色，また残りは黒色であるとする．

それらのカードを，N 人の人達にひとり当たり 2 枚ずつ配る．このとき，白色のカード，

黒色のカードをそれぞれ 1 枚ずつもらった人の人数を q 人としたとき，q が偶数であるた

めの必要十分条件は，白色のカードの枚数 p が偶数であることを示せ．

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

白色のカードのみを 2 枚受け取った人の人数を r とすると，白色のカードが合計 p 枚あ

ることから，p = q + 2r が成り立たねばなりません．とくに p と q の差は偶数になりま
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す．そしてこれより，p, q の偶奇が一致することがただちに分かります．以上が，問題 4.3

に対する解答です．

r q

p

図 4.3:

さて，命題 4.2 の証明を始めましょう．記述を容易にするために，γσ(i, j)（ただし，

σ ∈ Sn）を，i > j の場合にも，γσ(i, j) = γσ(j, i) と定義することにより，拡張してお

きます．すると，i, j の大小関係と σ(i), σ(j) のそれとが一致するとき，およびそのとき

に限り γσ(i, j) は値ゼロをとります．あるいは，このことは，

γσ(i, j) =


 0 （(i − j)(σ(i) − σ(j)) > 0 のとき）

1 （(i − j)(σ(i) − σ(j)) < 0 のとき）

（ただし，i �= j）の様に書き表すことも可能です．いま，σ, τ ∈ Sn を任意にとりましょ

う．このとき，各 i, j ∈ {1, 2, · · · , n}（ただし，i �= j）に対し，次の事実が成り立つこ

とが容易に分かります.


γσ(i, j) = 0 かつ γτ (σ(i), σ(j)) = 0 =⇒ γτσ(i, j) = 0

γσ(i, j) = 0 かつ γτ (σ(i), σ(j)) = 1 =⇒ γτσ(i, j) = 1

γσ(i, j) = 1 かつ γτ (σ(i), σ(j)) = 0 =⇒ γτσ(i, j) = 1

γσ(i, j) = 1 かつ γτ (σ(i), σ(j)) = 1 =⇒ γτσ(i, j) = 0

(4.2)

実際，例えば第 1 の主張は，次のようにして示されます．まず，γσ(i, j) =

γτ (σ(i), σ(j)) = 0 と仮定しましょう．すると， (i − j)(σ(i) − σ(j)) および

(σ(i) − σ(j))((τσ)(i) − (τσ)(j)) の値はともに正でなければならないことが分か

ります．したがって，それらの積 (i− j)(σ(i)− σ(j))2((τσ)(i)− (τσ)(j)) も正でなけ

ればなりません．これより，(i − j)((τσ)(i) − (τσ)(j)) > 0，すなわち，γτσ(i, j) = 0

であることが従います．

さて，1 ≤ i < j ≤ nなる整数 i, j の組 (i, j)を，問題 4.3の人達に見立てます．あるい

は，合計 N = n(n− 1)/2 人の人達のおのおのに，(i, j)（ただし，i, j は 1 ≤ i < j ≤ n

なる整数）といった少々風変わりなゼッケンが与えられているとします．もし γσ(i, j) = 1

ならば白色のカードを 1 枚，また逆に γσ(i, j) = 0 ならば黒色のカードを 1 枚，ゼッケン
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(i, j) の人に与えます．次いで，γτ (σ(i), σ(j)) = 1 ならば白色のカード を 1 枚，また

γτ (σ(i), σ(j)) = 0 ならば黒色のカードを 1 枚，さらにゼッケン (i, j) の人にあげること

にしましょう．この規則に従い，各々の人に 2 枚ずつカードを配布します．このとき，

(4.2) によれば，白色・黒色のカードをそれぞれ 1 枚ずつ受け取った人の数は，

∑
1≤i<j≤n

γτσ(i, j) = Γτσ

に等しくなります．一方，白色のカードの総数は

∑
1≤i<j≤n

γσ(i, j) +
∑

1≤i<j≤n

γτ (σ(i), σ(j))

=
∑

1≤i<j≤n

γσ(i, j) +
∑

1≤i<j≤n

γτ (i, j) = Γσ + Γτ

でなければなりません．したがって，問題 4.3 によれば，Γτσ と Γσ + Γτ，これらふたつ

の数の偶奇は一致することが結論されます．そしてこれより，

sgn(τσ) = (−1)Γτσ = (−1)Γσ+Γτ = (−1)Γσ · (−1)Γτ = sgn σ · sgn τ,

すなわち，等式 (4.1) を得ます．以上で，命題 4.2 の証明が完了しました．

系 4.4. |||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

任意の置換 σ とその逆置換 σ−1 に対し，

sgn(σ−1) = sgn σ

が成り立つ．

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

この系を命題 4.2 から導くには，σ−1σ = ι が成り立つこと，および，恒等置換 ι の符

号が 1 であることに気付けば十分です．

与えられた置換 σ に対し，それから図 4.2 のような絵を描き，そこに現れる交点の数を

数え上げることにより，σ の符号 sgn σ を計算出来ることは，すでに述べたとおりです．し

かし，命題 4.2 を利用すれば，これ以外の方法でも σ の符号を計算することが可能になり

ます．それについて述べることにしましょう．n 次置換 σ であって，あるふたつの番号 p, q

（ただし，1 ≤ p < q ≤ n）のみを入れ替えるものを互換といいます．あるいは，より正確

な言い方をするならば，ある p, q（ただし，1 ≤ p < q ≤ n）に対し，

σ(i) =




σ(q) （i = p のとき）

σ(p) （i = q のとき）

i （上記以外の場合）
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を満たすような置換 σ を互換と呼ぶわけです．また，この定義において，とくに p, q が

隣り合う整数，すなわち q = p + 1 が成り立つとき，σ を隣接置換と呼ぶことにしま

しょう．もちろん，隣接置換の符号は −1 です．一方，任意の互換は隣接置換を奇数回

行うことにより得られます．すなわち，σ を任意の互換としたとき，奇数個の隣接置換

τ1, τ2, · · · , τ2k+1 を適当にとれば，σ = τ1τ2 · · · τ2k+1 が成り立ちます．したがって，命

題 4.2 より，sgn σ = sgn τ1 · sgn τ2 · · · sgn τ2k+1 = (−1)2k+1 = −1 を得ます．つま

り，いかなる互換も符号 −1 を持つことが分かった訳です．なお，この事実は図 4.4 のよ

うな図を利用しても，検証可能です．

図 4.4:
隣接置換，あるいはより一般に互換の符号は常に −1 である．この事実は図からも容易に
理解されよう．

さて，σ を任意の置換としましょう．このとき σ は適当な互換の積に分解できます．す

なわち，σ = τ1 · · · τk なる互換 τ1, · · · , τk が必ず存在します．このとき，再び命題 4.2

によれば，sgn σ = sgn τ1 · · · sgn τk = (−1)k が成り立たなければなりません．そして，

これより次を得ます．

系 4.5. |||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

置換 σ が，偶数個の互換の積に分解されるならば，sgn σ = 1 が成り立つ．また，逆に奇

数個の互換の積に分解されるならば，sgn σ = −1 が成り立つ．
||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

この系の応用として，次のような問題を考えてみて下さい．

問題 4.6. −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
3 次の置換すべてを求めよ．また，それらおのおのの符号を計算せよ．

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

解答．3 次の置換が，図 4.5 に現れるものに尽きることは，明らかである．しかも，その図

において各矢印の右側にある置換は，その左側にある置換に適当な互換をひとつ左から乗ず

ることにより得られる．したがって，その図において左端に現れる恒等置換

(
1 2 3
1 2 3

)
，

および右端に現れるふたつの置換

(
1 2 3
2 3 1

)
,
(

1 2 3
3 1 2

)
の符号は 1，また残り 3 個の

置換の符号は −1 であることも，系 4.5 より結論される．
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(
1 2 3
1 2 3

) (
1 2 3
1 3 2

)

(
1 2 3
2 1 3

) (
1 2 3
2 3 1

)

(
1 2 3
3 2 1

) (
1 2 3
3 1 2

)

�

� �

� �

図 4.5: 3 次の置換

B 行列式

n 次正方行列 A = (aij) に対し，

detA =
∑
σ∈Sn

sgn σ · a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) (4.3)

により定義される実数 detA を，行列 A の行列式と呼びます．ここで右辺の和は n 次置

換全体に渡るものであることに注意して下さい．そして，この行列式こそが，この章の主役

です．

まず，n が小さいときに，行列式は具体的にどのような形をしているかを調べてみましょ

う．最初に n = 2 の場合を考えます．2 次の置換は
(

1 2
1 2

)
，および

(
1 2
2 1

)
の合計ふ

たつしかありません．しかも，それらの符号はそれぞれ 1, −1 であることから，ただちに

det
(

a b
c d

)
= ad − bc (4.4)

を得ます．次に，n = 3 の場合ですが，とりあえずこれは問題としますので，各自考えて

みて下さい．

問題 4.7. −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
3 次正方行列 

a b c
p q r
x y z


 (4.5)

の行列式を書き下せ．

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
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実は，この問題に対する解答は，前節の問題 4.6 に対するそれを用い，行列式の定義を

書き直すことにより，直ちに得られます．実際，答えは

detA = a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a12a21a33 − a11a23a32,

すなわち，

det


a b c

p q r
x y z


 = aqz + brx + cpy − cqx − bpz − ary (4.6)

となるはずです．

ここで，公式 (4.6) の暗記法をお教えしましょう．そのために，行列 (4.5) と同じもの

を多数取り，それを横一列に並べます．そして，その一番上の行の各成分から，右下，お

よび左下に向けて線分を引きます（図 4.6）．このとき，右下に向けて引かれた線分のおの

おのに乗っている文字を乗ずると，aqz, brx, cpy 合計 3 種類のものが得られます．と

ころが，これらはまさに，公式 (4.6) の右辺に現れる項のうち，その符号が正のものそ

のものです．一方，左下に向けて引かれた線分上に乗っている文字をかけ合わせると，

(4.6) の右辺の項のうち，その符号が負のもの，すなわち，cqx, bpz, ary が得られます．

このような仕方で，図 4.6 から，公式 (4.6) を容易に再現することが出来ます．ただし，

3 次正方行列に対してたったいま行ったことと同様あるいは類似なことを行って，4 次以上

の正方行列に対してその行列式を計算しようとすると，一般には誤った結果に導かれること

に注意して下さい．言い換えるならば，4 次以上の正方行列の行列式に対しては，このよう

な簡単な仕方では，行列式は計算出来ません．

x y z x y z x y z

p q r p q r p q r

a b c a b c a b c
�

�
�

�
�

�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

図 4.6: 3次正方行列の行列式の覚え方

しかし，単純な形をした行列に関しては，それが高次であっても，その行列式が容易に計

算できる場合があります．その典型的な例が三角行列 です．A = (aij) を n 次正方行列と
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したとき，i < j なる任意の i, j に対し aij = 0 が成り立つならば，A を下三角行列と，

また i > j なる任意の i, j に対し aij = 0 が成り立つならば，A は上三角行列と呼ばれ

ます．下三角行列は 


λ1

∗ λ2 0
...

. . . . . .
∗ · · · ∗ λn


 (4.7)

の形を，また上三角行列は 


λ1 ∗ · · · ∗
λ2

. . .
...

0 . . . ∗
λn


 (4.8)

の形をしています．ただし， ∗ は任意の実数を表します．さて，これら三角行列の行列式
の計算を，問題として皆さんに解いてもらいましょう．

問題 4.8. −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
(4.7)，あるいは (4.8) の形をした三角行列に対し，その行列式を計算せよ．

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

問題に対する解答を述べましょう．まず，A = (aij) が，(4.7) の形をした下三角行列の

場合を考えます．その行列式 detA は，

detA =
∑
σ∈Sn

sgn σ · a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) (4.9)

で定義されたことを思い起こしましょう．ここで，行列 A の第 1 行に注目します．A は

下三角行列でしたから，とくに a12 = a13 = · · · = a1n = 0 を満たします．したがって，

(4.9) の総和に現れる a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) は，σ(1) = 1 でない限りゼロになります．

したがって，行列式 detA の定義 (4.9) に現れる総和において，σ(1) = 1 を，置換 σ に

対する制約として課してもよいことになります．あるいは，言い換えれば，

detA =
∑
σ∈Sn

σ(1)=1

sgn σ · a11a2σ(2) · · · anσ(n) (4.10)

が成り立ちます．次に，行列 A の第 2 行に着目します．a2j がゼロでないのは，j = 1, 2

の場合のみです．したがって，(4.10) の総和においては，σ(2) = 1，または 2 の場合

のみを考えればよいことになります．ところが，すでに σ(1) = 1 としていますから，

σ(2) は値 1 を取り得ません．したがって，さらに σ(2) = 2 を，σ に対する制約として追
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加してよいことになります．すなわち，

detA =
∑
σ∈Sn

σ(1)=1, σ(2)=2

sgn σ · a11a22a3σ(3) · · · anσ(n)

を得たわけです．以上の議論を繰り返せば，定義 (4.9) の右辺に現れる a1σ(1)a2σ(2)

· · · anσ(n) は，σ(1) = 1, σ(2) = 2, · · · , σ(n) = n，すなわち σ が恒等置換でない限り，

値ゼロをとることが分かります．したがって，

det A = a11a22 · · · ann = λ1λ2 · · ·λn

が結論されます．

A が (4.8) の形の上三角行列の場合にも，いまの議論を A の第 1 行から始める代わり

に，一番下の行，すなわち第 n 行から始め，上の行へ遡っていくことにより，同一の結果

det A = a11a22 · · · ann = λ1λ2 · · ·λn

を得ます．以上が，問題 4.8 に対する解答です．

より一般的な行列に対しその行列式を計算する方法を得るための準備として，当分の間，

行列式の有する基本的な性質に焦点を当てて話を進めていきたいと思います．その手始めと

して，まず次の命題を示しましょう．

命題 4.9. ||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

A を正方行列， tA をその転置行列としたとき，次の等式が成り立つ：

det tA = detA (4.11)

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

この命題は転置行列を使わないでも述べることが可能です．実際，行列式および転置行列

の定義から，(4.11) が等式

detA =
∑
σ∈Sn

sgn σ · aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n (4.12)

と同等であることが容易に判ります．

命題 4.9 の証明. 任意の σ ∈ Sn に対し，aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n = a1σ−1(1)a2σ−1(2)

· · · anσ−1(n) が成り立つ．また，系 4.4 によれば，sgn(σ−1) = sgn σ であった．よって，

∑
σ∈Sn

sgn σ · aσ(1)1aσ(2)2 · · · aσ(n)n =
∑
σ∈Sn

sgn(σ−1) · a1σ−1(1)a2σ−1(2) · · · anσ−1(n)
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=
∑
τ∈Sn

sgn τ · a1τ(1)a2τ(2) · · · anτ(n)

= detA

を得る．ただし，最後から 2番目の等式は，τ = σ−1 の代入，および，各 σ ∈ Sn に対し，

τ = σ−1 ∈ Sn を対応させる写像が Sn からそれ自身の上への全単射であることからの帰

結である．以上で，等式 (4.12) の証明が，したがってまた命題 4.9 の証明も終了した．

次の目的は，行列の基本変形が行列式に対しどんな影響を与えるかを調べることです．

命題 4.10. |||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

A を n 次正方行列とする．また，i �= j とする．A の第 i 列と第 j 列を入れ替えること

により得られる行列を B′
I と，一方，行列 A の第 i 列を，その列に実数 κ を乗じたもの

で置き換えることにより得られる行列を B′
II とする．さらに，B′

III を，行列 A の第 i 列

を，その列に第 j 列に定数 κ を乗じたものを加えて得られる行列とする：

A −−−−−−−−−−−−−→
（第 i 列）↔ （第 j 列）

B′
I ,

A −−−−−−−−−−−−−−−→
（第 i 列）↔ （第 i 列）× κ

B′
II ,

A −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
（第 i 列）↔ （第 i 列）+（第 j 列）× κ

B′
III .

また，行列の列に関する基本変形の代わりに，行に関する基本変形を適用して得られる行列

を B′′
I , B′′

II , B′′
III とする：

A −−−−−−−−−−−−−→
（第 i 行）↔ （第 j 行）

B′′
I ,

A −−−−−−−−−−−−−−−→
（第 i 行）↔ （第 i 行）× κ

B′′
II ,

A −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→
（第 i 行 ）↔ （ 第 i 行）+（第 j 行）× κ

B′′
III .

このとき，次が成り立つ：

(1) detB′
I = detB′′

I = −detA,

(2) detB′
II = detB′′

II = κ · det A,

(3) detB′
III = detB′′

III = detA.

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

さて，この命題を利用すれば，任意の行列に対し，その行列式を比較的容易に計算するこ

とが可能です．命題の証明に先立って，それを問題として勉強することにしましょう．
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問題 4.11. −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

行列 A =




1 2 2 2
2 1 2 2
2 2 1 2
2 2 2 1


 の行列式を計算せよ．

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

解答．命題 4.10 より，

det




1 2 2 2
2 1 2 2
2 2 1 2
2 2 2 1




=det




1
2 −3 −2 −2
2 −2 −3 −2
2 −2 −2 −3




{
（第 2 列） ←− （第 2 列）−（第 1 列）× 2
（第 3 列） ←− （第 3 列）−（第 1 列）× 2
（第 4 列） ←− （第 4 列）−（第 1 列）× 2

= − det




1
2 3 2 2
2 2 3 2
2 2 2 3




{
（第 2 列） ←− （第 2 列）× (−1)
（第 3 列） ←− （第 3 列）× (−1)
（第 4 列） ←− （第 4 列）× (−1)

= − det




1
2 1 2 2
2 −1 3 2
2 2 3


 （第 2 列） ←− （第 2 列）−（第 3 列）

= − det




1
2 1
2 −1 5 4
2 2 3


 {

（第 3 列） ←− （第 3 列）−（第 2 列）× 2
（第 4 列） ←− （第 4 列）−（第 2 列）× 2

= − det




1
2 1
2 −1 1 4
2 −1 3


 （第 3 列） ←− （第 3 列）−（第 4 列）

= − det




1
2 1
2 −1 1
2 −1 7


 （第 4 列） ←− （第 4 列）−（第 3 列）× 4

を得る．一方，問題 4.8 で見たとおり，一番最後の行列式の値は 7 である．したがって，

det A = −7 を得る．

（答） det A = −7

命題 4.10 の証明. (1) B′′
I の転置行列は，A の転置行列 tA に対し，（第 i 列） ←→

（第 j 列）という操作を行って得られる行列に等しい．したがって，命題 4.9によれば，detB′
I
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= −det Aを任意の正方行列Aに対して証明できれば，残りもうひとつの等式det B′′
II = −det A

もそれより従う．そこで，以下において等式 det B′
I = −detAの証明を与えよう．そのため

に，行列 B′
I の (p, q) 成分を bpq と書くことにする．また，α を互換

(
1 · · · i · · · j · · ·n
1 · · · j · · · i · · ·n

)
とする．すると，任意の σ ∈ Sn に対し，bpσ(p) = ap (ασ)(p)（ただし，p = 1, · · · , n）

が成り立つ．一方，命題 4.2 によれば，sgn(ασ) = − sgn σ が成り立つ．したがって，

detB′
I =

∑
σ∈Sn

sgn σ · b1σ(1) · · · bnσ(n)

= −
∑
σ∈Sn

sgn(ασ) · a1(ασ)(1) · · · an(ασ)(n)

= −
∑
τ∈Sn

sgn τ · a1τ(1) · · · anτ(n)

= −detA

を得る．ただし，最後から 2 番目の等号は，各 σ ∈ Sn に対し，τ = ασ ∈ Sn を対応さ

せる写像が，Sn からそれ自身の上への全単射であることから従う．

(2)　これが成り立つのは自明であるので，証明は割愛する．

(3)　(1)の場合と同様，det B′
III = detA と detB′′

III = det A が同等であることが，

命題 4.9 により保証される．そこで，ここではそのうちの第 1 の等式を証明する．しかし，

それには若干準備が必要である．いま，i（ただし，1 ≤ i ≤ n）をひとつ取り固定する．

また，c1, · · · , ci, · · · , cn，および c′i を ，n 次元列ベクトルとする．このとき，

det(c1 · · · ci + c′i · · · cn) = det(c1 · · · ci · · · cn) + det(c1 · · · c′i · · · cn) (4.13)

が成り立つ．ただしここで，たとえば (c1 · · · ci · · · cn)は，列ベクトル c1, · · · , ci, · · · , cn

を並べて得られる行列を表す約束であったことを思い起こそう．(4.13) は，あるいは，次

のように述べることも可能である．すなわち，n 次正方行列 C に対し，その第 i 列に

n 次元列ベクトル c′i を加えて得られる行列の行列式は，もとの行列 C の行列式と，

C の第 i 列を c′i で置き換えて得られる行列の行列式の和に等しい．この等式 (4.13) を証

明するために，各列ベクトル cq の第 p 成分を cpq で，また列ベクトル c′i の第 p 成分を

c′pi で表そう．すると，(4.12) より，

det(c1 · · · ci + c′i · · · cn) =
∑
σ∈Sn

sgn σ · cσ(1)1 · · · (cσ(i)i + c′σ(i)i) · · · cσ(n)n

=
∑
σ∈Sn

sgn σ · cσ(1)1 · · · cσ(i)i · · · cσ(n)n

+
∑
σ∈Sn

sgn σ · cσ(1)1 · · · c′σ(i)i · · · cσ(n)n

= det(c1 · · · ci · · · cn) + det(c1 · · · c′i · · · cn).
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これで，(4.13) が証明された．

さて，これで等式 detB′
III = det A を証明する準備が出来た．いま，A の第 q 列

（ただし，q = 1, · · · , n）を aq と記す．すると，A = (a1 · · ·ai · · ·aj · · ·an),

B′
III = (a1 · · ·ai + κaj · · ·aj · · ·an) となる．したがって，(4.13)，および (2) より，

detB′
III = det(a1 · · ·ai + κaj · · ·aj · · ·an)

= det(a1 · · ·ai · · ·aj · · ·an) + κ det(a1 · · ·aj · · ·aj · · ·an)

を得る．この最後の等号の右辺第 1 項は，det A に等しい．一方，第 2 項に現れる行

列 C = (a1 · · ·aj · · ·aj · · ·an) であるが，その第 i 列，および第 j 列はとも にaj で

ある．したがって，その第 i 列と第 j 列を入れ替えて得られる行列 C ′ は C 自身に他

ならない： C ′ = C. ところが，一方 (1) によれば，detC ′ = −detC. これより，

det C = −detC，すなわち det C = 0 を得る．以上から，detB′
III = det A が結論さ

れる．

次の話題は，いま証明を終えた命題 4.10 の新たな応用についてです．

命題 4.12. |||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

正方行列 A に対し，それが正則，すなわち逆行列を持つための必要十分条件は，det A �= 0

が成り立つことである．

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

この命題は重要な意味を持ちます．その第一の理由は，正方行列の正則性を，行列式とい

う一種の実数値不変量のみを用いて判定できることです．さらに，もうひとつ忘れてはなら

ないのは，それを介して行列式の意味を解釈できる点にあります．この節の最初で行列式の

定義を与えましたが，それは極めて形式的なものであり，行列式の値は一体何を意味してい

るのか，あるいはそもそもなぜそのようなものを考える必要があるのか，といった極めて基

本的な疑問に対し，定義自身は何も答えてくれません．しかし，この命題 4.12 によれば，

少なくとも，行列式の値がゼロであるか否かは，行列の正則性に直接関係していることが保

証されます．

命題 4.12 の証明. A を n 次正方行列とする．それに対し，行列の列に関する基本変形を

適用し，下階段行列 B に変形する．命題 4.10 によれば，行列式の値がゼロであるか否か

は，行列の基本変形に関し不変である．したがって，

detA �= 0 ⇐⇒ detB �= 0 (4.14)
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を得る．もちろん行列 B もまた正方行列であるから，B は下三角行列，すなわち，

B =




λ1

∗ λ2 0
...

. . . . . .
∗ · · · ∗ λn




といった形をしている．よって，問題 4.8 で見たように，detB = λ1λ2 · · ·λn が成り

立つ．ところで，B はそもそも下階段行列であったから，ある番号 i に対し λi = 0

であるならば，すべての p > i に対しても λp = 0で なければならない．よって，

det B = λ1λ2 · · ·λn = 0 であるためには，λn = 0 が成り立つことが必要である．ある

いは，いま述べたことの対偶をとれば，

λn �= 0 =⇒ detB �= 0 (4.15)

が従う．さらに，(列) 階数の定義を思い起こすならば，

rankA = n =⇒ λn �= 0 (4.16)

でなければならないことが判る．一方，det B = λ1λ2 · · ·λn �= 0 と仮定するならば，再

び(列)階数の定義より，rankA = n が従う：

detB �= 0 =⇒ rankA = n. (4.17)

(4.15) – (4.17)から，

detB �= 0 ⇐⇒ rankA = n

を得る．これと，(4.14) とから，

detA �= 0 ⇐⇒ rankA = n

が従う．ところが，命題 3.14 によれば，rankA = n であるための必要十分条件は，

A が正則であることである．以上で，命題 4.12 の証明が完了した．

この節の締め括りとして，行列式の持つ大事な性質をもうひとつだけ述べることにします．

命題 4.13. |||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

A, B を n 次正方行列としたとき，

det(BA) = detB · det A

が成り立つ．とくに正則行列 A は，

det A−1 =
1

det A

を必ず満たす．

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||
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この命題の証明にはいくつか準備が必要です．a1, · · · ,an を n 次元列ベクトルと

したとき，それらから作られる n 次正方行列 (a1 · · ·an) の行列式 det(a1 · · ·an) を

D(a1, · · · ,an) と書き，a1, · · · ,an ∈ R
n の関数と見なしましょう．すると，命題 4.10

の (1)，(2)，および (4.13) から，D が次に挙げるような性質を有することが導かれます．

D(a1, · · · ,aj , · · · ,ai, · · · ,an)

= −D(a1, · · · ,ai, · · · ,aj , · · · ,an) (i �= j), (4.18)

D(a1, · · · , κai, · · · ,an) = κ · D(a1, · · · ,ai, · · · ,an), (4.19)

D(a1, · · · ,ai + a′
i, · · · ,an)

= D(a1, · · · ,ai, · · · ,an) + D(a1, · · · ,a′
i, · · · ,an). (4.20)

性質 (4.18) は，D(a1, · · · ,ai, · · · ,aj , · · · ,an) の値は，その変数であるところの ai と

aj（ただし，i �= j）を入れ替えると，ちょうど符号だけが変化することを述べています．

一方，(4.19) および (4.20) は，a1, · · · ,ai, · · · ,an のうち ai を除いたものを固定し，

D(a1, · · · ,ai, · · · ,an)を ai ∈ R
n のみの関数と考えたとき，それが線形であることを主張

しています．命題 4.13 の証明を行うための準備として，D(a1, · · · ,an) = det(a1 · · ·an)

に対する上記 3 つの性質 (4.18) – (4.20) と全く同一の性質を有する関数を，決定する必

要があります．

補題 4.14. |||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

D を，n 個の n 次元列ベクトル a1, · · · ,an ∈ R
n に対し，実数 D(a1, · · · ,an) を対応

させる関数とする．もしこの D が条件 (4.18) – (4.20) を満たすならば，

D(a1, · · · ,an) = D(e1, · · · , en) · det(a1 · · ·an) (4.21)

がすべての a1, · · · ,an ∈ R
n に対して成立する．ただし，{e1, · · · , en} は R

n の標準基

底である．

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

方程式 (4.21) によれば，条件 (4.18) – (4.20) を満たす関数 D(a1, · · · ,an) は，定数

倍を除いて行列式 det(a1 · · ·an) に等しい，すなわち，かような関数 D は，行列式の定

数倍の形をしていることになります．しかも，その定数も D(e1, · · · , en) に一致すること

まで，(4.21) は主張しています．

補題 4.14 の証明. a1, · · · ,an ∈ R
n が任意に与えられたとしよう．このとき，各

p, q = 1, · · · , n に対し，列ベクトル aq の第 p 成分を aqp と書くことにする．すると，

aq =
∑n

p=1 aqpep が成り立つから，(4.19)，および (4.20) とより，

D(a1, · · · ,an) = D(
∑n

p1=1 a1p1ep1 ,
∑n

p2=1 a2p2ep2 , · · · ,
∑n

pn=1 anpnepn)
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=
n∑

p1,p2,··· ,pn=1

a1p1a2p2 · · · anpnD(ep1 , ep2 , · · · , epn)

を得る．一方，(4.18)より，ep1 , ep2 , · · · , epn のうち少なくともふたつが一致するならば，

D(ep1 , ep2 , · · · , epn) が値ゼロを取らねばならないことが，命題 4.10 (3) の証明における

のと同様にして示される．したがって，上式における第 2 の等号の右辺に現れる総和は，

p1, p2, · · · , pn が置換を定義する場合のみに制限できる．すなわち，
n∑

p1,p2,··· ,pn=1

a1p1a2p2 · · · anpnD(ep1 , ep2 , · · · , epn)

=
∑
σ∈Sn

a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) D(eσ(1), eσ(2), · · · , eσ(n)).

ここで，等号の右辺の総和の各項に現れる eσ(1), eσ(2), · · · , eσ(n) を，e1, e2, · · · , en

の順に並べ替えよう．すると，(4.18)，および系 4.5 より，

D(eσ(1), eσ(2), · · · , eσ(n)) = sgn σ · D(e1, e2, · · · , en)

を得る．以上の等式から，(4.21) が成り立つことが結論される．

命題 4.13 の証明. A = (a1 · · ·an) とおく．すると，BA = (Ba1 · · ·Ban)，det(BA)

= det(Ba1 · · ·Ban) を得る．この最後の等式の右辺を D(a1, · · · ,an) とおく：

D(a1, · · · ,an) = det(Ba1 · · ·Ban)．このとき，この関数Dが条件 (4.18) – (4.20)すべ

てを満たすことが容易に検証される．したがって，補題 4.14より，det(BA) = D(a1, · · · ,

an) = D(e1, · · · , en) · det(a1 · · ·an) を得る．もちろん，det(a1 · · ·an) = detA であ

る．一方，D の定義によれば，D(e1, · · · , en) = det(Be1 · · ·Ben) = det B が成り立

つ．これで，命題 4.13 が証明できた．

C 余因子展開

この節では行列式を計算する新たな方法を勉強したいと思います．さっそく話を始めましょ

う．いま，A を n 次正方行列とします．この行列から第 i 行，および第 j 列を取り除いて

得られる (n− 1) 次正方行列を Âij と書き，もとの行列 A の (i, j)-小行列と呼ぶことに

しましょう．ただし，i, j = 1, · · · , n であることは言うまでもありません．このとき，行

列 A の (i, j)-余因子 ∆ij が，

∆ij = (−1)i+j det Âij

により定義されます．たとえば，

A =




1 2 3 4
12 13 14 5
11 16 15 6
10 9 8 7
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に対し，

Â32 =


 1 3 4

12 14 5
10 8 7


 , ∆32 = (−1)3+2 det


 1 3 4

12 14 5
10 8 7


 = 220,

と言った具合です．そして，以下の定理に述べるように，この余因子を使って行列式の計算

を行うことが出来ます．

定理 4.15. |||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

A を n 次正方行列とする．このとき，各 i, j = 1, · · · , n に対し，

detA = ai1∆i1 + ai2∆i2 + · · · + ain∆in, (4.22)

および

detA = a1j∆1j + a2j∆2j + · · · + anj∆nj (4.23)

が成り立つ．

||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||||

(4.22)，(4.23) の右辺はそれぞれ，行列 A の行列式の第 i 行に関する余因子展開，

第 j 列に関する余因子展開と呼ばれます.

定理 4.15 の証明. まず，命題 4.9 を用いることにより，列に関する余因子展開 (4.23)

は，行に関する余因子展開 (4.22) に帰着されることに注意しよう．さらに，命題 4.10 を

適当に用いれば，(4.22) はとくにそこにおいて i = 1 とした場合に還元される．そこで，

以下において (4.22) をとくに i = 1 の場合に証明する．

各 j = 1, · · · , n に対し，

Tj = {σ ∈ Sn : σ(1) = j}

と置こう．明らかに，Sn = T1 ∪ T2 ∪ · · · ∪ Tn，かつ Tj ∩ Tk = φ (j �= k) が成り立つ．

すなわち，n 次の置換全体 Sn は，その部分集合 T1, T2, · · · , Tn に分割可能なわけであ

る．よって，行列式の定義とから，

det A =
∑
σ∈Sn

sgn σ · a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n)

=
∑
σ∈T1

sgn σ · a11a2σ(2) · · · anσ(n) +
∑
σ∈T2

sgn σ · a12a2σ(2) · · · anσ(n)

+ · · · · · · +
∑
σ∈Tn

sgn σ · a1na2σ(2) · · · anσ(n)
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を得る．したがって，

∆1j =
∑
σ∈Tj

sgn σ · a2σ(2) · · · anσ(n) (j = 1, · · · , n) (4.24)

を示せばよいわけである．

j = 1, · · · , n を任意に取り固定しよう．A の (1, j) 小行列 Â1j の (p, q) 成分を bpq

とすれば，余因子 ∆1j は，

∆1j = (−1)1+j
∑

τ∈Sn−1

sgn τ · b1τ(1) · · · bn−1 τ(n−1)

により定義されていた．一方，小行列 Âij の定義によれば，

bpq =


 ap+1 q （q < j の場合）

ap+1 q+1 （q ≥ j の場合）

でなければならない．したがって，各 τ ∈ Sn−1 に対し τ̌ ∈ Sn を，τ̌(1) = j，および

τ̌(i) =


 τ(i − 1) （τ(i − 1) < j の場合）

τ(i − 1) + 1 （τ(i − 1) ≥ j の場合）

(i = 2, · · · , n) により定義すれば，

∆1j = (−1)1+j
∑

τ∈Sn−1

sgn τ · a2τ̌(2) · · · anτ̌(n) (4.25)

と書くことが可能である．さらに τ̌ の符号 sgn τ̌ をτ の符号 sgn τ に書き直したい．その

ために，各 τ ∈ Sn−1 に対し τ̄ ∈ Sn を，

τ̄(i) =


 n (i = 1)

τ(i − 1) (2 ≤ i ≤ n)

で定義する．さらに，

α =
(

1 · · · j − 1 j j + 1 · · · n − 1 n
1 · · · j − 1 j + 1 j + 2 · · · n j

)
∈ Sn

を取る．すると，τ̌ = ατ̄ と書けることに注意しよう．しかも，sgn τ̄ = (−1)n−1 sgn τ，か

つ sgn α = (−1)n−j であるのは明らかであるから，命題 4.2から sgn τ̌ = (−1)1+j sgn τ

であることが従う．よって，(4.25) を

∆1j =
∑

τ∈Sn−1

sgn τ̌ · a2τ̌(2) · · · anτ̌(n)

と書き直すことが可能である．そして，最後に各 τ ∈ Sn−1 に対し τ̌ ∈ Sn を対応させる

写像が，Sn−1 から Tj の上への全単射であることより，最後の等式の右辺は (4.24) の右

辺に等しいことが分かる．これで(4.24) が結論された．
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余因子展開が行列式の計算に有効であることは言うまでもありません．それを確かめるため

に，まず前節で解いた問題 4.11 を，今度は余因子展開を利用して解いてみることにしま

しょう．

問題 4.11 の別解．

det




1 2 2 2
2 1 2 2
2 2 1 2
2 2 2 1




= − det




1
2 3 2 2
2 2 3 2
2 2 2 3


 （前節で与えた解答と同様の仕方で）

= − 1 · det


 3 2 2

2 3 2
2 2 3


 （第1行に関する余因子展開により）

= − 3 · 3 · 3 − 2 · 2 · 2 − 2 · 2 · 2

+ 2 · 3 · 2 + 2 · 2 · 3 + 3 · 2 · 2

= − 7

今度はもう少し進んだ問題を出します．

問題 4.16. −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−
n 次正方行列

A =




0 1
1 0 1 0

1
. . . . . .
. . . 0 1

0 1 0




に対し，その行列式を計算せよ．ただし，n ≥ 2 とする．

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

解答．次数 n を強調するために，問題の n 次行列を An で表そう．すると，

det An = −det




1 1
0 0 1

1
. . . . . .
. . . 0 1

1 0




（第 1 行に関する余因子展開）
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= − det




1 0
0 0 1

1
. . . . . .
. . . 0 1

1 0




（第 2 列）←−（第2 列）−（第 1 列）

= − detAn−2 （第 1 行に関する余因子展開）

が成り立つ．一方，

detA2 = det
(

0 1
1 0

)
= −1, det A3 = det


 0 1 0

1 0 1
0 1 0


 = 0

であることは明らかである．したがって，

（答） detA =




1 (n = 4m)

−1 (n = 4m + 2)

0 (n = 4m + 1, 4m + 3)

いま解いた問題からも分かるとおり，余因子展開は行列の大きさに関する帰納法により行

列式を計算するときにとくに有効であることを最後に注意しておきましょう．




