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Abstract. We…onSder…ompl   te”yperbol@   surfaces『ith｝unctures‖nd”ol   s ・ The 
aim@of@this@paper@is@to@show@that@there@exist@pairs@of@hyperbolic@surfaces@of@any@genus 
not@ l   ss@ than@ 56@ whi   h@ are@ i   o-l   ngth-spectr3@   but@ not@ i   ometri   ， for@ arbiraF@@   fixed 
numbers｛f｝unctures‖nd”oles   

1 。 ⅠⅡ t 『 oduc れ on.  Ⅰ n  this  paper, a  乃 メタ er あ o 用 c  $ ぴ ㎡㏄ ce  is  a  complete  0 ㎡ entable 

2-dimensi0nalRiemannianman は oldw れ h  c0nstantcurvature  一 l.A  hyperbolicsurface 

of@genus@g@with@m@punctures@and@n@hoes@and@Wth@no@boundary@is@said@to@be@of@type 
(g,mW, れ ). Such  su て faces  are  sald  to  be  of 力れば 6  % タ e. The  7e れ gr ん平 ectr ぴ珂 Lsp( 沖 )0fa 
hyperbolic@surface@M@of@finite@type@is@the@collection@of@the@lengths@of@closed@geodesies 
on@M@Wth@multi   licities ・ As@a@set ， LsPAf)@is@4screte@@@   R ， and@each@mMti   licity@is@fiHte   

Two@hyperbolic@surfaces@M@@and@M@@of@finite@type@are@said@to@be@iso-length-spectral ， or 

simPy ， isospectr0   ， if@Lsp{Ml)=Lsp{M ， i) ， 

The@following@question@is@classical:@ "Does@isospectral@imply@isometric?" ， and@we 
refer@to@this@problem@as@the@iso ， length-spectral@problem ， In@the@case@of@closed@hyperbolic 

surfaces,@the@answer@@@   negaLve ・ The@first@counterexamples@were@given@by@Vigneras@[V] 

by@arithmetic@methods ， Later ， Sunada@[S]@found@a@more ner@@   approach@to@iospectr@   
manifolds ， and@ using@ this@ technique@ Buser@ [Bl]@ and ooks-Tse@ [BT]@ showed@ the 
existence@of@counterexamples@for@any@genus@ >4.@ However@the@problem@is@unsolved@in 
the@case@of@genus@2@and@3.@on@the@other@hand ， Wolpert@[W]@showed@that@the@answer@is 
affirmative@for@generic@hyperbolic@surfaces ， that@is ， the@set@of@hyperbolic@surfaces@whose 

geometry@is@not@uHque4@   determined@by@its@length@spectra@is@contai   ed@@@   a@re3@   proper 

subvariety@ in@ the@ Tei   hmu Ⅰ   er@ space ， For@ further@ informaton@ we@ refer@ the@ reader@ to 

[B2] ， In@this@paper ， we@consider@the@case@of@non-compact@hyperbolic@surfaces@of@finite 

type 。 We@denote@by@M{cj ， m ， n)@the@moduli@space@of@hyperbolic@surfaces@of@type@(g ， m ， n) ， 
that@is, 

My(g,m, め =  (M ォ :hyperbolic  surfaceoftype(a, 珂 ， "))/ ～   

Here 佛ア ～ M,meansthat 肘 isisom ㏄ hGt0  皿 打 ・ Weden0tetheequivalenceclassof 』 げ 

by  L 且ア ]. Wede 且 nethe  subset オ代 9, 何 ， め ofMo, 珂 ， め asf0 Ⅱ 0ws: an  element [M コ of 
@(g ， m ， n)@ is@ contained@ @@   @@/ 。 {g ， m ， n)@ if@there@ e Ⅹ     sts@ another@ element@ [AT]@ such@ that 

l99l 皿 グは r 鹿 附加 た $ Sw り牙   ect Classification ． Pri   ary・   
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瓦 sp(A ダ ) 二 Lsp( 麒 ').The ぬ @ ℡ o ド th@spaperls Ⅰ 0  sh0w  thefo Ⅱ ow@ Ⅱ 9: 

THEoREM  工 ・ a.  芭 9 「 9, 珂 切れ㎡ れゐ どれのれれ 召 ど れ 「 lvg% 招 9 ピ ド 』・ 7% ピ ㍗とビ ス甘 「』 乙 co れ $f 切れ「 c 三内Ⅰ 

ぎぴ C ん f ゐこてノげ (0@ 名，れ ) 岱 れのれ 召 別戸 こノノし ど ピソ鰍り @ ぴ才 c ぬれ ばノし ㍗ぬれ プ辮 切ればれ・ 月 ir ん招 r, C  は れ oi 

9 ㌣ 乙はすど r こんなれ 56. 

REMARK ． On@ the@ other@ hand ， it@ is@ known@ (cf ， [H] ， [ S3)  て hat  @ 申 Ⅱ㌔ 1,0) ニ 
力 。 ㈹， 0 ， り二メ八 0 ，的， め 二の， wh ㏄ e 榊干 れ ニ 3. 

In@the@proof@of@the@theorem ， Sunada ， s@constructi   n@for@isospectr3@   maDfo@@   and 

the@CaYey@graph@Pay@important@roes ， as@we@exPai   e@@@   Sect@   n@2.@Secti   n@3@is@devoted 

to@the@proof@of@the@theorem   

EDGMENTS ． The@ author@ wishes@ to@ express@ his@ heartfelt@ gratit 

ahiko@ Taniguchi ， Professor@ Hiroshige@ Shiga@ and@ Professor@ To 
Sugawa  ぬ己 h ㎡ rad ㎡ ceand  encourage 田 ent 。 Heisalso  grate 氏 lto  therefereeforcare 無 @ 

亡 C ぬ d@ Ⅱ 努 of  七 he  p 耳 cevlous  ve て s 或 ons  of  止 hls  paper  あ nd  fo て v ぬ luable  s ℡ g 色 es 血 0 皿 s  fo て 

@ 照 p て 0 Ⅴ 6e ㈲ e ぬ t. 

ION 2.1. Let；｜e‖’i ㌍     te“roup『ih》wo《ubgroups？@‖nd H2 。 We…@l 
Sunada@triple@if@the@following@conditions@hold     

is@not@conjugate@to 
(b)  Forevery  co 叫け gacy  c@ass{g mG 。 ㎞ G  of 夕日 G, 

m て目。 n ど l) 二町 り )en 

TheS はⅡ adat ㎡ plein  theneXt ㎏ mma 偲は sed  in  仁醸 T]to  constr け ctis0spectr 瓠 p ㎡ rs 

rfaces ofge 皿 ℡ s 4. This 尽 a@so  the  only  eXample  ofS Ⅱ ぬ ada 

L 白 2]).  L 乙 G  ニ 3%3,2), 肋 egro 卿 0/  ㎡ f3x3 例切回 ceswi 乏 

coefn 簗 CiCZe れ misl   れ老 2 ぬれ み Ⅳぱぬ 徒 te ど瑠 l れ切 れ t l 。 砕乍 CO れ usl は鱗   tWo ガ ぱあ ぎ㍗のぴ戸 姦   
冊訪 c は mdi れば牡ぬ % 押 ， =24  an は加 t ゐ癩茄 c ㏄ 田 :n 。 ] 二 7  0 二 ),2). エれ cT  ㈹， ぱ ，，Ⅳ 2) むぱ 

SWM@7a ぬ目 ple. 月 Lirt ぬと 「， レ A, ぢ鰍は Cbe  the 押肋 ㎞ nS  ele 駒 ents が 鯖 

l@A  Ⅱ ハⅡ Ⅱ u  ハ し @@A @@@ 二 ハ り お Ⅰ     
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Z 乃召 れ南ビ ア Of 「 OW 屈きん ㎡ ゐ : 

( ぬ )  H4 二ぢ 3 二 C7 才 アけ む庇 ea 仇 「 梢は f@, 汰 ),C 二ヵ 3 カ -lA 円 ・ 

(b)  皿 9 戸 oWei,37, C,. ‥， C6% ァ 何の $ がダ ㎎ 柿 C ㏄ 乙ド甲 re ㏄ l? 「 0five 』 押 ㍗Ⅳ 入 G 
げ =t,2). 
㎏ )  ノ餅ぱあ gc% 胤招 G. 

Now@we@describe@the@fundament3@   theorem@to@construct@i   ospectral@surfaces   

THEOREM  2.3  (Sunada  [S], 2]).  ム et (G,H,, 月 2) あ 9  打ちびれクみ㍑ tr 甲ね 切れば 
必 M 刀 ㎎「 あ 。 7i,,"@ プと c" ば戸 "i 「 e ぎ et 乃の tG 緩 Ct 』 O れノぬざ OnZe れこ 窃 n@ ひれ 二戸㍗ e ざ e.e ァ ㎡ ん 9 

fso 何ぎ 沖   ies 切ればてん e 臼 cfM0 れざり 戸 Ⅳ 1 ばれ ば打 2 ぱ ァ e が㍗と e. 7%8 れこ んピりぴ oife れァぶぴ了仰 ces み 1 Ⅰ 

Ⅳ 2 Ⅰ九ア 援 「 e  lso 甲 ect 「 al. 

For@a@gi   en@fiRte@group@G ， we@Wll@construct@a@hyperboic@surface ， by@combi   atori   l 

田 ㏄ hod,onwhichG  actsaso ㎡ entati0n-preservin 色聴 0metr № s.This ㎝ eth0diseXp ぬ ㎞ ed 

2] ， To@this@end ， we@need@the@following     

DEFINlTIoN  2.4.  A  graph  c0ns@sts  0f 五皿 ite@y  ma れ y  verhces  and  且 n れ目 y  m ぬ ny 
ohented  edgesjoin@ng  two  vertices. 

ぴ )  LetG  bea 佃 nitegroup  with  ge 軸 erators 刀 1,. ‥ ，ア 。 。 which  ぬ re ぬ 0tnecessa ァⅡ y 

pa@rWisedis ね血 ct と れ d 田 aycontain  the Ⅱ n れ目 eme ぬ t.TheC 援 ダ ル J@ ㌣住戸 ん杉 二 %(G  : ノ 1,. ‥ ， 

ノ ")ofG  with  respectto  thegeI)erators ノぃ ‥   @ 力 "isde 丘 Ⅱ ed  asf0@lows: 

(a)  T ね ereeX;stsab り ectivemap  W  fro ℡ G  to  theverteX  set0f イ ・ 

(b)  Foranypair(g, ダ )GG  Ⅹ G,let ノ Ⅲ，・‥， ス nkbethesubsequence ㎞ theseque ぬ Ce 

カ リ ‥・， ノ n0fa Ⅱ ge 皿 erators ア satisfy 面 芭 9, ニタ 月 ・ The 皿 thetw0  verticesw(g) ぁ Ⅱ d  卸 ⑭， ) 

a 托 Jo@ned  by  eXactly  ん ed 色 es 0 ㎡ e ぬ ted  斤 0 ㎝ w 絃 )t0  w 絃 ， ). Each  0ftheseedgesis s ぶ d 

to  beof り碑ピ刀 n 。 だ 0% プ 二五，・。 ・ ，ん   

(II)@ For@each@ subgroup@ H@ of@G ， H¥G@ denotes@ the@ right@ quotient@ set@ and@[_g-¥ 
deno も ees Ⅰ herlgh も iCose 屯 lof ワ eG. ス卜ア ede 鯨 Ⅱ e 圭 he 仰ひ nhle. れ す ぎア援 ㍗ ぬ Ⅰ 多 = ⅣⅠ 忽 G ㎡ l,         
刀 ")as で 0 Ⅱ 0ws     

(a,)  There  ex@stsa  bijective  弟 ap  沖斤 0 ㈱Ⅳ ¥G  to  the  vertex  setofH  ¥ 髪   
(b,)  For  a 皿 y  p 田 「 ( ぬ ],[9,]) モ ( ⅣⅠ G)X( ¥G),@ let@ A,,,, ・。 ， ,@A,@@ be@ the@ sub- 

sequence@n  thesequence カぃ ‥。 ， ノ "ofa)l 鯛 C 皿 erat0rs ス sat@s ヂ ying  ロタ ， ] Ⅰ [ ぴ力 ].The 皿 the 

two  ve れ ;ces @ イ g)and  沖 ⑦， )arejo ぬ ed  by  eXactly  ん edges oriented  斤 om  ゆ ⑦ )to  而 ( タ ， ). 

Each  0ftheseed ま esarealso  said  to  beof り ㌍ 8 月 W 。 fori 二 1, 。 ‥， &. 
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Ⅱ et  d 二代Ⅹ ，カ こ %2l Ⅹ 2 千ク 2 く I)  be  the  un@  d 油 k  wi 由 the  hypef も o 牡 c  磁 et 村 c 

赤 2 二 4( ㎡Ⅹ 2 千沖 2 Ⅴり一け 2 千ノ 2 り 2.  A  geode 或 G  五 n  Z  ㌔ a  ha@ ㌃ c@cle  ㎝ eet 面篤 う Z 二 
Ⅱ X, デ G 皿 2l Ⅹ 2 千ノ 2 二り perpendiculaHy  atboth  eIlds. 
軋 etcbe ぁ箔 COdes № arcoraclosed  巴 e0de Ⅰ con  ahyperbo ㎏ Surface. 
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H2 Ⅰ イ (G: ノ， B) 
tyPeB 

丘 lGuRE 2.l   

んく c)thehyperbo Ⅱ cIen 色 th  ofc. 

DEFINITI0N  2.6.  A  どタ 0 リピ $ic 戸の i2 ぎ 0 れ P  is  a  simply  connected  closed  subset0fZ 

whoserelaHveb0u 翼 daryconsistsof 且 n 巨 ㎡ ymany 芭 e0de 蕊 carcs.A  vgrrcX  0fP  ㎏ e Ⅱ her 

は nlnte て sSee 巨 Monpom 皿亡 ⅡⅠ 力 ofbo Ⅱ 皿 ry@geodesies@or@a@connected@component@of@Pr¥SA ， 

where@ P@is@the@c Ⅰ   sure@of@P@@@   R2   「 eo Ⅴ te 「 ,ave 「 tex@Ssaidtobe け n トノピ rt クぷ ，ターノ ピ 「 te Ⅹ 

and  ん -ver 招 Ⅹ は卸ね contained  in  ㎡， conta@ 皿 ed  i Ⅱ d 刀 asapo; 皿 t,and  contained  in  6%  aS 

an@@   terv3.@respect@   el   ， A@boundary@geodesic@arc@joi   i   g@two@verRces@of@P@is@c@led@a 

㎡ 鹿 ofP   

Let@G@be@a@fi@te@group ， Now@we@will@explan@how@to@paste@some@cop@   s@of@a@geodesi   

po Ⅰ   gon@wih@respect@to@a@Cay Ⅰ   y@graph@of@G@to@obtan@a@hyperbo@@   surface@on@whi   h 

G  は ctsas0 ㎡ C Ⅱ tation-preservingiso ㎝ et ㎡ es. F 沖 st,wet ゑ kea 力ぴ れあ 灼 6 れ ォ援タひ り笹びれ ダ 0f 

G,which  isa  ge0desicp0lyg0n  w れ h  2 れ sidesequipped  w れ h  thefo Ⅱ owin 色 propCrt@es. 

い )  No  s;desc0 皿 necttwo  verticesco れた a@ed  も n  るバ ・ 

(2)  Thes@des0 ぞ P  havea  div 面 on  into  pa 迂 s n i@== Ⅰ 窩 ， 弓 satis ド ying  ム絡 ) 幸 L( を i) 
forevery z.. Moreover, ばム ㎏ )=  九 %.)=  ㏄， thee Ⅱ (d  po 油 ltsof 免 a 且 Nd  司 contained  ぬあ 』 

are contained in  the same vertex  of 月 ． 

(3)  Thereisamap 平 : t¥, ‥，， 引づ G 。 i い甲 0) 巨 :A,,s Ⅱ chthat(A, 甘 "lge 皿 ierateG. 
(4)  ば芭絡 ) くの， weparameterfze 鈎 a れ <d 弓 bya で Colength  w 鯖 Uh  pos れ血 eone れ tatlon 

aspa れ softheboundaIryof 尹 : e,(s),e,(s)@,se[0 。 ム (ei)].IfL(g,.) ヱ ㏄， o Ⅱ eofthee Ⅱ @dpoints 

ofe 。 and@e,@are@contai   ed@@@   A@from@(1) ， Therefore@we@adopt@these@poi   ts@as@start@poi   ts 

and@parameterize@<? 。 and@e;@by@arc@length:@e ， (s) ， Si{s) ， seR+@u{0}   

Next@we@prepare@#G@copis@[Pg}geG@of@tne@fundament@@   pol   gon@P@of@G@taken@as 
above ， The@sides@e;@and@e;@of@Py@are@denoted@by@e@Pg]@and@e;[ 」 P ， ,] ， respectively ， We@glue 

the@ coPes@ together@ accordi   g@ to@ the@ Ca Ⅴ   ey@ graph@ @=@@(G:@Al ，，，・， A,) ， that@ is ， if 
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ダニ 61A,(a, ダモ G),thenP,ispastedtoP ダ ㎡ athef ㎝ め w ㎞ g ぬ ent 面 noat め nofs 出 es い 三メ三づ     

  

り [P 口 (s}) 二を i¥p"   Ⅰ L い り一のひ三 %0 ， L 絡 )]),  げム灰 i) く ㏄   

免 [ 止 ,](J) 二色 LPo, Ⅰ の C 』 eR  +  u40)),  if  卸 ㈲Ⅰ㏄   

Note@that@we@paste@the@copies@together@preserving@each@orientation ， The@resulting@surface 

is@denoted@by@(P ，。 &) ・ Since@Al ，・，，， A ，， generate@G ， the@Cayley@graph@is@connected@and 

hence@the@surface@{P ， ， S)@is@connected   

DEFINITION@ 2.7.@ A@poi   t@of@M=(P ， <S}@is@c3led@a@ ・ vertex@of@A/@if@it@corresponds 

to  an  ん verteX  ofso ⅠⅡ e 尹 o.Further,the 切れどね ata  verteX  of ムイ ， isdeRned  asthesum  of 

the@ang Ⅰ   s@whi   h@come@together@at@the@vertex ， A@singul   r@point@of@M@@@   a@vertex@of@M 

whose@angle@is@different@from@In   

Thesur 虻 faa ㏄ M  三 %, 豹 hasasmooth  hyperbolcstructure(M  issa@  to  bes 瑠 o0 訪 ， 

for@short)@if@and@o@y@if@M@has@no@si   g Ⅵ   ar@poi   t ， If@M@==(P ， @)@is@smooth ， G@natural   

acts@ on@ M@ as@ orientati   n-preser Ⅴ     ng@ iometri   s;@ indeed,@ for@ each@ geG,@ the@ natura   

泊 0 Ⅱ 佗 try  あ り P 仙 forevery  ん臼 G  can  be  extended  to  an  isometry  on  必   

Si   ilarly ， for@every@subgroup@ H@of@G ， we@can@obtain@a@surface@M:@=(P ， H¥@@)@by 

8ui   g@together@@(H¥G)@copis@[P[g]@@[g]eH¥G@of@P@wltn@respect@to@the@quotint@graph 
H Ⅰ 杉二 H Ⅰ 髪 {G: 力ぃ ‥・ ，ノ "). Nowthefol め wing ぬ mmaisimmed ぬ t ピ y   

LE.MMA  i.8.  ム %  G  比援血肋ピ ㌣ n ゆ 切れば H  援こ妨 ㌣ 0 ゆが G.S ゆタ ose 材加材 三 %, 豹 
乙れば且ア ， =  ( 尹 ， み Ⅰ 髪 ) ば托ぎ瑠 OOt 乃ノりァは Jiu ヤ切ら le ノリ れば 臼珂 9% クア ア 0 かどのれ 尹 2 Ⅰ G. アわ 9 れ 八 %, む 

む「 i 榊 e げ iC  めこ ん どヴ uotie れ frSU 小口 c.e. H Ⅰ 且ア ・ 

Let(G,H  l, Ⅳ 2)bea  Sunada  tr@ple.Supposethat Ⅱ ダ二 ( 尹 ， 髭 ), 必 1 三 %, 打 ,¥ 髪 )and 

材 2 才㈲，Ⅳ 2¥ 多 )aresmooth  forasuitab ㎏ fundamentalpolygon  P  ofG.Then  必 , and 

M2 %eisospectralby  theabovele ㎝ ma  and  Theore ㎝ 2.3   

.1.@ We@take@(G ， Hl ， H ， @@as@in@Lemma@2.2.@Let@h ， k ， p ， 

q ， s@and@/@be@integers@such@that@heN ， k ， p ， seNu@[0}@and@q ， te@[Q ，，，，， 6} ， For@every@h ， 

k ， p ， q ， s@and@/@as@above ， a@fundamental@polygon@P@of@G@satisfying@the@following@conditions 

can  be constr Ⅱ MCted: 

(i)  材 =  ㈲， 絡 ， 酵 1 々  (P,H  、 Ⅰ 劣 and  材 2%  (P,H2 Ⅰ 絡 aresmooth,and  hence 酵 l 

and  ノ 2a で ee 尽 ospec け ㎡・ 

( Ⅱ )  酵 ， a Ⅱ (d  材 2areoftype は， 挽 ， 軌 where 

  

タ =  7 ヵ 十 3%  十ヮ十め +  1 , 

(3. り 仰亡 7 タ 干せ， 

れ Ⅰ 7s+  t . 

(@ii Ⅰ 似、 尽 n0 Ⅱ some ㎡ c  Ⅰ 0  M2. 

In  (3.1), タ ， 9, 』 and  rare  uniquely  determ 面 ed  ぬ revery  pair ち徒ⅣⅡ 0). S 面 ce 
7 ヵ +  3 ん exhausta    l ㎞ tegers ぎ eaterthan  l8and  s ㎞ ce3%  +  t  +  1 玉 37,everytr め ㎏ (0, 研 ， め 
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は二 56; 珂，れ臼 Ⅳ u(0 り caIlbe  w ㎡ tte Ⅱ as 士 n  the  虹 0rm  (3    Ⅰ 入 Therefore  the  asser 付 o 皿 of 

丁七 eo 鵜 ㎝ 臥 l ispr0ved.In  thefo Ⅱ 0wing,weconstructa  ぬ ndamentalp0lygon  P  ofG 

s ゑ代 sfy 血色 thecond 田 on  G 入 ( Ⅱ )a Ⅱ d  G@)ab0ve. 
3.1. Fu ぬ damen て幻 Constructlon0fP   y@abuse@of@notation ， the@length@of@a@geodesic 

c@  ㎡ so  de ぬ 0ted  by  cwheneverthere 沿 no  confu 引 on.Put Ⅳ =  4 ヵ十ん十タ 十ヴ 七古 十ご十 1. 

Take@arbitrarily@xeR+ ， which@will@be@determined@later@in@the@argument ・ Let@ Si@ be@a 

geodesic@triangle@whose@two@edges@have@the@same@length@x@with@inner@angle@2n/N@(see 
Figure@3.1) ， Let@y@be@the@remaining@edge@of@Q@and@(p@a@included@angle@between@x@and 

y ・ Note@ that@y@ and@ cp@ go@ to@ oo@ and@0 ， respectively ， when@ x@ goes@ to@ oo ． Further@ we 

construct@geodesic@polygons@@(1) ， @(2) ， 3s ， and@ @(3)@as@in@Figure@3.1   

arguments@@@   hyperbo@@   geometry ， it@is@easi Ⅰ   seen@that@6l ， 62 ， 9 「 :@and 

detCrminedby ノゆね dhencebyX).F0 丁 eXample,sinh 乙 Ⅰ 二 tanh( ノ /2)andcos ひ 3 ⅠⅠ tanh2( ノ Ⅰ 2)   

Therefore@ei ， 0@@and@63@go@to@0@when@x@goes@to@ oo   

FlGURE 3.l   

    

  

cut ope 皿 

  

  

F@GURE 3.2   
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Now@take@arUtrary@xeR@@to@obtan@a@ F-pice@Yy@whose@boundary@geodesis@have 
lengths@y ，， v ， and@z@(see@ Fgure@ 3.2) ・ Here@a@ Y-piece@is@a@connected@hyperboic@Panar 

surface@whose@boundary@consists@of@three@closed@geodesies ， Let@/?@be@a@unique@simple 
geodes@@     arc@perpendiu Ⅰ     r@to@both@a,@and@ Ⅰ   t@F@be@one@of@the@end@poi   ts@of@/? ， We@take 

a@simple@geodesic@arc@/@which@connect@F@and@z@and@are@perpendicular@to@z ・ We@cut@Yy 
open@along@/?@and@y ， to@ obtain@a@geodesic@heptagon@ S@ (see@Figure@3.2) ， We@obtain@a 

geodesic@octagon@@(4)@by@pasting@S@and@Q:@together@along@z   

Now@we@prepare@the@fo   Ⅰ   wing@ ・   @@ geodes@@   po Ⅰ   gons; 

4 わ copiesof ワ : 多 1,.,,,94 れ ， 

k@copies@of@@1)@ :@ Q@ ，， ・・ ， 2[@@ ， 

タ十ク copiesof フ (2) . 劣げ， ・‥ ，ク穏 。   
s@+1@copies@of@Q@@ :@ S@31 ，・・・ ， @@@ ， 

and@@<4) ， Paste@them@together@along@x@in@this@order@to@obtain@a@geodesic@polygon@P@(see 
Figure@3.3) ， We@name@the@sides@of@P@in@the@negative@direction@of@the@boundary@of@P     

 
 

 
 

 
 

  

  

FIGuRE 3.3. (Thecaseof ん - ん - タ -g-J-t Ⅰ 工 @) 
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Ⅸ 1, 一 虔 1, 夕 ，， 序 1, ‥・，㏄ 池俘 一 "  氏ゎ月 ", 

71,y 工 @.,., アん ， 7 几 @ 

あ 1, 一 う 1,...,6 。 +q,6p+q7 一 

行 1, 一 り工，・・・ ， り ， + わ 一 り， 十 t, 

れら 虔 ， 軋浮 ， ア   

                                                                                                                            u て ㏄ ，夕ヨ u( 月，ノヲ Ⅰ u(7, ⅠⅠ 
saHsfying  L( ば 1)=  L 鱒 l)and  so  on   3 .2.@ Correspondence@between@the@sides@ of@P@and@the@generators@ of@G ・ We@need 

the@following@lemma ， which@is@immediately@proved@by@induction@on@/ ， 

LEMMA  3.1. Foo 「 a りた Ⅳ ば朋 foo 「 はゆ beZ  suc ん庇勿ぁチ 0  (mod  7)@ t カ クアクと光町 ア 

が 1@    ‥，西日 Z  w 切切 satiJ ル 

( Ⅰ )  佑チ 0( Ⅱ Dd7)  (1 玉ず三り， 
(2)  E@I 円三ら (mod7). 

Let@/@i ，，， ・ ， JUt+a+t@be@integers@satisfying@the@conditions@in@the@above@lemma@for@the 

case7 々ん十 ヴ十 tand  ら 二一 1. 軍 oreach  封 de  of Ⅰ， weass ㎏ n  は n  e 比 Ⅱ 児 ntofG  asf 刮 @ws     

街 @ づ f, 俘 1 トラ /,. ‥， 礼トゃ f, 俘 。 トづ 7, 乃 トラ C,",,.. 。 ， yt トづ C" 。 ， 

<5.@ づ /,. 。 ・， @)pl- づ /,  Op+il- つ CWt.,, ‥，， 6p 也トづ C" 。 。 。 ， 

孔い 1,. ‥， り ， い I,  w,,l い C"k 堵 。 ，         ， w,+, トづ C 且 "" 。 " 。 , 

y ト @PC, " ト十 A, 夕ト十戸   

Here@/@is@the@unit@matrix@and@ A ， B@and@ C@are@elements@of@G@as@in@Lemma@2.2.@ We 

remark@that@8@     assi   ned@elements@of@G@generate@G@because@ A@and@ B@a Ⅰ   ne@generate@G   

Now@we@obtain@a@fundamental@polygon@ P@of@G   

3.3. ヤ issmooth.  Weobtainthesurface 材 byglu;ngtogether ガ G  cop@es[P 。 } 匹 。 

of@P@Wth@respect@to@the@CaYey@graph@@=@@G:   ，，，，， @@ ， C"1 ，，，，， C@@+ ，， C ， A ， B) ， Here 

we@show@that@ M@has@no@si   guar@poi   t ， Take@the@vertex@v ・ @@of@P@between@@i@ and@y ， v2 

between@y ， and@y,@and@v2+@@between@y,@and@y,@for@ 1@@i< ， k,@respectvely@(see@Figure@3.3)   

TheverteX  in  几 c0rresponding  t0  %  isdenoted  by  ㎡ g)(t 三にん 十 2).Wenow  d ㎝ ne 

an@equiva Ⅰ   nce@rCa Ⅰ     on@in@the@set@of@all@f-verTces@of@[Py]geG ・ tvro@'-verLces@are@equivalnt 

@@   they@ are@ identified@ @@   M ， The@ eqMva Ⅰ   nce@ Cass@ of@an@ f-vertex@ v@ @@   denote@ by@ [u]   

ObviouSy,@ the@equiva Ⅰ   nce@Casses@are@in@one-to-one@correspondence@wih@the@verTces 
of 材   

LEMMA  3.2    T 乃 8  ざ et2 戸 乙 Af@-v の ァれ ce ぎり 戸 ( 尹 0)geG  ん乙固 Ⅰ 乃 Ⅰ ノう几 o@v@ れ 9  りと co 招戸 osltlo れ     

(3.2)     U    [ ひ 、 (g)f  ]]    u      U    [U20)]]    u   l=3 ， U@ " ・ ， t+2 [" ， (0)]   
ク く c 》 eeGl く c 》 
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W ん ie ㍗ちく C  》 ist ん召 C ノ ldiie  S ァ <.oU タぎ e れ lc. ァ Ⅰ ォどぱみノ C   

PROOF ． Frst@ we@ determi   e@ the@ eqMv3ence@ c Ⅰ   ss@ [1@1(0)]@ for@ some@ geG ， The 
right-hand@side@o@@of@the@i-vertex@vl(g)@of@the@copy@Pg@is@glued@to@the@side@@i@of@P@=Py   

Therefore@the@i ・ -vertex@vl{g)@is@equivalent@to@the@/-vertex@of@Pg@between@@i@and@Pi ， We 

conti   ue@tHs@procedure@to@obta@@   the@i ， verties@eq Ⅱ     v8ent@to@vl(g)@(see@Fgure@3.4) ， TRs 

procedure@finishes@when@the@side@y@of@Pgyk+@t@is@glued@to@the@side@y@of@Py;@note@that 

n 十 れ 
holds ， Smi Ⅰ   r Ⅰ   the@eq Ⅱ     v8ence@c@   sses@[1@0)] ， 2<i@k+2 ， geG@are@determi   ed@in@ Ⅴ     ew 

0fthefactsthat 拷 F カー Ⅰ ム -l 二 C  and  thatC め hasorder7foreveryJ モ (1,. ‥ ，んト N0te 

// Ⅰ ぎ ", ⅡⅠ 

Type！I Type！II 

FIGURE 3.4. (Thecaseor ん - ん 二戸 = ワ - 』 古 i=l リ 
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that  耳こひ i(g)g  ] 二 Ⅳ ， ヰび 2(9)] 二 5  and  井 L ひ i( び )f  ] 二 7  G=  3,. ‥ ， ん +  2)for  any  タ %G. O Ⅱ e  ca Ⅱ 

ea5Slly  see  that  ㎡タ方 is  e 雙 lujva ㎏ nt  to  v プ f れグ )  jf  囲 nd  o Ⅱ ly  if  i 二ソ こてⅠ ， 2 Ⅰ an]d  タニダ， 0 て 

メニ 7%f3,..., ん千 2) あ nd  ク，モ g く C).The Ⅱ ef0retheequivalenceclasses ぬ ppe は㎡ n 芭 i ℡ (3.2) 
are@pai   wi   e@dijoint   

On@the@other@hand ， an@easy@ca Ⅰ   u@   tion@reveas@that@these@eqHvalence@Casses@exhaust 

the@set@of@3@     f ， vertices@of@[Pg]yeG@@because@the@ Ⅰ   tter@set@has@card@   8       ty@@@G(N@@k@@5) ， 

a 

The@eq@v3ent@c Ⅰ   sses@[_vl(g) ， ]@(ffeG)@are@sa@@   to@be@of@type@I ， [@2(0)]@are@of@type@II 

and@L@Vf(g} ， ]@(3@i@k+2)@are@of@type@III ， respecti   e Ⅰ   。 A@vertex@of@M@correspondi   g@to 

an@equv3ence@c Ⅰ   ss@of@type@I@is@8so@sa@@   to@be@of@type@I ， and@so@on ， 

angles@at@the@vertices@of@M@ are@always@equal@to@In ・ It@is@ true@ for@a 

and@III ・ By@a@suiab Ⅰ   choi   e@of@x,@@@   @@   a@   o@true@for@a@vertex@of@type@I,@as@can@be@seen 

from@the@following@observation ・ The@angle@is@greater@than@In@when@x@goes@to@0@because 

N>:5.@On@the@other@hand ， (p ， 9l ， 0@@and@63@go@to@0@and@hence@the@angle@goes@to@0@when 

ズ goes to  ㏄・ 

3.4. ノ l  and  』 は 2  afe  smooth.  Recal@  that  we  obtain  the  q 虹 o ね e 皿 t  Surfaces 

材 i=  %i Ⅰ 沖げ目 1,2)by  pasting  togethe で Seven  C0pieS  ( 尹 Ⅲ ) Ⅲ ミば 。 Ⅰ G 二ぱ [C Ⅱ ) ㌔ 0  0f 月 
w れ h  respectto  the  Ⅱ u0Uent graph  Ⅳ i Ⅰ 多 ・ Z Ⅱ th 尽れ nd  屯 he  れ eX 屯 s Ⅱ bsech0 ぬ s, we  o ㎡ y 

deatw 止 h  thesurface 沖 l, butthesameargume ぬ tworks ぞ or 沖 2. HereweproVethat 

for@any@Z@eHl¥{I]@the@acti   n@of@i]@on@M@has@no@fixed@po@   t ・ Indeed ， otherWse@a@fixed 

point@must@be@a@vertex@of@M ・ Therefore@it@suffices@to@show@that 1@rn   @= Ⅰ   }@for@every 
vertex@v@of@M ， where@Gy@is@the@stabilizer@of@v ， By@Lemma@3.2@eve Ve てす eX ひ C0 てて eSPo 丘 dS 

to  someequivale ぬ tce 破 ass[ 巧 (9),). Underthlscorrespo コ udence,T こ G"ifa ぬ d  on@y  は巧 ( ての 

is@eqMv3ent@to@ Ⅰ @g) 、 Therefore ， T=/@and@hence@G@=[I} ， if@v@is@of@type@I@or@II 。 If@v@is 

oftype  III, TeG" ifand  on@y  @fT タ ea く lC>. En  this case, G"= び く C 》 ぴ "     

cardina Ⅱ ty  of く C@ ノ is 7, so  is 鰍く C ンク ",. Si ぬ川 Ce  が G" 二 7  a Ⅱ d  s@ 血 ioe  甜 Ⅳ 1 々  2 

edeterml れ ethenu 欝 ber0fp け且 ct は reSof 丑ア 1.Observe 

thateach  戸 -verteX  of 勿 @2)C  P@ キ 1 玉ァ三戸， 0 ミノ 三 6, わ てⅡ Ta  punct は reby  辻 se は ・ O ぬ the 
o 叱 her  hand,  the  seven o-vertices  o 絆 ( 舛 2@    -%cJl¥ ㌔ o  for ㎝ a  pu Ⅱ lCture  for  every 
タ十 Ⅰ 玉 / 三戸 +g.The で C タ 0Fe ノ Ⅴ ュ has7 戸 十ワ punctM ず es. 鯛 m は aHy, ノけょ has75 千 fh0 比 s.Then 
an@elementary@c3c ℡   ati   n@of@the@Euer@number@shows@that@the@genus@of 

7 ヵ 十臥 ん十 ぜ十め 十 )   

3 。 6. 必 l and  似 2 are  n0tisometric.  Now  weeXpf ㎡ 皿 how  some 面 od Ⅰ 且 c れ tion, ぱ 

皿 ecessaFy, on  P  ① akCs 倣 l and  材 2 %on- 玉 0%ethc. Ⅶ C  co 皿 s@der the  quot はれ t s 壮て faCe 

沖 o ニ G Ⅰ 沖 w れ h  singularp0intswhich  we  obtain  by  pasHng  ち 0gether t ね C  %des of タ 

w れ h  respectto  theq は oHentgraph  G Ⅰ 多 ・ Were 田 ark  that ㏄ and  ゑけ esp. ク and  綬 )y 賊 d 
e  cl0sed  geodesic, wh;ch  we  a[So  denote  by  %  ( 「 esp 。 p). 0ne  Gan  see, from 

二 7 げⅠ 1,2),that 沖 ， andM2areseven  sheetedc0veringsur 勉 cesof 酵 0 ・ There 

a て e ん singula て po@s0n  倣 0 ， allo デ whosean 國 esare2 万 /7.A  cu で veCon  Ⅴ 0trave て sing 
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Sngu Ⅰ   r@points@are@a Ⅰ   o@s3d@to@be@a@geodeSc@on@My@@@   c@@@   a@pi   cewie@geodeSc@on@the 
surface@Afo@@gular@points@of@My}@and@if@the@both@two@angles@made@by@two@geodesic 
segments@of@c@at@each@singular@point@are@equal@to@7i/7.@Note@that@every@geodesic@on@My 
in@this@sense@can@be@lifted@to@a@geodesic@on@ M@@and@ M2   
From@now@on ， ; ・ stands@for@ 1@ or@2.@ Here@we@explain@how@the@pattern@of@linkage@of 

the@lifts@of@y ， on@M ， can@be@seen@from@the@pattern@of@linkage@of@the@edges@of@type@ B@on 

thegr ぬ Iph  H,¥ Ⅰ 髪 ・ F 旺 :stobservethateach  edge 氏 ofP@lon  叫 isaliftof%.Let れ [ び ]) 
be  a  verteX  of タ Ⅲ b 鰍 ween  田 and  ク ・ Then  ve Ⅰ れ ces  凧 [ ク ])and  呵 [ ダ ])a て ejolned  by  an 
edge@of@type@ B@oriented@from@w([g])@to@w([0 ， ])@on@the@graph@Af ， ¥@@if@and@only@if@the 
edge@/?@of@P@@and@the@edge@fi@of@P@@are@g Ⅰ   ed@together@on@M{ ， that@is:@the@verties 
V(¥_g-}}@and@V(@g:-])@sire@joined@by@the@edge@a@(of@P@)@on@At ，   

From@the@above@observati   n@and@from@Fgure@2.1 ， one@can@see@that@the@seven@lifts 

of ㏄ on 且イ ,yi 目 dthreesimpleclosedgeodesies は 。 呂 and 夕 ，・・ HereweassumethatH 絡カ =  ㏄ 

and ム ( 鉗 )=  ム 絡 3  目 3%,Ifwe て ake Ⅸ s ㎡ 五 c 油 nt け Sm 引 l, Ⅸ isauniquep ㎡ mC ぴ 0sedge0des 比 

on@My@which@has@length@ <s@3o: ， Then@&@@@ ，。 and@a Ⅰ l ， are@characterized@as@the@prime@closed 

geodesic@of@length@ <@3o;@on@ Ml 。 S@   ilarly ， the@lifts@of@/?@on@Mi@correspond@to@the@edges 
of@type@ A@of@the@graph@ Hi¥@ ・ We@ Ⅰ   ok@at@the@two@lifts@ of@/?@on@At,@wHch@connect@K; 

withtheunion  夕 @u ま ㌃・ Theyarecommonperpendicularsbetween  &iand  夕 ;u 億 ㌃， On  ノレバ 1 
the@two@perpendiculars@form@a@closed@geodesic ， On@the@other@hand ， it@is@not@the@case@on 

M2 ， Therefore ， M@@and@ M@@are@not@isometric ， if@the@following@condition@(*)@holds: 

(*)@ The@closed@geodesic@ B@is@a@unique@geodesic@arc@of@length@/?@on@ My@which@is 
perpendi   u Ⅰ   r@to@@@at@both@ends   

Indeed ， we@have@the@next@ Ⅰ   mma   

LEMMA  3.3.  力ぎぴ れ % あ た Feg れ c ん el- Ⅳ ielse れ康ケリ ㌣ 脇援 rfo れ 9 Ⅰ 4W げ 0% 乙 すむ 並 9 ぶす ん ec の りぱ田 0 れ ( ホ )   

Here  a  Fenchel-Nielsen  deformatlon  is de 且 lned  as fo Ⅱ ows. 

DEFINITION@ 3.4.@ Let@ S@be@a@hyperbo@@   surface@whi   h@may@have@Sngu Ⅰ   r@ponts ， 

Let@c@be@a@Smp@@   Cosed@geodes@@   on@My@traverSng@no@Sngu Ⅰ   r@pont ， The@Fench6   ・ NiGsen 

deformation@of@S@Wth@respect@to@c@is@defined@as@folows: 
First@ cut@ S@ along@ c@ to@ obtain@ a@ (possibly@ disconnected)@ surface@ with@ geodesic 

boundary ・ Each@of@the@two@sides@of@the@cut@is@equipped@with@ the@orientation@induced 

by@that@of@S ・ Next@rotate@one@si   e@by@ Ⅰ   ngth@/@re Ⅰ     t@   e@to@the@other@si   e@@@   the@negati   e 

6rect@   n ， Then@8ue@the@si   es@@@   thor@new@poSti   n@to@obt3n@a@new@hyperbo@@   surface@S ，   

PROOF@OF@LEMMA@ 3.3.@ We@consi   er@the@Fenchel-Ni   lsen@deformati   n@(My),@of@My 

wih@respect@to@z 。 Let@J@(@be@the@set@of@al@geodeSes@on@(My),@whi   h@are@perpendi   ular 

to  ㏄ at.both  ends. Let 琢 ,bea  s 皿 bsetof こグ ,a 軸 ofwhoseelementsintersectz,and  後， a 

subset@of@J@(@all@of@whose@elements@have@length@/? ， The@assertion@of@Lemma@3.3@follows 

ifthereexistsarea@numbertsuchthat 降 =  ( 序 ).S@ceonecaneasi け seethat 降 ¥( 何 %  膠 " 
thecon 山 t 泊 n  絹 =  W)iseq ㎡ valentto  thecon 山 t め n  鰍 ， n 後主 Q. 

Now  take  a  branched  紺 eman ㎡ an  coverlng  map  レ n: A->Mrl. F Ⅸ allft ㏄ o on  A 
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ofa ， For@a@lift@z@of@z ， we@decompose@A@into@a@disjoint@union@Ji@UZLJJ@@where@the@half 

sp ぁ cCeJicontains Ⅸ 0.Wede 且 Ineab り wectivemap  伊み : 産づ Ⅰ け GR)asfo Ⅱ ow 心中 牙 ， ,( の二 / 
for@@ ， eAl,@and@(p@,(@@)@for@S ， eA@@@@   the@image@of@@@of@when@we@Si   e@zl;@re Ⅰ   tie@to@A@@@by 
length@t ， The@sliding-direction@is@defined@in@the@same@manner@as@in@Definition@3.4.@The 
map@<p@,@is@not@yet@defined@on@z ， but@one@can@define@it@sutab Ⅰ   as@the@fo   Ⅰ   wi   g@arguments 
work  we Ⅱ・ NeXt,f0rany  4 色 d,lett タ l,. ‥， ら )bethe Ⅱ stofall Ⅱ 肝 s0fzwhich  separate 
o<o@from@d; ・ Moreover ， we@assume@that@z@@separates@@o@from 1Z2.                   ， @ ， while・ 

㏄ oand  ク l 行 om  ク 3, ‥・， ij, ど ， and  so  on.Needlessto  say,the Ⅱ stmay  beempty.Now 

wede 且 neamap  on  ノ as 甲 八占 ハ Ⅰ り宕 ， t 。 ・‥。 甲乙，八占 ).Then  紡 : 刀ゴ ロ ト abijeGHvemap. 

With  the  ㎡ vial map  ぷ : 材 0 つ ( 材 。 ),, we  n0w  0btain  a  branched  R 驚 mannian  cov- 

ering  map  ゆ， : 二ぷ。 レ 0 。 ヒ， )-i:Z づ ( 沖 。 ),so  thatwe  have  the  囹 lowing  Gommutative 
diagram: 

口 上， 』 

    
ノ 。 うこけげ 。 ),   

With@the@above@preparati   n ， we@define@a@U     Ⅰ   cti   e@map@<P,:@@y@->@@SS@@as@fo   Ⅰ   ws:@For 

an  elemen た 7G 也 花ク 0 ， we  take  は li れ "  7w れ h  the  starting  poin Ⅰ 0n  ㏄ 0 ・ Then  @. /lsa  unique 
common@perpen4cMar@between@o(o@and@another@lift@a ， o@of@a ， Note@that@/ ， i   tersects@6sti   ct 
lifts@of@z@even@@@   number   Letゝ,｜e the「nique…ommon｝erpendiular｜etween　o‖nd 
(pt(o! ， o) ・ Then@we@define@ $,(/):=@i@@ ， Observe@that@tHs@map@is@well-defined@(i ， e ・， the 
definti   n@does@not@depend@on@the@choie@of@the@lit@T)@and@that@t@s@map@@@   6     Ⅰ   ct@e ， It 
is@easi Ⅰ   seen@that@the@length@L(@(l))@depends@re@@ana Ⅰ   tic3   Ⅰ   on@t ， Because@L(<?t(l)}@->@@@oo 
whenf づ十 一 ㏄ @ ltlsn0taconstant. Ⅴ o て eover,weremark 屯 hatthesubsetUG 多 ， l ムけ ) 三人 ) 
of@SSf@is@a@fi Ⅰ     te@set@for@any@constant@R@e@R@+ ， @@   Ⅴ     ew@of@the@6screteness@of@the@coveri   g 

transformation@group@ofi//, ， Therefore ， @@=@S}@holds@for@a@generic@re3@   number@t;@where 
"generic"@means@that@the@set@of@@l@re8@   numbers@t@such@that@%@¥[P}@#0@is@a@ascrete 
subset@ of@R   口 

NOW we take a real number t satisfying―t¥<z and @・   ;?} ， We modify the 
constructi   n@of@P@as@fo   Ⅰ   ws:@Paste@S@ and@@ ， a Ⅰ   ng@z@after@sli   i   g@them@by@length@;@i   
a@sutaUe@6recti   n ， THs@new@fundament@@   poygon@ P@ satisfies@the@condti   ns@(i) ， (ii) 
and@(iii)@above 。 Therefore@we@complete@the@proof@of@Theorem@1.1   
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