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実数の完備性：解答

解答例を読むだけではなく、もう一度、何も見ずに自力で解答が作成できるかどうか手
を動かして確かめてください。

問題 1. m,n ∈ N,m ⩾ nに対し

|am − an| ⩽ |am − am−1|+ |am−1 − am−2|+ · · ·+ |an+2 − an+1|+ |an+1 − an|
⩽ (rm−n−1 + rm−n−2 + · · ·+ r + 1) |an+1 − an|

=
1

1− r
|an+1 − an| ⩽

rn−1

1− r
|a2 − a1|

と評価できる。ε > 0を任意に取り固定すると、N ∈ Nとして rN−1

1−r
|a2 − a1| < εとなるも

のを取れば
m,n ⩾ N ⇒ |am − an| ⩽ ε

が保証される。

問題 2.

(1) M1 ∈ Mより、Aの元はM1以下である。だから、区間 [a1,M1]にAの元が無いと
いうことは、Aの元は a1以下でなければならない。つまり a1 ∈ Mとなる。一方、
a1 ∈ Aなので、a1はMで最小でなければならない。

(2) 作り方より |Mn+1 −Mn| ⩽ 2−n(M1 − a1) が成り立つので、問題 1と同様にしてMn

がCauchy列であることが分かる。また、|Mn − an| ⩽ 2−n+1(M1 − a1) に注意すれ
ば、an → M であることが分かる。

(3) Mnは上からM に収束するから、M より大きいAの元は存在し得ない。

問題 3.

(1) nを十分大きく取れば |Mn+1 −Mn| ⩽ 2−n(M1 − a1) の右辺がいくらでも小さくな
るという事実は、Archimedesの性質に拠る。

(2) Archimedesの性質は部分集合 N ⊂ Rが上に有界でないということを言っている。
仮にA := Nが上に有界とすると、定理 2からAは上限M ∈ Mを持つ。上限の定
義より、x < M となる勝手な実数 xに対し、ある a ∈ Aが存在して x < aが成り立
つ。特に x := M − 1と取ればM − 1 < aよってM < (a+ 1) ∈ Nであるが、これ
は上界の定義に反する。

問題 4. a1 ⩽ a2 ⩽ · · · を上に有界な単調増加数列とする。これらの数全体を Aと置い
て定理 2を適用すると、上限M ∈ Mが得られる。勝手な ε > 0に対し (上限の定義よ
り)M − ε < aN となる aN ∈ Aが存在するが、単調性より

n ⩾ N ⇒ 0 ⩽ M − an ⩽ M − aN < ε
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だから an → M が従う。

問題 5.

(1) 二項定理を用いて分解すれば、(
1 +

1

n

)n

=
n∑

k=0

n!

(n− k)!k!

1

nk
=

n∑
k=0

n(n− 1)(n− 2) · · · (n− k + 1)

nk

1

k!

=
n∑

k=0

(
1− 1

n

)(
1− 2

n

)
· · ·

(
1− k − 1

n

)
1

k!

と書ける。同様に(
1 +

1

n+ 1

)n+1

=
n+1∑
k=0

(
1− 1

n+ 1

)(
1− 2

n+ 1

)
· · ·

(
1− k − 1

n+ 1

)
1

k!

だから、2つの式の右辺を各項ごとに比べれば an ⩽ an+1を得る。

(2) やはり二項定理を用いれば、nに依らず(
1 +

1

n

)n

=
n∑

k=0

n!

(n− k)!k!

1

nk
⩽

n∑
k=0

1

k!
⩽

n∑
k=0

1

2k−1
⩽ 3

と評価できる。

問題 6. 算術平均⩾幾何平均だから、n ⩾ 2に対し an ⩾ bn. すると

an+1 =
an + bn

2
⩽ an, bn+1 =

√
anbn ⩾ bn

となって、an ⩾ b1だから anは下に有界な単調減少列である。同様に bnは上に有界な単
調増加列である。定理 3を適用すれば極限 an → a, bn → bを得る。an ⩾ bnだから a ⩾ b

となり、さらに

a =
a+ b

2
, b =

√
ab

が成り立つ。つまり a = bでなければならない。

問題 7.

(1) (A,B)をRの切断とする。Aは上に有界だから、定理 2より、上限M ∈ Rが存在
する。切断の定義によりM ∈ AまたはM ∈ Bが成り立つ。M ∈ AならばM はA

の最大元である。従ってM はBの下限だが、M ∈ Bとするとこれは切断の定義に
反する。よってBは最小元を持たない。同様に、M ∈ BならばMはBの最小元で
あり、Aは最大元を持たない。
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(2) 勝手なCauchy列 cnが収束することを示す。まず一般にCauchy列は有界であるこ
とが分かる。というのは、m,n ⩾ N ⇒ |cm − cn| < 1 となるN が取れるので

|cm| ⩽ |cm − cN |+ |cN | < 1 + |cN |

と評価できるからである。だから、全ての cnが区間 [a1, b1]に含まれるような実数
a1, b1が取れる。この区間を 2等分すると、どちらか一方は無限個の cnを含まなけれ
ばならない。そのような区間を 1つとり、左端点を a2,右端点を b2とする。以下同様
に [an, bn]を 2等分して無限個の cnが [an+1, bn+1]に含まれるように取る。区間幅は
半減していくから an− bn → 0である。すると、定理 5より lim an = lim bn = αとな
る実数αが存在する。作り方から、cnの部分列 cnk

(k = 1, 2, . . . )で limk→∞ cnk
→ α

となるものがある。cnが Cauchy列だから、これは cn → αを意味する。なぜなら
ば、勝手な ε > 0に対し、あるN があって k ⩾ N なら |cnk

− α| < ε/2となり、さ
らにCauchy性よりm, k ⩾ N ⇒ |cm − cnk

| < ε/2としてよいので

|cm − α| ⩽ |cm − cnk
|+ |cnk

− α| < ε.

問題 8. 問題 8(2)の解答と同様なので省略する。
※私の解答例はたまに略解になっていますが、皆さんは細かいところまで丁寧に説明して
ください。

解答H1-2S18-05 名古屋大学・理学部・数理学科


