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概 要

Hyper-Kähler多様体とは, 性質の良い 3つの複素構造が四元数的に備わったRiemann多
様体のことである. 素粒子論においては対称性の高い理論のmoduli空間として現れ，duality
の立証や分配関数の計算などで重要な役割を果たしてきた. この記事では,主にnon-compact
なHyper-Kähler多様体の性質を，具体的計量の構成・解析により，詳しく議論する. 数学
的基礎や関連する話題についても少し触れる.
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1 Introduction

Hyper-Kähler多様体とは, 性質の良い 3つの複素構造が四元数的に備わったRiemann多様体

のことであり, Holonomy群がSO(4n)からSp(n)に reduceする実 4n次元のRiemann多様体と

しても定義される．Hyper-Kähler多様体はRicci-flatであり，Einstein方程式の真空解としても

記述される. したがってEuclid空間でのEinstein方程式の重力インスタントン解として具体的

な計量が, Eguchi-Hanson, Gibbons-Hawkingたちによって, 1970年代後半に初めて求められた.

また，instantonやmonopoleのmoduli空間もHyper-Kähler多様体となることが知られており,

instanton背景における経路積分の過程でmoduli空間の体積を計算する際，その具体的計量が

不可欠であった．さらに，4次元N = 2超対称ゲージ理論の真空のmoduliもHyper-Kähler多

様体となり，超弦理論や超対称ゲージ理論におけるさまざまな dualityの立証にも重要な役割を

果たしてきた.

この解説記事では, 主に non-compactなHyper-Kähler多様体の性質を，具体的計量の構成・

解析により，詳しく議論する. 特に, Hyper-Kähler quotientによる構成法から，ある程度の分

類を行う. ツイスター理論や可積分系との関連についても触れ,3 3次元mirror symmetryにお

ける役割についても紹介する.

2 Symplectic Geometry and Moment Map

この章では，以後の議論の準備として, Symplectic幾何学の基礎について簡単に紹介する. 主

に, Hitchin-Karlhede-Lindström-Ročekの論文 [27], および Hitchinの講義録 [26]に沿って解説

する.

2.1 Symplectic Formalism

まず symplectic manifoldを定義する：

• (Symplectic Manifold)

2n次元の微分可能多様体M が closed 2-form ω を持ち, ωn が至るところゼロにならな

いとき, (M,ω)を symplectic多様体であるという. また, ωを symplectic formあるいは

symplectic構造という.

symplectic多様体の例を挙げる.

• M = R2n = Cn

座標を (xi, yi) ∈ R2n, zi = xi + iyi ∈ Cnと表すと symplectic構造は

ω = dxi ∧ dyi =
i

2
dzi ∧ dz̄ ı̄ (2.1)

である.4 実際,これが closed 2-formであることは明らかであり, ωn = (non-zero const.) ×
dx1 ∧ dy1 ∧ · · · ∧ dxn ∧ dynが至る所ゼロにならないのも明らかである.

3関連を強調した解説としては [27]以外に [22]もある.
4以後特に断りのない限り，同じ項で添え字が重なる場合はその添え字について和をとることとする (Einstein

の規約).
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• cotangent bundle M2n = T ∗X
π→ X

Xの座標を (x1, · · · , xn), T ∗Xの dx1, · · · , dxnに関する fiber座標を (p1, · · · , pn)とする. こ

のとき, symplectic構造は,

ω = dpi ∧ dxi (2.2)

となる (上の例と全く同様). なお, λ = pidx
iをLiouville formといい, ω = dλが成り立つ.

• Kähler多様体 (M2n, J, g, ω)5

M を向き付け可能な 2n次元のRiemann多様体, J を概複素構造, gをエルミート計量と

する. いま, ωを

ω(u, v) = g(Ju, v) (2.3)

で定義すると, ω(v, u) = −ω(u, v)が成り立ち, ωは 2次微分形式とみなすことができる.

この ωが閉形式であるとき, すなわち symplectic構造であるとき, ωあるいは JをKähler

formと呼び, (M,J, g)をKähler多様体という. このとき holonomyは SO(4n)からU(2n)

にまで reduce し, Levi-Civita connection ∇は

∇J = 0 (2.4)

を満たす. 式 (2.4)は概複素構造が平行移動のもと不変であることを表しており, この結

果 Kähler多様体は複素多様体となる. したがって J を複素構造と呼んで差し支えない.

Kähler多様体は複素多様体と symplectic多様体の共通部分である. Kähler多様体の複素

座標を (zi, z̄ ı̄)で表すと, Kähler多様体のmetricは Kähler potentialと呼ばれる実 scalar

関数K(z, z̄)を用いて

giȷ̄ =
∂

∂zi
∂

∂z̄ ȷ̄
K(z, z̄) (2.5)

と表される. したがって, metricはKähler変換

K(z, z̄)→ K(z, z̄) + F (z) + F ∗(z̄) (2.6)

のもと不変であり, Kähler potentialは正則関数 F (z)の不定性を持つ.

compact Kähler多様体の例としては, n次元複素射影空間 CPn,複素Grassmann多様体

GC
p,q, 4次元 torus T 4, compact Riemann面Σgなどがある.

• Hyperkähler多様体

3つの「四元数的」Kähler構造 I, J,K を持つ, 向き付け可能な 4n次元 Riemann多様体

M を hyperkähler多様体という. ただし, 「四元数的」Kähler構造 I, J,Kとは,

∇I = ∇J = ∇K = 0 (2.7)

I2 = J2 = K2 = −1, IJ = K, JK = I,KI = J (2.8)

5詳しい記述は, 例えば [10, 15, 39, 40, 44]にある.
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を満たす, 3つの概複素構造のことである.6

hyperkähler多様体はKähler多様体であるから, 前のKähler多様体の例における議論が

適用できる. すなわち, 3つの「四元数的」Kähler構造 I, J,Kに対応したKähler form が

3つずつ作れる：

ω1(X, Y ) = g(IX, Y ), ω2(X, Y ) = g(JX, Y ), ω3(X,Y ) = g(KX,Y ) (2.9)

これらをまとめて ω⃗と表す.

hyperkähler多様体は 4n次元であり, holonomyが SO(4n)から Sp(n)にまで reduceす

る. 逆に holonomyが SO(4n)から Sp(n)にまで reduceする 4n次元 Riemann多様体は

hyperkähler多様体になることが知られている. また, 一般に hyperkähler多様体はRicci-

flatであることが知られており, この場合 Einstein方程式の真空解になっている.

compactな hyperkähler多様体の例としては, K3曲面や 4次元 torus T 4 などがあるが, こ

こでは non-compactな hyperkähler多様体を主に扱う. non-compactな hyperkähler多様

体の例としては, R4n = Hn, ALE空間, ALF空間, Calabi多様体, Atiyah-Hitchin多様体

などがあり, 重力 instantonやmonopole moduli空間として現れる.

symplectic多様体には,

• (Darbouxの定理)

symplectic構造は局所的には皆同型であり, うまく局所座標 (x1, · · · , xn, y1, · · · , yn)を選ぶ
ことで

ω = dxi ∧ dyi (2.10)

と書ける.

があるため, Riemann幾何学における曲率のような局所不変量は存在しない.

1次の de Rham cohomology 群が trivialであるような symplectic多様体には,

ι(XH)ω = dH (2.11)

XH : Hの生成する vector場

を満たす滑らかな関数Hが存在する. ιは内部積を表す. 式 (2.10)を満たす座標を用いると,

XH = ai
∂

∂xi
+ bi

∂

∂yi
(2.12)

ι(XH)ω = aidy
i − bidxi (2.13)

ただし ai =
∂H

∂yi
, bi = −

∂H

∂xi
(2.14)

となる. 今考えている多様体を T ∗M にとり, fiber座標を (y1, · · · , yn) = (p1, · · · , pn)で表す
と, 式 (2.14) は古典力学におけるHamiltonの正準方程式に一致する. したがって, Hのことを

Hamilton関数という. Hは定数の不定性を除いて一意に定まる.

6式 (2.8)は I2 = J2 = K2 = IJK = −1とまとめられる.
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symplectic構造 ωをXH 方向へ Lie微分すると,

LXH
ω = (d(ι(XH)ω) + ι(XH)dω) = d(dH) == 0 (2.15)

となるので, vector場XHは symplectic構造ωを保つ. 1行目ではCartanの公式LX = dι(X) +

ι(X)d を用いた.

逆にXを symplectic構造 ωを保つ vector場であるとすると,

0 = LXω = d(ι(X)ω) + ι(X)dω (2.16)

となり, d(ι(X)ω) = 0が得られる. このとき 1次の de Rham cohomology 群が trivialであると

すれば, Poincaréの補題により, ι(X)ω = dH となる関数Hの存在が言える. これで式 (2.11)が

証明された.7

2.2 Moment Map

Lie群 Gが symplectic構造 ωを保ちながら, symplectic 多様体M に作用しているものとす

る. このとき, Lie群Gの Lie環 Gの各々の元 ξに対して, vector場Xξが定まり, 式 (2.11)より

Hamilton関数Hξが定まる. これによって, GからC∞(M)への vector空間としての準同型が定

まる. すなわち, G∗に値をとるM 上の関数 µが定まる：

dµXξ = ι(Xξ)ω (2.17)

⟨µ(x), ξ⟩ = Hξ(x) (2.18)

µのことをmoment mapという. µの肩のXは省略することがある. moment mapはGの作用

のもと不変な定数 ζ(∈ G∗)の不定性を除いて一意に定まる. これはGの abelian characterの元

である.

moment mapの例を挙げる.

• M = T ∗R3, G = R3 (並進)

R3の座標を (x1, x2, x3), cotangent vectorを pidx
iと書く. symplectic構造は

ω = dxi ∧ dpi (2.19)

である. Lie環 Gの元 ξが生成するR3の vector場X = ai
∂

∂xi
, (ai : 定数)は座標 piに対

して trivialな作用をするので (LXdx
i [L,d]=0

= d(LXdx
i) = dai = 0), T ∗R3の vector場は

Xξ = ai
∂

∂xi
(2.20)

7vector場の用語についてまとめておく.

• vector場X が Killingである. ⇔ LXg = 0

• vector場X が Hamiltonianである. ⇔ LXω = 0

• vector場X が holomorphicである. ⇔ LXI = 0

• vector場X が tri-holomorphicである. ⇔ LXI = LXJ = LXK = 0
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である.

ι(Xξ)ω = aidpi = d(aipi) (2.21)

より, moment mapは

µ(x,p) = p (2.22)

である. これは, 普通の運動量である.

• M = T ∗R3, G = SO(3) (回転)

Gの生成する vector場はX = xia j
i

∂

∂xj
, (aij :反対称行列)と表される.

LXdx
j = d(xia j

i ) = a j
i dx

i (2.23)

より, 座標 (p1, p2, p3)への作用は pj → pia j
i となる. したがって,

Xξ = a j
i

(
xi

∂

∂xj
+ pi

∂

∂pj

)
(2.24)

ι(Xξ)ω = a j
i

(
xidpj − pidxj

)
= a j

i

(
xidpj + pjdxi

)
= a j

i d(x
ipj) =

1

2
a j
i d(x

ipj − pixj) (2.25)

となり, moment mapは

µ(x,p) = x× p (2.26)

である. これは角運動量である. したがってmoment mapは運動量, 角運動量の一般化に

なっている.

• M = Cn, G = U(1)

eiθ ∈ U(1)のCnに対する作用を

eiθ(z1, · · · , zn) = (eik1θ, · · · , eiknθ), k1, · · · , kn ∈ Z (2.27)

で定義する. U(1)の Lie環 U(1)の生成する vector場はX =
∂

∂θ
であり,

Xξ = i
n∑
i=1

ki

(
zi

∂

∂zi
− z̄ ı̄ ∂

∂z̄ ı̄

)
=

n∑
i=1

ki

(
xi

∂

∂yi
− yi ∂

∂xi

)
, zi = xi + iyi

ι(Xξ)ω = −1

2
ki(z

idz̄i + z̄dzi) = −1

2
d

(
n∑
i=1

ki|zi|2
)

(2.28)

となる. よって, moment mapは

µ(z1, · · · , zn) = −
1

2
(k1|z1|2 + · · ·+ kn|zn|2) (2.29)

である.
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• M = Cn, G = U(n)

Cnの座標を (z1, · · · , zn)とすると, symplectic構造はKähler form

ω =
i

2
dzi ∧ dz̄ ı̄ (2.30)

である. U(n)の Lie環 U(n)の生成する vector場は

Xξ = ziA ȷ̄
i

∂

∂z ȷ̄
+ z̄iA∗ȷ̄

i

∂

∂z̄ ȷ̄
, Aiȷ̄ :反エルミート行列 (2.31)

と表される. よって,

ι(Xξ)ω =
i

2
ziAiȷ̄dz̄

ȷ̄ − i

2
z̄ ı̄A∗

ı̄jdz
j =

i

2
Aiȷ̄(z

idz̄ ȷ̄ + z̄ ȷ̄dzi) =
i

2
Aiȷ̄d(z

iz̄ ȷ̄) (2.32)

となり, moment mapは

µ(z1, · · · , zn)iȷ̄ =
i

2
ziz̄ ȷ̄ (2.33)

である.

• M =M(n,C), G = U(n)：conjugation action

Zij ∈M(n,C)と書くと, symplectic構造はKähler form

ω =
i

2
dZij ∧ dZ∗

ı̄ȷ̄ =
i

2
Tr (dZ ∧ dZ†) (2.34)

である. 前の例と同様moment mapは

⟨µ(Z), A⟩ = i

2
Tr (AZZ†) (2.35)

となる. A = adBの場合は

⟨µ(Z), A⟩ =
i

2
Tr ((adBZ)Z†) =

i

2
Tr (BZZ† − ZBZ†) =

i

2
Tr (B(ZZ† − Z†Z))(2.36)

したがってmoment mapは

µ(Z) =
i

2
[Z,Z†] (2.37)

と書き直すことができる.

この最後の例を複素数から四元数に拡張するとADHM/Nahm構成法における一連の self-dual

方程式 (ADHM/Nahm方程式)が得られる [24]. それを説明するため, まず四元数について説明

する.

四元数全体の集合Hとは,

H =
{
a+ bi+ cj + dk

∣∣∣ a, b, c, d ∈ R, i2 = j2 = k2 = −1, ij = k, jk = i, ki = j
}

(2.38)

で定義される 4次元の非可換代数のことである. 実数, 複素数をさらに拡張した数体系のことで

ある. i, j, kは SU(2) の生成子と同じ交換関係をみたす.
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次に四元数 vector空間Hnを考える. この空間の元を縦 vectorとして表すと,右から四元数が,

左から n× n四元数行列が作用する. この 2つの作用は互いに可換である. また, 四元数 vector

空間には内積が定義されるが, 内積を保つ行列は Sp(n) (成分が四元数であるような unitary行

列)である.

v, w ∈ Hnの内積を (v, w)で表すと, symplectic構造は

ω1(v, w) = (iv, w), ω2(v, w) = (jv, w), ω3(v, w) = (kv, w) (2.39)

のように 3つ作ることができる. これらはKähler formである.

さてここで moment mapを構成する. 3つの symplectic構造 ω1, ω2, ω3 に対応する 3つの

moment map µ1, µ2, µ3を構成することができる. これらをまとめて,

µ : Hn −→ G∗ ⊗R3 (2.40)

と表すことがある.

• M = M(n,H), G = Sp(n)の部分群で symplectic構造 (2.39)を保つもの (conjugation

action)

symplectic構造 (2.39)を保つには, 内積を保ちかつ四元数の作用と可換でなければならな

い. したがって, G = O(n)となる.

M の元を,

M =M(n,H) ∋ B = B0 + iB1 + jB2 + kB3, Bµ ∈M(n,R) (2.41)

と書き表す (µ = 0, 1, 2, 3). また, Bµは反対称行列であるとする. Bµに対して, G = O(n)

が adjointに作用している.

まず, iの右からの作用について考える. Bは

B = B0 + iB1 + k(B3 + iB2) = Z + kW (2.42)

と表すことができる. これは前の例の 2つのコピーの直和 (kについての実部, 虚部)であ

るから,

µ1(B) =
i

2
[Z,Z†] +

i

2
[W,W †]

=
i

2
[B0 + iB2,−(B0 − iB2)] +

i

2
[B3 + iB2,−(B3 + iB2)]

= [B2, B3]− [B0, B1] (2.43)

が得られる. Z,W に対しては, G = U(n)が adjointに作用している. j, kについても同様

のことを行えば µ2, µ3も求まる：
µ1(B) = −[B0, B1] + [B2, B3]

µ2(B) = −[B0, B2]− [B1, B3]

µ3(B) = −[B0, B3] + [B1, B2]

(2.44)

これはADHM/Nahm構成法に現れる一連の self-dual方程式 (ADHM/Nahm方程式)と同

じような形である [24]. conjugation actionが四元数の作用と可換であるところがADHM/Nahm

構成法と共通した点であり, これが本質的な点なのである.
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3 Hyperkähler Quotient and ADHM/Nahm Construc-

tion

この sectionではある幾何構造 (symplectic構造, Kähler構造, hyperkähler構造など) を持っ

た多様体から同じ幾何構造を持つ新しい多様体を構成する方法について紹介し, ADHM/Nahm

データのmoduli空間について再び考察を行う.

3.1 Quotient Manifold

多様体Mに compact Lie群Gが freeに作用8しているとき, M/Gもまた多様体になる. M/G

のことを quotient manifoldという. 次元については dim(M/G) = dimM − dimGが成り立つ.

Lie群Gの作用が freeでないとき, M/Gは多様体になるとは限らない.

このとき, もともとの多様体M の幾何構造がどれくらいM/Gに遺伝していくかが問題と

なってくる. 例えば, M がKähler多様体で, GがU(1)のときは dim(M/G)は奇数となりM/G

は Kähler多様体になりえない. しかし, Gの作用にある制限を加えると, M の symplectic構

造, Kähler構造, hyperkähler構造がM/Gにも遺伝し, 新しい symplectic多様体, Kähler多様

体, hyperkähler 多様体を作ることができる. この方法についての数学的事実を紹介する.

• Symplectic Quotient

(M,ω, g)を symplectic多様体とし, Gが ωを保ちつつM に作用しているものとする. こ

れより, moment map µを構成することができるが, µ−1(0)/Gは symplectic多様体となり,

µ−1(0)/Gの symplectic構造は ρ(X, Y ) := ω(X̃, Ỹ ), (X̃, ỸはそれぞれX, Y ∈ Tµ−1(0)を

µ−1(0)/Gの接線方向に射影したもの) で与えられる.

• Kähler Quotient

(M,J, ω, g)をKähler多様体とし, Gが J, ωを保ちつつM に作用しているものとする. こ

れより, moment map µを構成することができるが, µ−1(0)/Gは Kähler多様体となり,

µ−1(0)/GのKähler構造は ρ(X,Y ) := ω(X̃, Ỹ )で与えられる.

• Hyperkähler Quotient[27]

(M, I, J,K, ω⃗, g)をhyperkähler多様体とし, GがI, J,K, ω⃗を保ちつつMに作用しているも

のとする. これより, moment map µ⃗ :M −→ G∗⊗R3を構成することができるが, µ⃗−1(0)/G

は hyperkähler多様体となり, µ⃗−1(0)/Gの hyperkähler構造は ρ⃗(X,Y ) := ω⃗(X̃, Ỹ )で与え

られる.

8群の作用についての用語をまとめておく.
G×M ∋ (g, p) 7→ σ(g, p) ∈M の時,

• 群の作用が transitive：任意の 2点 p1, p2 ∈ M に対して, p1 を p2 にうつす変換 σ(g, p1) = p2 ∈ Gが存在
する.

• 群の作用が free：任意の変換 (σ(e, ∗)を除く)に対して, M に不動点が存在しない (eは Gの単位元).

• 群の作用が effective：σ(e, ∗)以外にはM への trivial actionが存在しない.
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以前に述べたように, moment mapにはGの作用で不変な G∗の元 ζ (Gの abelian character)

の分だけ不定性がある. そのため, µ−1(0)/Gの代わりに, µ−1(ζ)/Gとして構成した hyperkähler

quotientも hyperkähler多様体となることが示される. 一般にµ−1(0)/Gが non-compactなとき,

それを compact化すると特異点が現れるが, µ−1(ζ)/Gの場合には特異点が現れない. したがっ

て, moduli空間の topologyなどを調べる際には, この ζ を普通加える. compactな空間に対し

てはMorse理論などの強力な道具が使えるためmoduli空間の topology を調べるのが容易にな

るのである.9 µ = 0あるいは µ = ζをmoment map方程式と呼ぶ. moment map方程式の解空

間を群作用で割ったものが µ−1(0)/Gあるいは µ−1(ζ)/G である.

例を一つ挙げる.

• M = Cn, G = U(1) (250ぺージの例)

ζ < 0とする. k1 = · · · = knのとき, µ−1(ζ)/Gは複素射影空間CPnである. なお, 一般の

k1, · · · , knの場合の µ−1(ζ)/Gのことを, 重みつき射影空間というが, この場合 µ−1(ζ)/G

は多様体でない.

この hyperkähler quotientにおける µ⃗ = 0あるいは µ⃗ = ζ⃗ がADHM/Nahm方程式に対応し

ている. これを以下で議論する.

3.2 Moduli Space and Hyperkähler Geometry

252ページで議論した例：「M =M(k,H), G = Sp(k)の部分群で symplectic構造 (2.39)を保

つもの (conjugation action)」と同様, hyperkähler多様体の場合にも式 (2.44)
µ1(B) = −[B0, B1] + [B2, B3]

µ2(B) = −[B0, B2]− [B1, B3]

µ3(B) = −[B0, B3] + [B1, B2]

(3.1)

が成り立つ. よって,

M =

 Bµ

[B0, B1]− [B2, B3] = ζ1
[B0, B2] + [B1, B3] = ζ2
[B0, B3]− [B1, B2] = ζ3


/
G (3.2)

は, hyperkähler多様体である.

なお, 普通はX = B0 + iB1, Y = B2 + iB3とし, 式 µ⃗ = ζ⃗を{
µR = [X,X†] + [Y, Y †] = ζR
µC = [X, Y ] = ζC

(3.3)

と書くことが多い. なお, ζC , ζRのうちどちらかが 0でなければ, moduli空間には特異点がない.

9このあたりの事情については例えば [41]に解説がある.
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ADHM方程式をこの形に表すには,

∆ = B + Cx =

(
S[N ]×[2k]

T[2k]×[2k]

)
+

(
0[N ]×[2k]

1[2k]×[2k]

)
x

=


Γ†
[N ]×[k] Λ[N ]×[k]

(T0 + iT3)[k]×[zk] (T2 + iT1)[k]×[k]

−(T2 − iT1)[k]×[k] (T0 − iT3)[k]×[k]

+

(
0[N ]×[2k]

1[2k]×[2k]

)
x (3.4)

において, X = T0 − iT3, Y = T2 + iT1とおけばよい. 10. このとき

∆†∆ = S†S + T †T + x†T + T †x+ x†x (3.5)

=

(
ΓΓ† +XX† + Y Y † + 2xµTµ ΓΛ +XY − Y X

Λ†Γ† + Y †X† −X†Y † Λ†Λ + Y †Y +X†X + 2xµTµ

)
+ |x|2 + i xµxνη−µν︸ ︷︷ ︸

=0···(∗)

となるので, ∆†∆のパウリ行列 (四元数の 2次元表現の行列) との可換性 (∆†∆ ∝ e0 = 1[2])より

ΓΓ† +XX† + Y Y † + 2xµTµ + |x|2 = Λ†Λ + Y †Y +X†X + 2xµTµ + |x|2 (3.6)

ΓΛ +XY − Y X = Λ†Γ† + Y †X† −X†Y † = 0 (3.7)

から, ADHM方程式 {
[X,X†] + [Y, Y †] + ΓΓ† − Λ†Λ = 0

[X, Y ] + ΓΛ = 0
(3.8)

が得られる. これは Γ,Λの部分を除けば, ζR = ζC = 0の場合のmoment map方程式 (3.3)そ

のものである. conjugation actionが四元数の作用と可換であるという条件が両者に共通してお

り, その結果ADHM方程式とmoment map方程式が同じような形になる.

Nahm方程式についても同様に α =
i

2
(T0 − iT3), β =

i

2
(T2 + iT1)とおくと,


µR =

d

dz
(α + α†) + 2([α, α†] + [β, β†]) = 0

µC =
dβ

dz
+ 2[α, β] = 0

(3.9)

が得られる. これもX =
1

2

d

dz
+ α, Y = βとおけば, 完全に ζR = ζC = 0の場合のmoment map

方程式 (3.3)と一致する (X† = −1

2

d

dz
+ α†に注意).

ADHM方程式の右辺が 0なので, ADHMデータのmoduli空間MADHM
k,N を compact 化した空

間 M̄ADHM
k,N には特異点が現れる. 具体的には次のような構造を持つ：

M̄ADHM
k,N =MADHM

k,N ∪ (MADHM
k−1,N ×R4) ∪ (MADHM

k−2,N × Sym2R4) ∪ · · · ∪ SymkR4 (3.10)

右辺の SymiR4 はR4 の点の i次の対称積を表す. これに対応する instantonは sizeがゼロの

instantonである. (MADHM
k−i,N × SymiR4)は k個の instantonのうち, i個が zero-size instantonに

なっているような instanton解に対応している (図 1 参照).
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zero-size instantons

R

finite-size instantons

4

図 1: (MADHM
k−i,N × SymiR4)に対応する instantons (k = 5, i = 2)

対称積は点と点がぶつかるところで特異点をもつ. この特異点が, ζを導入することで解消さ

れる. なお, この特異点解消の数学的理論としてHilbert schemeがある [42].

ところで, ζを自然に出す試みの一つとして非可換幾何の方法がある [45]. 非可換幾何では座

標関数は可換ではなく, 例えば

[z0, z̄0] = [z1, z̄1] = −
ζ

2
, others = 0 (3.11)

のように座標の交換子が non-zeroになる (ただし z0 = x0 − ix3, z1 = x2 + ix1). このとき式

(3.5)の (∗)の部分は 0にはならず, 式 (3.6),(3.7)は

ΓΓ† +XX† + Y Y † + 2xµTµ + z0z̄0 + z1z̄1 = Λ†Λ + Y †Y +X†X + 2xµTµ + z̄1z1 + z̄0z0

ΓΛ +XY − Y X + z̄0z1 − z1z̄0 = Λ†Γ† + Y †X† −X†Y † + z̄1z0 − z0z̄1 = 0

となり, (3.3)の ζR = ζ, ζC = 0の場合のADHM方程式{
[X,X†] + [Y, Y †] + ΓΓ† − Λ†Λ = ζ

[X, Y ] + ΓΛ = 0
(3.12)

が得られる.

4 Metrics of Hyperkähler Manifolds

[24]で議論したADHM/Nahmデータ (すなわち instanton/ monopoleのmoduli空間)は，hy-

perkähler quotientM として記述できるので, hyperkähler多様体としての構造を持つ. [24]で

は, ADHM/Nahmデータと instanton/monopoleのmoduli空間とが集合として 1：1であること

が示されたが, 実はさらに強く hyperkähler多様体としての構造も一致することが示される. R4

10(3.3) の時と添字 1 と 3 の順序が異なるのは, 四元数の 2 次元表現であるところのパウリ行列 eµ の定義を
e0 = 12, e1 = iσ1, e2 = iσ2, e3 = iσ3のようにしたからである. (このとき四元数 i, j, kはそれぞれ e3, e2, e1に対応
する.)
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上の instanton moduliと ADHMデータのmoduliについては [37]で, R3上のmonopole mod-

uliとNahmデータのmoduliについては [46]で, T 4上の instanton moduliと T̂ 4上の instanton

moduliについては [6]で証明がなされている. これらの証明では直接moduli空間のmetricが求

められたわけではないが, 簡単な状況ではmetricを正確に求めることができる. いくつかの例

で, それを実際に計算する.

4.1 M：4次元のhyperkähler多様体, G = U(1)：Circle Action

M を 4次元の hyperkähler多様体とし, それに作用する群Gが symplectic構造を保つ circle

action であるとする. Xを circle actionが生成する vector場であるとすると,

ι(X)ω⃗ = dµ⃗ (4.1)

が成り立つ. あるいは,

gradµ1 = IX, gradµ2 = JX, gradµ3 = KX (4.2)

が成り立つ.

circle actionの場合, M −{X = 0}はR3上の S1-bundle となる. Mのmetricは circleの軌道

に直交する水平部分空間を定める. bundleを局所自明化することで, その connectionは,

A = Aidx
i (4.3)

と書ける. このとき, 局所座標を

(τ, x1, x2, x3) (4.4)

と書くことにする. 水平部分空間は connection (dτ + A)と内積をとると 0になる vectorsの張

る空間である. M のmetricは

ds2 = hijdx
idxj + k(x)(dτ + A)2 (4.5)

と書ける. いま, X =
∂

∂τ
であるから,

k(x) = g

(
∂

∂τ
,
∂

∂τ

)
= g(X,X) =: V (x)−1 (4.6)

と kが求まる. g−1を cotangent spaceに対するmetricとすると,

g−1(dxi, dxj) = g−1(dµi, dµj) = g(gradµi, gradµj) (4.7)

となる.

g−1(dx1, dx1) = g(gradµ1, gradµ1) = g(IX, IX) = g(X,X) = V −1 (4.8)

g−1(dx1, dx2) = g(IX, JX) = −g(JIX,X) = g(KX,X) = 0 (4.9)

257



などにより,

g−1(dxi, dxj) = V −1δij (4.10)

が分かり, metricは

ds2 = V dx2i + V −1(dτ + Aidx
i)2 (4.11)

と求まる. ‘cotangent spaceにおけるmetric’は

ds2 = V −1

(
∂

∂xi
− Ai

∂

∂τ

)2

+ V

(
∂

∂τ

)
(4.12)

となる.

これより,

I
∂

∂τ
= V −1

(
∂

∂x1
− A1

∂

∂τ

)
(4.13)

などが分かり, 直交基底として

e0 = V
1
2
∂

∂τ
, ei = V − 1

2

(
∂

∂xi
− Ai

∂

∂τ

)
(4.14)

Ie0 = e1, Ie1 = −e0, Ie2 = e3, Ie3 = −e2 (4.15)

がとれて, symplectic構造が

ω1 = (dτ + Aidx
i) ∧ dx1 − V dx2 ∧ dx3 (4.16)

dω1 = d(Aidx
i) ∧ dx1 − dV ∧ dx2 ∧ dx3 (4.17)

と求まる. dω1 = 0より,

dV = ∗dA (4.18)

が得られる. この式は

gradV = rotA あるいは局所的に ∆V = 0 (4.19)

と書き換えられる. ∆V = 0は 3次元の Laplace方程式 (線型方程式)であり, 解は,

V = λ+
k∑
i=1

2mi

|x− xi|
, mi, λ :実定数 (4.20)

と書ける. λ = 0の場合とλ ̸= 0の場合とで解の振る舞いが異なってくるが, 後者の場合はλ = 1

に規格化することができる. また, ∀i,mi = M のとき x = xiにおける特異点は座標特異点と

なる.

このようにして得られたmetric

ds2GH = V dx2i + V −1(dτ + Aidx
i)2 (4.21)

gradV = rotA

V = λ+ 2M
k∑
i=1

1

|x− xi|
, M, λ ∈ R
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をGibbons-Hawking multi-center metricという [18].

特に, λが次のような場合

λ = 0 : multi-Eguchi-Hanson

{
k = 1 : flat

k = 2 : Eguchi-Hanson [17]

λ = 1 : multi-Euclidean Taub-NUT [23] (k=1：Taub-NUT)

とよばれる多様体となる. 上記のmulti-Eguchi-Hanson空間のことをALE空間 (Ak−1型),M > 0

のmulti-Euclidean Taub-NUT空間のことをALF空間 (Ak型)と呼ぶことがある.11 M < 0の

multi-Euclidean Taub-NUT空間は r =M に曲率特異点を持つ.

解 (metric)として式 (4.5)の形の仮定をおくことで,非線形なEinstein方程式が線形なLaplace

方程式 (4.19)に帰着され,厳密解が求まったのである. これは, ’t Hooft ansatzを用いた instanton

解の導出と同様である. (ALE metricが Jackiw-Nohl-Rebbi解に, ALF metricが’t Hooft解に対

応している.)

4.2 M：4次元のhyperkähler多様体, G = SU(2)

Mを SU(2) (あるいは SO(3))の対称性を持った 4次元の hyperkähler多様体とする. これは,

Einstein方程式の真空解になっている. SU(2) (あるいは SO(3))の対称性を持った Einstein方

程式の真空解のmetricは次のように表される [34] §118：

ds2 = f(r)2dr2 + a(r)2σ2
x + b(r)2σ2

y + c(r)2σ2
z (4.22)

ただし



bc

f

da

dr
= b2 + c2 − a2 − 2λbc

ca

f

db

dr
= c2 + a2 − b2 − 2λca

ab

f

dc

dr
= a2 + b2 − c2 − 2λab

(4.23)

λは 0か 1の定数である. また, σx, σy, σzは SU(2)の左作用に対して不変な 1-form であり, 具

体的には 

σx =
1

2
(sinψdθ − cosψ sin θdϕ) 0 ≤ θ ≤ π

σy = −
1

2
(cosψdθ + sinψ sin θdϕ) 0 ≤ ϕ ≤ 2π

σz =
1

2
(dψ + cos θdϕ) 0 ≤ ψ ≤

{
2π G = SO(3)の場合
4π G = SU(2)の場合

(4.24)

dσx = 2σy ∧ σz, dσy = 2σz ∧ σx, dσz = 2σx ∧ σy (4.25)

である.12 微分方程式 (4.23)は真空の Einstein方程式Rab = 0から導出される. Rabは

Ra
b := dωab + ωac ∧ ωcb (4.26)

11ALEは Asymptotically Locally Euclideanの略, ALFは Asymptotically Locally Flatの略である.
12ここで用いた σx,y,zの conventionは [16]に従った. この conventionを用いると, R4の極座標表示が最も simple
に書ける (例えば, ds2 = dt2+dx2+dy2+dz2 = dr2+r2(σ2

x+σ2
y+σ2

z), dt∧dx∧dy∧dz = −r3dr∧σx∧σy∧σz).

[4, 20, 19]のものは式 (4.24)の係数の
1

2
がない.
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T a := dea + ωab ∧ eb = 0 (4.27)

e0 = f(r)dr, e1 = a(r)σx, e
2 = b(r)σy, e

3 = c(r)σz

から求まる (ここでは添字の足 a, b, c = 1, 2, 3は local Lorentzの足). また λの値は SU(2)が

symplectic構造 ω⃗に対して, trivialに作用をするか adjointに作用するかによって決まる. trivial

に作用する場合が λ = 0 であり, adjointに作用する場合が λ = 1である.

symplectic構造は

ωi =


2e0 ∧ ei + ϵijkej ∧ ek λ = 0の場合
1

2
tr (σigσjg

−1)(2e0 ∧ ej + ϵjklek ∧ el) λ = 1の場合
(4.28)

ただし g = e
i
2
ϕσ3

e
i
2
θσ2

e
i
2
ψσ3

である (i = 1(= x), 2(= y), 3(= z)).

微分方程式 (4.23)の解はV.Belinskii, G.Gibbons, D.Page, D.Pope, M.Atiyah, N.Hitchinによ

り調べられていて, その中で non-singularな解は次のいずれかに帰着する [4, 20, 5].

• λ = 1, a = b = cの場合：R4

• λ = 1, a = b ̸= cの場合：Taub-NUT (SU(2)対称性を持つ13)

• λ = 1, a ̸= b ̸= cの場合：Atiyah-Hitchinあるいはその二重被覆空間 (SO(3)対称性を持つ)

• λ = 0, a = b ̸= cの場合：Eguchi-Hanson (SO(3)対称性を持つ)

Atiyah-Hitchin metricの r依存性を調べてみる. Atiyah-Hitchin metricの一般解は

f = − b

2r
, w1 :=

1

4
bc, w2 :=

1

4
ca, w3 :=

1

4
ab (4.29)

r = 2K(sin
1

2
β), π ≤ r ≤ ∞, 0 ≤ β ≤ π (4.30)

K(k) =
∫ π

2

0
dτ (1− k2 sin2 τ)−

1
2 (4.31)

とおくと, 14

w1 = − sin β · r dr
dβ
− 1

2
(1 + cos β)r2

w2 = − sin β · r dr
dβ

(4.32)

w3 = − sin β · r dr
dβ
− 1

2
(1− cos β)r2

となる [19]. a, b, cの r依存性は図 2 のようになる：

13a = bであることからさらに余分な対称性 U(1)が加わる. 従って Taub-NUT metricの対称性は全て合わせて
U(2)である.

14f は普通 f = abcととるが, ここでは [19]に従った.
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図 2: Atiyah-Hitchin metricにおける a, b, cの r依存性

また, r大における a, b, cの漸近形は

a ≈ 2r
(
1− 2

r

) 1
2

− 8r2
(
1− 1

2r2

)
e−r + · · ·

b ≈ 2r
(
1− 2

r

) 1
2

+ 8r2
(
1− 2

r
− 1

2r2

)
e−r + · · · (4.33)

c ≈ −4
(
1− 2

r

) 1
2

+ · · ·

となる. ただし (rの多項式)×e−2rの項を無視した. これより, r →∞で aと bの差は exponen-

tiallyにゼロに近づき,

a ≈ b ≈ 2r
(
1− 2

r

) 1
2

, c ≈ −4
(
1− 2

r

) 1
2

, f ≈ −
(
1− 2

r

) 1
2

(4.34)

となって, Atiyah-Hitchin metricの漸近形は

ds2 ≈
(
1− 2

r

)
(dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2) + 4

(
1− 2

r

)−1

(dψ + cos θdϕ)2 (4.35)

となる. これは,「質量」15 が−1のTaub-NUT metricである. すなわち, Atiyah-Hitchin metric

は r →∞で exponentiallyにTaub-NUT metricに近づく. なお, Atiyah-Hitchin metricは至る

ところ smoothであるが,「質量」が−1のTaub-NUT metricは r = 2に特異点を持つ ([16] 253

ページ).

Atiyah-Hitchin多様体において,

(θ, ϕ, ψ) ∼ (π − θ, π + ϕ,−ψ) (4.36)

の同一視を行ったものが Atiyah-Hitchin多様体の二重被覆空間であり, これも non-singularで

ある.

15式 (4.46)のmのことである.
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なお, Atiyah-Hitchin多様体は重心座標の自由度と gauge変換の自由度を除いたG = SU(2)

2-monopole moduli空間を表す. 一般にG = SU(2) k-monopole moduli空間Mkは次のような

構造を持つ：

Mk = R3 × S1 × M̃0
k

Zk
(4.37)

ただし, R3は k-monopoleの重心座標の自由度を, S1はHiggs場の生成するU(1) gauge変換の

自由度を表し, M̃0
kは実 4k − 4次元の hyperkähler多様体である.

4.3 Nuts and Bolts

metricの特異点の中に, nutsあるいは boltsと呼ばれるものがある. これについて解説する.

まず, 次の形のmetricを考える：

ds2 = dτ 2 + a(τ)2σ2
x + b(τ)2σ2

y + c(τ)2σ2
z (4.38)

このmetricの τ = 0の近傍の振る舞いを調べる.

• Nut Singularity

τ = 0の近傍でmetricが

a2 = b2 = c2 = τ 2 (4.39)

のように振る舞うとき, このmetricは τ = 0に nut singularityを持つという. このとき,

metricは,

ds2 = dτ 2 + τ 2(σ2
x + σ2

y + σ2
z) (4.40)

なるが, これはR4の座標を極座標表示したものであり, nut singularity は座標特異点で

ある.

nut singularityが一つあるごとに Euler数が+1ずつ countされる.

• Bolt Singularity

τ = 0の近傍でmetricが

a2 = b2 ̸= 0, c2 = n2τ 2, n ∈ Z (4.41)

のように振る舞うとき, このmetricは τ = 0に bolt singularityを持つという. このとき,

metricは,

ds2 = dτ 2 +
a2

4
(dθ2 + sin2 θdϕ2) +

1

4
n2τ 2dψ2 (4.42)

となるが, 右辺第 2項は S2 (角度座標は θ, ϕ)を表している. また, θ = ϕ =const.の面にお

けるmetricは

ds2
∣∣∣
S2

= dτ 2 +
1

4
n2τ 2dψ2 (4.43)

となるので,
1

2
nψが角度変数とみなせる場合 (すなわち

1

2
nψ が 2πの周期を持つ場合), こ

のmetricはR2を表しており, bolt singularityは座標特異点となる.

bolt singularityが一つあるごとに Euler数が+2ずつ countされる.
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4.4 Examples

具体例について調べる.

• Taub-NUT metric

式 (4.22),(4.23)の λ = 1, a = bの解は,

f =
1

2
abc, a2 = b2 =

1 + 4m2r

4m2r2
, c2 =

4m2

1 + 4m2r
(4.44)

であり,

r −→ 1

2m(r −m)
(4.45)

の変数変換を行うと, Taub-NUT metricの極座標表示が得られる：

ds2TN =
1

4

r +m

r −m
dr2 + (r2 −m2)(σ2

x + σ2
y) + 4m2 r −m

r +m
σ2
z (4.46)

=
1

4

r +m

r −m
dr2 +

1

4
(r2 −m2)(dθ2 + sin2 θdϕ2) +m2 r −m

r +m
(dψ + cos θdϕ)2

ただし r ≥ m, 0 ≤ θ < π, 0 ≤ ϕ < 2π, 0 ≤ ψ < 4π

r = mでこのmetricは発散している. r = m+ϵとしてこの特異点近傍を調べる. metricは

ds2 =
1

2

(
dτ 2 + τ 2(σ2

x + σ2
y + σ2

z)
)

(4.47)

τ :=
√
2mϵ

のように漸近するので, r = mは nut singularityであり, 座標特異点であることが分かる.

なお, r ≫ mのとき, metricは

ds2 ≈ 1

4

(
dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) + (2m)2(dψ + cos θdϕ)2

)
(4.48)

となり, R× S2 × S1 ≃ R3 × S1の形をしていることが分かる. つまりTaub-NUT空間の

無限遠は S3になっている (図 3 参照). Taub-NUT空間の Euler数は 1である.

• Eguchi-Hanson metric

式 (4.22),(4.23)においてまず r → −rと変換して, 式 (4.23)の左辺に負号を出した方程式

(ただし λ = 0, a = b)の解は,

f =
1

2
abc, a2 = b2 = m2 cosh(m2r), c2 =

2m2

sinh(2m2r)
(4.49)

であり,

r −→ 1

m2
coth−1

(
r2

m2

)
(4.50)
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の変数変換を行うと, Eguchi-Hanson metricの極座標表示が得られる：

ds2EH =
1

1−
(
m

r

)4dr
2 + r2(σ2

x + σ2
y + (1−

(
m

r

)4

)σ2
z)

=
1

1−
(
m

r

)4dr
2 +

r2

4
(dθ2 + sin2 θdϕ2) +

r2

4
(1−

(
m

r

)4

)(dψ + cos θdϕ)2

ただし r ≥ m, 0 ≤ θ < π, 0 ≤ ϕ < 2π

となる. r = mでこのmetricは発散している. θ = ϕ =const.として r ≃ mの振る舞いを

調べると, metricは

ds2 =
1

4
(du2 + u2dψ2) (4.51)

u := r

√
1−

(
m

r

)4

となり, r = mは bolt singularityになっていることが分かる. したがって ψが 2πの周期

を持てばこの特異点は座標特異点となる.

なお multi-ALE空間 (Ak−1 型)の無限遠は m = 1の lens空間 L(k, 1)になっており,16

Eguchi-Hanson空間の無限遠は L(2, 1) ≈ S3/Z2 ≈ RP 3 である (図 3 参照). Eguchi-

Hanson空間の Euler数は 2である.

• 2次元複素射影空間CP2

n次元複素射影空間CPn はKähler多様体であり, Kähler potential は

K = log(1 + ziz̄ ı̄) (4.52)

である. 式 (2.5)より, CP2のmetricは,

ds2CP2
=

1

(1 + r2)2
dr2 +

r2

1 + r2
(σ2

x + σ2
y) +

r2

(1 + r2)2
σ2
z (4.53)

となる. r = 0は明らかに nut singularityになっており, 座標特異点である. 一方 r → ∞
では θ, ϕを固定すると,

ds2 = du2 +
1

4
u2dψ2 (4.54)

u :=
1

r

となり, bolt singularityになっていることが分かる. したがってψが 4πの周期を持てばこ

の特異点は座標特異点となる (図 3 参照). 2次元複素射影空間CP2のEuler数は 1+2 = 3

である.

16一般の lens空間は L(k,m) := S3(= ∂C2)/((z1, z2) ∼ (e2πi/kz1, e
2πim/kz2))で定義される.
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  Eguchi-Hanson metric

  Boundary (S  )

 Boundary (RP  )

 CP

  metric 

NUT

(point)

Taub-NUT metric

Bolt (S  )

2

3

 2

 3

図 3: Nuts and Bolts of Taub-NUT, Eguchi-Hanson and CP2

• Atiyah-Hitchin metric

Atiyah-Hitchin metricは r = πに特異性がある. r ≃ π近傍での振る舞いを調べる. この

とき

f ≃ −1, a ≃ 2(r − π), b ≃ π, c ≃ −π (4.55)

となる. また,

r̃ = r − π (4.56)

e
i
2
ϕ̃σ1

e
i
2
θ̃σ3

e
i
2
ψ̃σ1

= e
i
2
ϕσ3

e
i
2
θσ2

e
i
2
ψσ3

(4.57)

の変数変換を行うと,

ds2 = dr̃2 + 4r̃2(dψ̃ + cos θ̃dϕ̃) + π2(dθ̃2 + sin2 θ̃dϕ̃2) (4.58)

となる. 右辺第 3項は半径 πの 2次元球面 S2を表す. また, θ̃, ϕ̃を fixすると,

ds2 = dr̃2 + 4r̃2dψ̃2 (4.59)

となり, Bolt singularityになっていることが分かる. したがって, ψ̃が周期 πを持てばこ

の特異点は座標特異点となる.
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5 Hyperkähler Quotient Construction of Moduli Spaces

ここでは, G.Gibbons, R.Goto, P.Rychenkovaによって与えられた, hyperkähler quotientに

よるmetricの導出法について紹介する. これらのmetricはさまざまなmulti-monopole moduli

の例になっている.

まず, ここで考える群作用と moment mapについてまとめておく. (M, I, J,K, ω⃗, g)を hy-

perkähler多様体とし, Lie群Gが hyperkähler構造を保ちながら作用しているとする. このとき

moment map µ⃗ : M → G∗ ⊗R3が定まり, hyperkähler quotient µ⃗−1(0)/Gは hyperkähler多様

体となる. この空間のmetricを導出する.

まずは, M = Hとする. Hの座標を q = x0 + x1i+ x2j + x3kと表す. Hのmetricは

ds2 = dqdq̄ (5.1)

と表される. また, Kähler formは

−1

2
dq ∧ dq̄ = iω1 + jω2 + kω3 (5.2)

となる.

ここで, M に対する群作用として次の 2つのものを考える.

• G = R：並進 q → q + t, t ∈ R

このときmoment mapは

µ⃗ =
1

2
(q − q̄) (5.3)

となる. 群作用は freeである.

• G = U(1)：右からの circle action q → qeit, t ∈ (0, 2π] このときmoment mapは

µ⃗ =
1

2
qiq̄ (5.4)

となる. 群作用は原点以外で freeであり, moment mapはfiberがS1であるようなRiemann

submersion R4 − {0} −→ R3 − {0} を与える.

またここで, metric (5.1)の書き換えを行っておく. 任意の四元数 qは

q = ae
i
2
ψ, ψ ∈ (0, 4π], a = −ā (5.5)

と表すことができる. このとき, U(1) action q → qeitは

ψ → ψ + 2t (5.6)

となり, moment map (5.4)は

r = qiq̄ = aiā = −aia (5.7)
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という 3つの座標を定める.17

この座標 (ψ, r)を用いると, metric (5.1)は

ds2 =
1

4

(
1

r
dr2 + r(dψ +A · dr)2

)
(5.8)

ただし rotA = grad
(
1

r

)
(5.9)

となる.

次に今の議論をM = Hm の場合に拡張する. tri-holomorphicな Tm 作用の下不変な hy-

perkähler多様体のmetricは, 次のように表される [48]：

ds2 =
1

4
Gpqdr

pdrq +
1

4
Gpq(dτp +Apr · drr)(dτq +Aqs · drs) (5.10)

ただし, p, q, r, s · · · = 1, · · · ,mである. Killing vector場
∂

∂τp
が Tm作用を生成する. Gpqと ωpq

とはある線型微分方程式によって関連づけられているのでGpqを求めれば, このmetricが求ま

ることになる. Gpq =
δpq
rp

(no sum)のとき上記のmetricは flat metricに一致する.

このmetricを出発点にして,様々なmoment mapの組合せにより,様々なhyperkähler quotient

のmetricを導出することができる.

結果は次の通りである：

hyperkähler quotient M 群作用
(下段：対応するmonopole) (座標)

Taub-NUT H×H q → qeit, t ∈ R

SU(3)→ U(1)2 (q, w) w → w + λt, λ ∈ R (parameter)

Lee-Weinberg-Yi [35] Hm ×Hm qp → qpe
itp (no sum), tp ∈ R

(qp, wp) wp → wp + λ q
p tq, λ q

p ∈ R (parameter)

Calabi [7] Hm+1 ∋ qp qp → qpe
it, t ∈ (0, 2π]

Taubian-Calabi [49] Hm ×H qp → qpe
it

SU(4)→ SU(2)× U(1)2 (qp, w) w → w + t, t ∈ R

Am型 ALE (multi-EH) Hm ×H qp → qpe
itp (no sum)

(qp, q) q → qei(t1+···+tm)

Am型ALF (multi-TN) Hm ×H qp → qpe
itp (no sum)

(qp, w) w → w + t, t ∈ R

Gibbons-Manton [19] H
1
2
m(m+1) ×Hm qpq → qpqe

itpq

(qpq, wp), p < q wp → wp +
∑
r tpr

monopoleは破れた gauge対称性に U(1)が含まれていれば存在する.18

このうちいくつかの例について実際に導出する.

17a = x1i+ x2j + x3kのとき, r = (x2
1 − x2

2 − x2
3)i+ 2x1x2j + 2x1x3kである.

18gauge群 Gが自発的に群 H に破れたとき, monopoleの存在条件は π2(G/H) ̸= 0であるが, Gが単連結の場
合は homotopy完全系列より π1(H) ≃ π2(G/H)であることが分かり, 結局 π1(H) ̸= 0がmonopoleの存在条件と
なる. H に U(1)が含まれていれば π1(U(1)) ≃ Zよりmonopoleの存在が言える.
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Taub-NUT metric

上記の群作用に対する, moment mapは,

µ⃗ =
1

2
qiq̄ +

λ

2
(w − w̄) = 1

2
r+ λy (5.11)

ただしw = y + y, y ∈ R

となる. Mの flat metric (5.1)は

ds2 =
1

4

(
1

λ
dr2 + r(dψ +A · dr)2

)
+ dy2 + dy2 (5.12)

である. 上記の群作用は (ψ, y)に対しては,

(ψ, y)→ (ψ + 2t, y + λt) (5.13)

と書ける. よって, τ = ψ − 2y

λ
を不変に保つことが分かる. µ⃗ = 0は y = − r

2λ
で与えられるの

で, µ⃗−1(0)のmetricは,

ds2 =
1

4

(
1

r
dr2 + r(dτ +

2

λ
dy +A · dr)2

)
+ dy2 +

1

4λ2
dr2

=
1

4

(
1

r
+

1

λ2

)
dr2 +

1

4

(
1

r
+

1

λ2

)−1

(dτ +A · dr)2

+
(
r

λ2
+ 1

)dy + rλ

2
(
r

λ2
+ 1

)(dτ +A · dr)


2

(5.14)

となる. µ⃗−1(0)のmetric得るには, これをKilling vector場
∂

∂y
に直交する方向に射影すればよ

いから,

ds2Taub−NUT =
1

4

(
1

r
+

1

λ2

)
dr2 +

1

4

(
1

r
+

1

λ2

)−1

(dτ +A · dr)2 (5.15)

が得られる. これは標準的な「正質量」のTaub-NUT metricの形をしている (質量m =
λ2

2
).

6 Legendre Transform Construction of Moduli Spaces

この sectionでは, Legendre変換を用いた hyperkähler metricの構成法を議論する. M =

Rn ×Cnとし, 座標を (xi, zi)と表す. 次の 2階線形微分方程式(
∂2

∂xi∂xj
+

∂2

∂zi∂z̄ ȷ̄

)
F = 0 (6.1)

を考える. これは 3n次元 Laplace方程式である. この方程式の一般解は

F (xi, zi, z̄ ı̄) = Re
∮
C

dζ

2πi
G(ηi(ζ), ζ) (6.2)

ηi = zi − ζxi − ζ2z̄ ı̄ (6.3)
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で与えられる.

いまこの F (xi, zi, z̄ ı̄)を変数 xiについて Legendre変換することを考える：

K(ui, ūı̄, zi, z̄ ı̄) = F (xi, zi, z̄ ı̄)− (ui + ūı̄)xi (6.4)

ただし, xiは zi, z̄ ı̄, ui + ūı̄の関数で

∂F

∂xi
= ui + ūı̄ (6.5)

を満たす. こうして得られた, K(ui, ūı̄, zi, z̄ ı̄)は 4n次元のhyperkähler多様体のKähler potential

になっている. metricおよび symplectic構造は
1

2
ds2 = Kuiūȷ̄du

idūȷ̄ +Kuiz̄ȷ̄du
idz̄ ȷ̄ +Kziūȷ̄dz

idūȷ̄ +Kziz̄ȷ̄dz
idz̄ ȷ̄ (6.6)

1

2
ω1 = i(Kuiūȷ̄du

i ∧ dūȷ̄ +Kuiz̄ȷ̄du
i ∧ dz̄ ȷ̄ +Kziūȷ̄dz

i ∧ dūȷ̄ +Kziz̄ȷ̄dz
i ∧ dz̄ ȷ̄)

1

4
ω+ = dui ∧ dzi − (Kuiūȷ̄)

−1Kūȷ̄zkdz
i ∧ dzk (6.7)

ω− = (ω+)†

ただし,

Kuiūȷ̄ = −(Fxjxi)−1, Kuiz̄ȷ̄ = −(Fxkxi)−1Fxk z̄ȷ̄

Kziz̄ȷ̄ = −(Fxixj + Fzixk(Fxlxk)
−1Fxlz̄ȷ̄)

2dui = Fxixjdx
j + Fxizjdz

j + Fxiz̄ȷ̄dz̄
ȷ̄ + idyi

となる.

4次元で具体例を構成する. G(η, ζ)として,

G1 = −
1

2ζ3
η2, G2 =

1

ζ2
η log η (6.8)

をとる. ただし, G1, G2に対応する積分路は図 4 の通りである.

ζ ζ

x

x

ζ

ζ

C

-

2

C1

 +

図 4: G1, G2に対応する積分路

また,

r2 = x2 + 4zz̄ (6.9)

η = −z̄(ζ − ζ+)(ζ − ζ−) (6.10)

ζ± = − 1

2z̄
(x± r) (6.11)
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である. このとき Legendre変換をして得られた F1, F2は

F1 = −1

2
x2 + zz̄ (6.12)

F2 = r − x log(x+ r) +
1

2
x log(4zz̄) (6.13)

となる. この F1, F2のさまざまな組合せにより, 具体的なmetricを書き下すことができる. 結

果は,

Eguchi-Hanson : FEH =
k+1∑
i=1

F2(r− ri) (6.14)

Taub-NUT : FTN = F1(r) +
k∑
i=1

F2(r− ri) (6.15)

である. より高い次元についても例えば,

Calabi : FCa =
k∑
i=1

F2(r
i) + F2

(
r−

k∑
i=1

ri
)

(6.16)

のように F1と F2の適当な組み合わせによってmetricを構成することができる. hyperkähler

quotientによる構成法と非常に類似した形になっている.

Notes

Legendre変換はU.Lindström and M.Ročekによって一般化され [36], Atiyah-Hitchin metric

も書き下されている [30]. さらに最近, Cherkis-Hitchinにより, D型のALF空間の計量も求め

られた [9]．

7 Relation to Integrable Systems

可積分系19 との関連を視野に入れ, Lax pairという formalismについて解説する. Lax pair

とは,

∂A

∂t
= [A,B] (7.1)

を満たす演算子の pair (A,B)のことである. またこの方程式を Lax方程式という. このとき線

形方程式系,

Aψ = λψ,
∂ψ

∂t
= −Bψ, ∂λ

∂t
= 0 (7.2)

は Lax方程式を与える. 例えば, KdV方程式

∂u

∂t
− 6u

∂u

∂x
+
∂3u

∂x3
= 0 (7.3)

の Lax pair表示は

A = − ∂2

∂x2
+ u, B = 4

∂3

∂x3
− 6u

∂

∂x
− 3

∂u

∂x
(7.4)

19ここで取り扱っている話題に関連する可積分系の短くて読みやすい本として [28]がある.
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である.

Lax方程式より,

∂

∂t
Tr (AN) = Tr (N [A,B]AN−1) = NTr (ABAN−1 −BAN)

= NTr (BAN −BAN) = 0, ∀N ∈ Z (7.5)

となるので, 無限個の保存量の存在が言える. これは可積分系の 1つの特徴である.

前の subsectionでは, 四元数 vector空間Hnを 3種類の「虚数単位」i, j, k (以下複素構造と呼

ぶ)それぞれから 3つのmoment mapを導出した. ここでは, j, kをまとめて扱うことを考える.

四元数の「虚数部分」を

ImH =
{
x1i+ x2j + x3k

∣∣∣ xi ∈ R
}

(7.6)

と書く.

(x1i+ x2j + x3k)
2 = −(x21 + x22 + x23) · 1 (7.7)

であるから, x21 + x22 + x23 = 1のとき, (x1i+ x2j + x3k)が複素構造となる. 言い替えると, 2次

元球面の各点がHnの複素構造を定めている.

この 2次元球面をRiemann球面として扱い, Riemann球面の座標として ζ を導入する. ζ に

より定まるHnの複素構造を Iζと書く. このとき ζと x1, x2, x3との関係は,

(x1, x2, x3) =

(
1− ζζ̄
1 + ζζ̄

,
ζ + ζ̄

1 + ζζ̄
,
i(ζ − ζ̄)
1 + ζζ̄

)
(7.8)

である. よって, Hnの複素構造 Iζは,

Iζ =
1− ζζ̄
1 + ζζ̄

i+
ζ + ζ̄

1 + ζζ̄
j +

i(ζ − ζ̄)
1 + ζζ̄

k (7.9)

となる. これより, {
zi − ζw̄i, wi + ζz̄ ı̄

}
(7.10)

が, この複素構造 Iζに対応する複素座標であることが分かる.

xi0 + ixi1 + jxi2 + kxi3 = zi + kwi (7.11)

とおくと, 式 (2.39)は, 
ω1 = dxi0 ∧ dxi1 − dxi2 ∧ dxi3
ω2 = dxi0 ∧ dxi2 − dxi3 ∧ dxi1
ω3 = dxi0 ∧ dxi3 − dxi1 ∧ dxi2

(7.12)

となる. このとき,

dzi ∧ dwi = d(xi0 + ixi1) ∧ d(xi3 + ixi2) = ω3 + iω2 (7.13)
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となるので, (ω3 + iω2)が複素構造 iに対応する複素 symplectic構造であることが分かる.

同様に

(dxi − ζdw̄ı̄) ∧ (dwi + ζdz̄ ı̄) = (ω3 + iω2)− 2iζω1 + ζ2(ω3 − iω2) (7.14)

が複素構造 Iζに対応する複素 symplectic構造であることが分かる.

いま群Gが symplectic構造 ω1, ω2, ω3を保ちながら, Hに作用しているとすると,

ι(Xξ)((ω3 + iω2) + 2ζω1 − ζ2(ω3 − iω2)) = d⟨(µ3 + iµ2) + 2ζµ1 − ζ2(µ3 − iµ2), ξ⟩ (7.15)

となり, 複素moment mapは,

(µ3 + iµ2) + 2ζµ1 − ζ2(µ3 − iµ2) (7.16)

となるが, これが全ての ζについてゼロになるというのは, µ1 = µ2 = µ3 = 0と等価である.

式 (2.44)より,

(µ3 + iµ2)(B) = −2[B0 + iB1, B3 + iB2] = −2[Z,W ] (7.17)

等とまとめることができ, moment map方程式は

[Z − ζW †,W + ζ(Z† + Z)− ζ2W †] = 0 (7.18)

と書ける. Bµの言葉で書き下すと,

[(B0 + iB1) + ζ(B3 − iB2), (B3 + iB2) + 2iζB1 + ζ2(B3 − iB2)] = 0 (7.19)

となる. これがmoment map方程式を Lax pairの言葉で表したものである.

具体例としてNahm方程式を Lax pairの言葉で表す. この場合は,

B0 =
d

dz
− iT0, B1 = −iT1,= B2 = −iT2, B3 = −iT3 (7.20)

であるから, 式 (7.19)は,

[(
d

dz
− iT0 + T1) + ζ(−iT3 + T2), (−iT3 + T2) + 2ζT1 + ζ2(−iT3 + T2)] = 0 (7.21)

となる. したがって, Nahm方程式の Lax pair表示は以下のようになる：

dA

dz
= [A,B] (7.22)

ただし

A = (T2 − iT3) + 2ζT1 + ζ2(T2 − iT3)

B = T1 − iT0 + ζ(T2 − iT3) (7.23)

Notes

Bogomol’nyi方程式についても同様の記述が可能である. それをさらに代数曲線の言葉で表

したのが spectral curveと呼ばれるものである. これからmonopoleのmoduli空間の次元を求

めるのは比較的容易である ([26] 33-40ページ参照).
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8 3-dimensional Mirror Symmetry

このようにして求めたmetricは, 様々なmoduli空間を記述している. 一つの応用例として,

3次元 gauge理論における真空の moduliの Higgs branchおよび Coulomb branchの duality

(Higgs/Coulomb branch duality)を議論する [29]. この dualityは 3次元のmirror symmetryと

呼ばれているものである.

まず 3次元N = 4 gauge理論を説明する. この理論は 6次元N = 1 gauge理論の dimensinal

reductionによって得られる (4,5,6方向をdimensinal reductionしたとする). globalな symmetry

は SO(4) ≃ SU(2)L × SU(2)Rである (時空を回す globalな symmetry SU(2)Eもあるがここで

は考えない). ただし, SU(2)Lは 6次元から 3次元へ dimensinal reductionした際, gauge場の

第 4,5,6成分から生じた 3つの scalarを回す変換であり, SU(2)Rは 6次元N = 1 gauge理論の

R-symmmetryである. 真空のmoduliは hyperkähler多様体であり, 3つのKähler form ω⃗があ

る. 2つの branchにおいて ω⃗の変換性は次の通りである：

• Coulomb branch：ω⃗は SU(2)Lの adjointで変換する.

• Higgs branch：ω⃗は SU(2)Rの adjointで変換する.

また, gauge coupling, mass term, FI D-termの SU(2)L×SU(2)Rについての変換性は次の通り
である：

SU(2)L × SU(2)R 量子補正を受ける branch

gauge coupling (1+ 3,1) Coulomb

mass term (3,1) Coulomb

FI D-term (1,3) Higgs

ここでの主張は, 3次元N = 4 gauge理論に対する dualな理論がP.Kronheimerの論文 [32]に

起源を持つ quiver gauge理論であり,

3次元N = 4 gauge理論 ← dual→ quiver gauge理論

(i) SU(2)L ↔ SU(2)R

(ii) SU(2)R ↔ SU(2)L

(iii) Coulomb branch ↔ Higgs branch

(iv) Higgs branch ↔ Coulomb branch

(v) mass term ↔ FI D-term

(vi) FI D-term ↔ mass term

が成り立つということである. (ii)(iii)から, 解析が困難なCoulomb branchでの量子効果が, 解

析が容易な dualな理論のHiggs branchでの古典効果から分かる.

具体的には,

3次元N = 4 gauge理論 ← dual→ quiver gauge理論

G = U(1) with n hypermultiplets ↔ KAn−1理論
G = SU(2) with n hypermultiplets ↔ KDn理論
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が成り立つ.

quiver gauge理論について簡単に説明する. GをA,D,E型のLie群であるとする. KG quiver

gauge理論とは,

gauge群 ： KG =
r∏
i=0

U(ni)/U(1) r := rankG

matter ： ⊕ijaij(ni, n̄j) (8.1)

として構成される理論である. ni, aij は拡大 Dynkin図から読みとることができる. 具体例を

示す.

• Ar型 (G = SU(r + 1))

拡大Dynkin図は図 5のようになる.

 1

 1  1   1   1 

   

 

図 5: Ar型 (G = SU(r + 1))の拡大Dynkin図

ただし頂点⊕は, 普通のDynkin図には現れない頂点を表す. 頂点の数は rankG+ 1と一

致するので, この場合頂点の数は r + 1個である. i番目の頂点に書かれた数字は ni を表

す. また, aijは i番目の頂点と j番目の頂点とが辺で結ばれていれば 1, 結ばれていなけれ

ば 0を表す. すなわち aijは各辺上で値 1をとるものである. よって, 拡大Dynkin図の頂

点が gauge群を, 辺がmatterを表していると言ってよい.

この場合は

gauge群 ： KG = U(1)× · · · × U(1)︸ ︷︷ ︸
r+1 個

/U(1) = U(1)r, dimKG = r

matter ： ⊕ijaij(ni, n̄j) = (r + 1)(1, 1̄) (8.2)

であり, matter (hypermultiplet)の数は r + 1である. また, FI parameter の数 (= KGの

U(1) factorの数)は rである.

• Dr型 (G = SO(2r))

拡大Dynkin図は図 6のようになる.

この場合頂点の数は r + 1個であり,

gauge群 ： KG = U(1)4 × U(2)r−3/U(1) = U(1)r × SU(2)r−3, dimKG = 4r − 9

matter ： ⊕ijaij(ni, n̄j) = 4(1, 2̄) + (r − 4)(2, 2̄) (8.3)
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 1

 1

図 6: Dr型 (G = SO(2r))の拡大Dynkin図

である. matter (hypermultiplet)の数は 4r − 8であり, FI parameter の数は rである.

この dualityはそれぞれのmass termの数, FI parameterの数が一致すること, およびそれぞ

れのHiggs branch, Coulomb branchのmoduli空間のmetricが一致することで示される. 3次

元N = 4 gauge理論のmoduli空間のmetricの導出は [50, 51]でなされている. 結果は次の通り

である：

3次元N = 4 gauge理論 ← dual→ quiver gauge理論
G = U(1) with n-hypermultiplets (下欄は共通点を表す) KAn−1gauge理論

Coulomb branch multi-Taub-NUT空間 (An−1型) Higgs branch

Higgs branch multi-Eguchi-Hanson空間 (An−1型) Coulomb branch

♯(mass term) 1 ♯(FI D-term)

♯(FI D-term) n− 1 ♯(mass term)

Notes

3次元mirror symmmetryのG = SU(N)の場合への一般化はG.Chalmers-A.Hananyによっ

てなされた [8]. ここでもmoduli空間の一致が dualityの判定に用いられている. また, 3次元

mirror symmmetryのD-braneを用いた記述は, J.de Boer-K.Hori-H.Ooguri-Y.Oz-Z.Yin[11]や

A.Hanany-E.Witten [25]によって議論されている. 最近では，Alday-Gaiotto-Tachikawa(AGT)

対応 [1]から派生した, 3d/3d対応の研究でも活躍している ([12] and refs. therein).

9 おわりに

以上，Hyper-Kähler多様体の基礎について議論を行った．省略した話題も多くあるが, 特に

D-brane配置によるALE空間およびALF空間の実現 (Douglas-Moore [14] および Witten[53])

は弦理論の話題としても興味深いものであり，また機会があれば素粒子論研究の電子版にて詳

しく議論したい.
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