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序

弦理論はこの 20年で飛躍的な発展を遂げて来た理論であり、特に第 2次革命以来、弦理論の非

摂動的側面への理解は急速に進歩した。しかし、実用的な問題として考えると、摂動論の範囲に

おいてさえ弦理論への理解は未だ不十分であり、例えば適当なCalabi-Yau多様体中を propagate

する stringの higher loopの寄与を具体的に計算する、といったような問題は通常の弦理論の摂

動的手法では絶望的に困難である。この点で、本修士論文で扱う位相的弦理論ではこのような計

算が著しく簡単化され、特に higher loopの寄与なども具体的な値を計算することが出来ること

が知られており、位相的弦理論はその発見以来 [1]精力的に研究されてきた。また、位相的弦理

論は特に複素 3次元のCalabi-Yau多様体と非常に相性が良く、Gromov-Witten不変量、mirror

symmetryなど Calabi-Yau多様体の様々な性質を調べる上でも重宝されている [2]。ただし、実

際の物理への応用を考えると、位相的弦理論は飽くまで「位相的」弦理論であって、通常の (物理

的)超弦理論とは異なった理論であるため、位相的弦理論で得られた物理量はそのまま現実の物

理へとつながるものではない。しかし、位相的弦理論と物理的な弦理論との関連についても様々

な研究が為されていて [3, 4]、位相的弦理論で得られた結果の物理的弦理論との対応付けも詳し

く調べられている。特にGopakumar-Vafaによる、位相的弦理論とM理論との対応付け [5, 6]に

よって Calabi-Yau多様体の不変量に対する新たな理解が得られ、Calabi-Yau多様体中の string

の higher loopの寄与の計算において大きな発展があった。また位相的弦理論は非摂動的な側面

においても物理的弦理論と類似の特徴を兼ね備えており、位相的弦理論におけるAdS/CFT対応

の類似物であるGopakumar-Vafa duality [7]の発見により、A-model側で閉弦の位相的弦理論と

開弦の位相的弦理論が対応付けられ、また開弦の位相的弦理論は brane上のChern-Simons理論

を表す [8]ことから、Chern-Simons理論 [9]を用いた位相的弦理論の解析が研究された。また、

この Gopakumar-Vafa dualityを応用して、一般の local toric Calabi-Yau多様体上の位相的弦

理論の振幅を C3 上の vertexとして計算する、”topological vertex”の値が [10]によって導かれ

た。この topological vertexを用いることにより、toric Calabi-Yau多様体上の位相的弦理論の振

幅は組み合わせ的に全て計算することが出来、topological vertexは以前に用いられていた手法

と比較しても極めて強力である。またCalabi-Yau多様体上の振幅の topologica vertexを用いた

計算は、同じCalabi-Yau多様体から geometric engineeringを用いて得られた理論の振幅と対応

付けられることなどを用いて、様々な場面で確かめられ、応用されている。本修士論文ではこの

topological vertexの導出を主な目標として、toric Calabi-Yau多様体上の位相的弦理論の諸相に

ついてレビューを行う。
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本修士論文の構成

この修士論文の全体として、 [11, 12, 13]などを参考にした。

以下に各章の内容を述べる。

• 1章では、位相的弦理論の構成を行いその特徴を調べる。この論文では A-model側の解析

を行うが、A-modelの特徴として得られるものは、

1. worldsheetから targetのCalabi-Yau多様体への正則な写像のみ経路積分に寄与する。

2. A-modelはCalabi-Yau多様体の complex moduliには依存せず、Kähler moduliの依

存性は worldsheetの面積として作用に現れる。

3. A-modelの開弦は境界となる brane上の Chern-Simons理論となる。

などである。

• 2章では、A-modelの開弦としての応用を踏まえ、Chern-Simons理論の詳細について調べ

る。特に unknot、Hopf linkなどの期待値がWess-Zumino-Witten理論の指標の変換行列

から与えられることを見る。

• 3章では toric幾何について概説し、Calabi-Yau多様体の toric幾何的構成や conifold tran-

sitionの toric diagramによる記述などについて述べる。

• 4章では Gopakumar-Vafadualityを両者の真空の自由エネルギーの比較により示し、また

両者に non-compactな braneが含まれている場合の両者の自由エネルギーの一致を示す。

• 5章では Gopakumar-Vafa dualityを応用して、一般の local toric Calabi-Yau多様体に対

する topological vertexを Chern-Simons理論の期待値として導出する。

• 補遺 Aでは結び目の期待値の計算に用いられるWess-Zumino-Witten 理論について概説

する。

本修士論文の各章間の論理構造を次頁の図に示す。
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第1章 位相的弦理論

位相的理論とは、理論に現れる物理量がその理論が定義されている時空の計量 gij に依存しない

理論である。例えばChern-Simonsゲージ理論 [9] 1では Lagrangianが 3次元空間M 上でゲージ

場の接続Aを用いて、

L =
k

4π

∫

M
Tr(AdA +

2
3
A ∧A ∧A)

と与えられていて、作用に計量が現れないので物理量もM 上の計量に依存しないことがわかる。

即ち、ある物理量 〈· · ·〉を考えたときに、明らかに、
δ

δg
〈· · ·〉 = 0

が成り立つ。

一般の位相的理論においては物理量の計量による変分は 0とはならないが、理論をBRSTコホ

モロジーで表示した場合に BRST exactな量になることが要請される。即ち、BRST chargeを

Qとすると、Q2 = 0であり、更に理論の observable Oは {Q,O} = 0を満たすとする。このと

き理論が位相的になるという条件は、あるAが存在してエネルギー運動量テンソル T が

T = {Q,A}

となるという要請と同値である。実際この条件を満たす任意の物理量に対して、

δ

δg
〈· · ·〉 ∝ 〈T · · ·〉 = 〈{Q,A} · · ·〉 = 〈{Q,A · · · }〉 = 0

となり理論は位相的になっている。ここで、{Q, · · · } = 0を使った。

1.1 2次元 (2,2) SUSY

ここでは 2次元 (2,2) SUSY [14]の場合にトポロジカルツイストを用いて [1, 2]位相的理論を

構成する方法を説明する。トポロジカル A-modelの構成において targetの Ricci平坦性は必要

ない為、この節で targetは一般の Kähler多様体としたが、後の章では殆どの場合で targetが

Calabi-Yau多様体を扱い、即ち 2次元の理論として超共形場理論 (SCFT)となる。世界面として

は任意の次数の向き付けられたRiemann面を考え、その世界面から targetのKähler多様体への

1Chern-Simonsゲージ理論については A-modelや結び目との関連も含め後の章で詳述する。
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写像があるとする。世界面のトポロジーは閉弦に対応した閉じた Riemann面と、開弦に対応し

た境界を持つRiemann面が考えられるが、境界を持つ場合は 1.3節で扱うこととし、この節と及

び次節では閉じたRiemann面のみを考えることとする。

1.1.1 (2,2) SUSY代数

targetがKählerなので世界面上の理論は 2次元の (2,2) SUSYを持つが、2次元 (2,2) SUSYの

代数は 4次元のN = 1理論 (例えば [15]参照)から 2次元縮約して得られる為、4次元の場合と同

様に超場形式やカイラルスーパーフィールドなどの概念を用いることが出来る。ここでは [16, 11]

の記述に従い、4つの super chargeをQ±, Q̄±、とし、時空の並進の生成子をH, P 回転の生成子

をM、2つの R-symmetry U(1)V , U(1)A の生成子をそれぞれ FV , FA とする。但し U(1)V は 4

次元の理論のR-symmetryが 2次元にそのまま残っているもので、U(1)Aは縮約した 2次元方向

の回転に対応している。これらの代数の満たす (反)交換関係は、

Q2
+ = Q2

− = Q̄2
+ = Q̄2

− = 0 (1.1)

{Q±, Q̄±} = H ± P (1.2)

{Q̄+, Q̄−} = 2Z, {Q+, Q−} = 2Z∗ (1.3)

{Q−, Q̄+} = 2Z̃, {Q+, Q̄−} = 2Z̃∗ (1.4)

[M, Q±] = ±iQ±,
[
M, Q̄±

]
= ±iQ̄± (1.5)

[FV , Q±] = −Q±,
[
FV , Q̄±

]
= Q̄± (1.6)

[FA, Q±] = ∓Q±,
[
FA, Q̄±

]
= ±Q̄± (1.7)

となる。生成子のHermite性は、

Q†
± = Q̄± (1.8)

と表される。また、Z, Z̃ は SUSYの central chargeであり、Z = Z̃ = 0とした代数は 4次元の

N = 1理論から得られる。U(1)V は chiral anomalyに対応しており、chiral anomalyは target

のRicciテンソルに比例する為、U(1)V が保存するという条件は、targetの多様体がCalabi-Yau

であるという条件と同値になる。Z, Z̃ は U(1)V , U(1)Aが保存する場合には 0となるので、以下

では簡単の為 Z, Z̃ は常に 0とする。

1.1.2 超場形式

上でも述べたように (2,2) SUSY代数は 4次元の理論とほぼ同じ構造を持つ為 (反)カイラル超

場なども同様に定義出来る。但し 4次元の場合と違うのは左右のカイラリティーを独立に選べる

為、+向き成分が反カイラルで −向き成分がカイラルであるようなツイストカイラル超場と呼
ばれる場が現れる点である。ツイストカイラル超場は、後でトポロジカルツイストを行った理論

でA-modelの observableを含む場として現れる。
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superspaceの座標を x0, x1, θ±, θ̄±(H = −i ∂
∂x0 , P = i ∂

∂x1 )とすると、superchargeは超場に微

分として作用し、

Q± =
∂

∂θ±
+

iθ̄±

2
(

∂

∂x0
± ∂

∂x1
), Q̄± = − ∂

∂θ̄±
− iθ±

2
(

∂

∂x0
± ∂

∂x1
) (1.9)

と表される。更にこの superchargeの作用と反交換する微分として、

D± =
∂

∂θ±
− iθ̄±

2
(

∂

∂x0
± ∂

∂x1
), D̄± = − ∂

∂θ̄±
+

iθ±

2
(

∂

∂x0
± ∂

∂x1
) (1.10)

が定義し、また以下では、

x± ≡ x0 ± x1 , ∂± ≡ 1
2
(

∂

∂x0
± ∂

∂x1
)

と表記する。超場 F(x, θ±, θ̄±)に対してのR-symmetryの作用は、

eiαFV F(x, θ±, θ̄±) = eiqV αF(x, e−iαθ±, eiαθ̄±) (1.11)

eiαFAF(x, θ±, θ̄±) = eiqAαF(x, e∓iαθ±, e±iαθ̄±) (1.12)

となる。但し qV , qAはそれぞれ F の vectorと axialのR-chargeである。

次に 4次元の場合と同様にカイラル超場を定義するが、ここでのカイラル超場とは+向きと−
向きの両方についてカイラルな超場を意味しており、以下では cc超場と表記する。またツイスト

カイラル超場は+向きについてカイラル、−向きについて反カイラルな場を表し、以下では ac

超場と表記する。

cc超場 Φは、

D̄±Φ = 0 (1.13)

を満たす場として定義される。y± ≡ x± − iθ±θ̄±と定義すれば、D̄±y+ = D̄±y− = 0となるの

で、Φは Φ(y±, θ+, θ−)と表される。成分で展開すると、

Φ = φ(y±) + θ+ψ+(y±) + θ−ψ−(y±) + θ+θ−F (y±)

= φ(x±) + θ+ψ+(x±) + θ−ψ−(x±) + θ+θ−F (x±) + · · · (1.14)

となる。ここで F は複素の補助場であり、+ · · · は φ, ψ± の微分を含む項のみからなる。Φの

Hermite共役 Φ̄は aa超場であり、D±Φ̄ = 0を満たす。

ac超場 U は、

D̄+U = D−U = 0 (1.15)

を満たす場として定義され、ỹ± ≡ x± ∓ iθ±θ̄± (D̄+ỹ± = D−ỹ± = 0)を用いて U(ỹ±, θ+, θ̄−)と

表される。成分での展開は、

U = v(ỹ±) + θ+χ̄+(ỹ±) + θ̄−χ−(ỹ±) + θ+θ̄−G(ỹ±) (1.16)

= v(x̃±) + θ+χ̄+(x̃±) + θ̄−χ−(x̃±) + θ+θ̄−G(x̃±) + · · · (1.17)
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となる。ここで G は複素の補助場で、+ · · · は y, χ̄+, χ− の微分を含む項のみからなる。U の

Hermite共役 Ū は ca超場であり、D+Ū = D̄−Ū = 0を満たす。

カイラル超場の各成分の SUSY変換則については、ε±, ε̄± を反交換するスピノルのパラメー

ター (ε∓ = ±ε±など)として、

δ = εαQα + ε̄αQ̄α = ε+Q− − ε−Q+ − ε̄+Q̄− + ε̄−Q̄+ (1.18)

と SUSYの生成子を定義すると、

δφ = ε+ψ− − ε−ψ+ , δφ̄ = −ε̄+ψ̄− + ε̄−ψ̄+ (1.19)

δψ+ = 2iε̄−∂+φ + ε+F , δψ̄+ = −2iε−∂+φ̄ + ε̄+F̄ (1.20)

δψ− = −2iε̄+∂−φ + ε−F , δψ̄− = 2iε+∂−ψ̄ + ε̄−F̄ (1.21)

δF = −2iε̄+∂−ψ+ − 2iε̄−∂+ψ− , δF̄ = −2iε+∂−ψ̄+ − 2iε−∂+ψ̄− (1.22)

となる。これは Φを

Φ = φ− iθ+θ̄+∂+φ− iθ−θ̄−∂−φ− θ+θ−θ̄−θ̄+∂+∂−φ

+ θ+ψ+ − iθ+θ−θ̄−∂−ψ+ + θ−ψ− − iθ−θ+θ̄+∂+ψ + θ+θ−F (1.23)

と展開し、SUSY chargeの表現 (1.9)を用いて具体的に (1.18)を作用させることにより求めら

れる。

1.1.3 Lagrangian

2次元 (2,2) SUSYの場合も4次元N = 1 SUSYの場合のD-termとF-termに加えてLagrangian

にツイスト F-termと呼ばれる項が含まれることとなる。

D-termは、4次元の場合と同様にして、任意の超場 Fiを用いて、
∫

d2xd4θK(Fi, F̄i) =
∫

d2xdθ+dθ−dθ̄−dθ̄+K(Fi, F̄i) (1.24)

と書かれる。ここで K(Fi, F̄i)は Fi の任意の実関数である。この項は dθ+dθ−dθ̄−dθ̄+ という

vector,axialの両方のR変換で不変な形の積分で書かれている為、古典的にはR-symmetryを保っ

ている。

F-termに関しても 4次元の場合と同様で、cc超場 Φiを用いて、
∫

d2xd2θW (Φi) + c.c. =
∫

d2xdθ−dθ+W (Φi)|θ̄±=0 +
∫

d2xdθ̄+dθ̄−W̄ (Φ̄i)|θ±=0 (1.25)

と表される。ここでW (Φi)は Φi の正則関数で、スーパーポテンシャルと呼ばれる。この項は

W (Φi)が vector R-charge 2、axial R-charge 0を持つようにΦiの chargeが与えられている場合
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にのみそれぞれのR-symmetryを保つ。スーパーポテンシャルはLandau-Ginzburg理論の target

としての意味で複素構造に対応しており [14]、後にトポロジカルツイストを考えると、この項は

A-model側で BRST exactである。

ツイスト F-termは、ac超場 Uiを用いて、∫
d2xd2θ̃W̃ (Ui) + c.c. =

∫
d2xdθ̄−dθ+W̃ (Ui)|θ̄+=θ−=0 +

∫
d2xdθ̄+dθ− ¯̃W (Ūi)|θ+=θ̄−=0

(1.26)

と表される。ここでW (Ui)は Uiの正則関数でツイストスーパーポテンシャルと呼ばれる。この

項が vector,axialの R-symmetryを保つ条件は、それぞれ、W (Ui)が vector R-charge 0、axial

R-charge 2を持つ場合である。ツイストスーパーポテンシャルは Fayet-Iliopoulosを表すのに用

いられ、Landau-Ginzburg理論の targetの意味で複素 Kähler moduliに対応している。トポロ

ジカルツイストを行った B-modelではこの項は BRST exactになる。

1.1.4 Kähler多様体上のシグマモデル

これまでに構成してきた Lagrangianにおいて Kähler多様体X 上のシグマモデルを考えるに

は、D-term の cc 超場 Φi(i = 1, . . . , n) を用いて X の複素座標を表せばよい。即ち K(φi, φ̄i)

を X 上の Kählerポテンシャル、gij̄ = ∂2K/∂φi∂φ̄j̄ を X の計量とすると、Lagrangian密度は

Lkin =
∫

d4θK(Φi, Φ̄i)と与えればよい。成分で展開すると、

Lkin = −gij̄∂
µφi∂µφ̄j̄ + igij̄ψ̄

j̄
−(D0 + D1)ψi

− + igij̄ψ̄
j̄
+(D0 −D1)ψi

+

+ Rij̄kl̄ψ
i
+ψk

−ψ̄j̄
−ψ̄ l̄

+ + gij̄(F
i − Γi

jkψ
j
+ψk

−)(F̄ j̄ − Γj̄

k̄l̄
ψ̄k̄
−ψ̄ l̄

+)

但し、Levi-Civita接続 Γi
jk = gij̄∂jgkj̄、共変微分Dµψi± = ∂µψi± + ∂µφjΓi

jkψ
k±を用いた。また

Rij̄kl̄は計量のRiemann曲率である。この Lagrangianから補助場 Fiの運動方程式を求めると、

Fi = Γi
jkψ

j
+ψk

− (1.27)

F̄ ī = Γī
j̄k̄ψ̄

j̄
−ψ̄k̄

+ (1.28)

となる。

1.2 トポロジカルツイスト

ここから実際にトポロジカルツイストを行いトポロジカルな理論を構成していくが、その為に

必要な Euclid化を定める所から始める。即ちWick rotationを行い、x0 = −ix2とし、複素座標

zを z = x1 + ix2と定める。(x+ = z̄ , x− = −z , ∂+ = ∂z̄ , ∂− = −∂z)。またそれに伴い、時空

の回転の演算子M もME = iM へと変更され、このME の super chargeへの作用は (1.5)より、

[ME , Q±] = ∓Q± ,
[
ME , Q̄±

]
= ∓Q̄± (1.29)
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となる。トポロジカルツイストという操作はこのようなMEに加えて、更に理論にU(1)R対称性

(U(1)V , U(1)A のどちらでもよい)があるときに、ME によって生成される空間の対称性 U(1)E

を U(1)E × U(1)Rの対角部分で置き換えることに相当する。つまりM ′
E ≡ ME + Rで定義され

る演算子M ′
E を新しく空間の回転の演算子とみなせばよい。ここでRは U(1)Rの生成子で、

R = FV · · · A-model

R = FA · · · B-model

という 2種類のツイストに対応した 2種類の理論が存在する。このようにして新しく得られた回転

の演算子M ′
Eに対して spin 0となるSUSYの生成子をBRST演算子とし、そのBRST cohomology

によって理論を定義していく。

1.2.1 理論の構成

まずはA-modelの場合を考える。

上述のように、A-modelの場合はM ′
E = ME +FV というツイストを行うので、A-modelの構成

にはスーパーポテンシャルがU(1)V 不変であり、理論にU(1)V という対称性が残っていることが

必要である。ただしこの場合にシグマ模型としての targetの多様体は必ずしもCalabi-Yau多様体

でなくてもよい。(これに対してB-modelでは targetのCalabi-Yau性が要求される。) トポロジ

カル理論の構成にとって重要な点は、Q−, Q̄+という２つの SUSYの生成子に対して (1.6),(1.29)

より、

[
M ′

E , Q−
]

= 0 ,
[
M ′

E , Q̄+

]
= 0 (1.30)

となることである。即ち新しく定義されたM ′
Eに対してQ−, Q̄+という演算子が spin 0となって

いる。ここでQac ≡ Q− + Q̄+と定義すると (1.1),(1.4)より、

Q2
ac = Q2

− + Q̄2
+ + {Q−, Q̄+} = 2Z̃ = 0 (1.31)

となる。但しここでは Z̃ = 0を仮定した2。このQacをBRST演算子QBと定義すれば、Q2
B = 0よ

りBRST cohomologyが定義される。即ち理論に現れる状態AをBRST closedな状態 (QBA = 0)

に制限して、QB の cohomologyを理論の observableとすればよい。ツイストされた理論におい

てはM ′
E = ME + FV と空間回転の演算子が変更を受けるのでそれに伴いエネルギー運動量テン

ソルも変更を受ける。ツイストされた理論のエネルギー運動量テンソル T twisted
µν はもとの理論の

エネルギー運動量テンソル Tµν に対して、

T twisted
µν = Tµν +

1
4
(ε λ

µ ∂λJV
ν + ε λ

ν ∂λJV
µ ) (1.32)

2 Z̃ 6= 0であっても、Z̃ =
Pn

a λaSa(SaはAbelian global対称性 T の生成子) と書けるならば、Q2
ac = 2

Pn
a λaSa

なので、T の作用で不変な状態に制限した理論の中で Qac の cohomologyを定義することが出来る。(T -equivariant
cohomology)

13



と表される。ここで JV はU(1)V のカレントである。このときあるGµν が存在し [1]、T twisted
µν は

T twisted
µν = QBGµνと書かれる。(後でA-modelの作用の表式 (1.49)から、S = (BRST-exact項)+

(gµνに依存しない項) であることがわかり、古典的なエネルギー運動量テンソルについては、

T class ≡ δS

δgµν
= (BRST-exact項) (1.33)

が示される。) つまりこの理論はトポロジカルになっているということがわかる。このようなト

ポロジカル理論の構成は、CFT(即ち targetが Calabi-Yau)の場合の記述では T → T + 1
2∂J と

いう変更によって理論の central charge cが c 6= 0 → c = 0と変更されることに対応しており、

[17]、このようなエネルギー運動量テンソルの変更により多くの CFTはトポロジカルになる。

ここではA-modelをM ′
E = ME + FV というツイストによって定義したが、M ′

E = ME − FV

とした場合にはQB ≡ Qca = Q+ + Q̄−という BRST演算子を用いればM ′
E = ME + FV の場合

と同様にトポロジカルな理論が構成される。これらの２つの理論は U(1)V の chargeの再定義で

全く等価であるのでM ′
E = ME − FV の場合もA-modelとみなすことが出来る。

次に B-modelの場合の理論の構成を行うが、A-modelのときの U(1)V を B-modelの場合は

U(1)Aとすれば、議論は全く同じである。つまりB-modelの場合はM ′
E = ME + FAというツイ

ストを行うこととなる。このM ′
E に対して、

[
M ′

E , Q̄±
]

= 0 (1.34)

となり、Q̄+, Q̄−が spin 0となるので、これらを用いてQcc ≡ Q̄+ + Q̄−と定義すれば、

Q2
cc = Q̄2

+ + Q̄2
− + {Q̄+, Q̄−} = 2Z = 0 (1.35)

となり (Z = 0は仮定した)、QB = QccというBRST演算子の定義によりQBに対するBRST co-

homologyとして理論が構成される。エネルギー運動量テンソルの変更も (1.32)のJV をJA(U(1)A

カレント) と書き換えればA-modelの場合と全く同様で、変更を受けたエネルギー運動量テンソ

ルはQcc-exactとなるので理論はトポロジカルになっていることがわかる。M ′
E = ME − FAと

いうツイストに対しても U(1)Aの chargeの再定義を行えば全く等価な理論となりB-modelとみ

なすことが出来る。

この論文の中では主にA-modelの場合を扱うので、以下ではA-modelの特性について重点的

に調べることとする。
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1.2.2 BRST変換性

まずA-modelのBRST変換性について調べる。BRST演算子がQB = Qac = Q−+ Q̄+と与え

られているので、(1.18)に ε− = ε̄+ = 0, ε+ = ε̄− = αと代入して、(1.19),(1.20)を用いればよい。

δφi = αψi
−, δφ̄ī = αψ̄ī

+ (1.36)

δψi
+ = 2iα∂+φi + αF i = 2iα∂z̄φ

i + αΓi
jkψ

j
+ψk

−, δψ̄ī
+ = 0 (1.37)

δψi
− = 0, δψ̄ī

− = 2iα∂−φ̄ī + αF̄ ī = −2iα∂zφ̄
ī + αΓī

j̄k̄ψ̄
j̄
−ψ̄k̄

+ (1.38)

但し補助場 F, F̄ の運動方程式 (1.27),(1.28)を用いた。このような変換に対して φi, φ̄ī, ψi±, ψ̄ī±が

BRST不変な条件を調べると、まず (1.36)より、

ψi
− = ψ̄ī

+ = 0 (1.39)

が得られ、更にこの式を用いて (1.37),(1.38)が 0になる条件を求めると、

∂z̄φ
i = ∂zφ̄

ī = 0 (1.40)

となる。即ち、A-modelの worldsheetの場が BRST不変になる条件は、worldsheetから target

への写像が正則であることとなる。下で示すように経路積分に寄与する写像はBRST不変なもの

に限られるので、A-modelの経路積分は正則写像のみから寄与を受けるということが帰結される。

次に経路積分に対してBRST不変な写像のみが寄与するということを示すが、これはある種の

固定点定理とみなすことが出来る [2]。まず任意の場の理論に対応して関数空間 E を考え、経路
積分はこの E の上の積分として定義されるとし、次にこの理論の対称性Gがあり、E に対して自
由に (固定点を持たずに)作用しているとする。このとき E → E/Gという fibrationが考えられ、

E の上の積分は fiber(G)上の積分と E/G上の積分とに分解される。Gは理論の対称性であった

ので、observable OをG不変なものに限れば、fiber方向の積分はGの体積を与えるのみの寄与

となり、

〈O〉 =
∫

E
e−LO = vol(G) ·

∫

E/G
e−LO (1.41)

となる。ここで理論の対称性GとしてBRST演算子QBを用いることを考えると、QBはGrass-

mannの対称性なので、上の式における vol(G)は 0になる。つまり、
∫

dθ · 1 = 0 (1.42)

となる。即ち QB が理論の関数空間 E に対して自由に作用しているならば、全ての QB 不変な

observableの期待値は 0となってしまい、自明な理論を与えてしまう。一般的にはQB は E に対
して自由には作用せず固定点を持つが、関数空間の中の固定点以外の領域に対してはやはり上の

議論が適用され、経路積分に対して寄与しない。よって、対称性QB がある場合には経路積分は

QB の作用の固定点、即ち BRST不変な関数のみが寄与することがわかる。これを A-modelの

場合に適用すると、上で見たように worldsheetから targetへの正則な写像のみが経路積分に効

くということが示される。
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1.2.3 moduliへの依存性

まずは理論の F-termに対する依存性を調べることにより (Landau-Ginzburg理論の意味で)

A-modelの相関関数が targetの complex moduliによらないことを示す。その為には、
∫

dθ− =

(Q− + iθ̄−∂z)などを用いて F-termの項を書き直せばよい。即ち、
∫

dθ−dθ+W (Φi) = −
∫

dθ+(Q− + iθ̄−∂z)W (Φi)

= −
∫

dθ+Q−W (Φi) + total derivative (1.43)

となり、また Q̄+ = D+ − 2iθ+∂z, D+W (Φi) = 0より、

− dθ+Q̄+W (Φi) = −
∫

dθ+(D+ − 2iθ+∂z̄)W (Φi) = total derivative (1.44)

となるので、これらの２つの式を組み合わせると、
∫

dθ−dθ+W (Φi) = −
∫

dθ+QacW (Φi) + total derivative (1.45)

が示される。ここでF-termは (1.45)の
∫

d2z積分で表される項を含むが、スーパーポテンシャル

は targetの空間全体で 1価に定義されているので total derivativeの項は 0となり、BRST-exact

な項のみが残ることがわかる。同様のことが
∫

dθ̄+dθ̄−W̄ (Φ̄i) に対しても言えるので、結果とし

て F-termは全て BRST-exactになる。このことは A-modelが Landau-Ginzburg理論の意味で

complex moduliに依存しないことを示している。

一方、一般にA-modelはKähler moduliに依存性を持つが、この依存性は比較的簡単な形で現

れる。これを見る為には A-modelをKähler多様体を targetとするシグマモデルとして D-term

を書き換えると、
∫

dθ+dθ−dθ̄−dθ̄+K =
∫

dθ+dθ−dθ̄−(−Q̄+ + iθ+∂z)K

= −
∫

dθ+dθ−dθ̄−Q̄+K + i

∫
dθ−dθ̄−

∂

∂θ+
(θ+∂z̄K) (1.46)

となり、また

−
∫

dθ+dθ−dθ̄−Q−K =
∫

dθ+dθ̄−dθ−(
∂

∂θ−
− iθ̄−∂z)K

= i

∫
dθ+dθ−

∂

∂θ̄−
(θ̄−∂zK) (1.47)

より、これらの２つの式を用いると、
∫

d4θK = −
∫

dθ+dθ−dθ̄−(Q− + Q̄+)K + i

∫
dθ−dθ̄−

∂

∂θ+
(θ+∂z̄K)− i

∫
dθ+dθ−

∂

∂θ̄−
(θ̄−∂zK)

(1.48)
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となる。ここでD-termの場合も F-termの場合と同様に BRST-exactな項と total derivativeの

和の形に表されているが、F-termの場合のスーパーポテンシャルとは違い、Kは全空間で 1価に

は定義されていないことからこの total derivativeの項は一般には
∫

d2zの積分で non-zeroとな

る。しかしここで現れる項はKähler formの引き戻しの積分に対応するためこのKähler moduli

への依存性は単に targetにおけるworldsheetの面積が作用に現れることになり、具体的には [2]、

L = (BRST-exact項) +
∫

Σ
d2z(∂zφ

i∂z̄φ̄
j̄gij̄ − ∂z̄φ

i∂zφ̄
j̄gij̄)

= (BRST-exact項) +
∫

Σ
Φ∗(−igij̄dφidφ̄j̄) (1.49)

と書かれる。ここで、Φは worldsheet Σから target X への写像 (Φ : Σ → X)であり、Φ∗はそ

の引き戻しである。(1.49)の第 1項はBRST-exactであり理論には寄与しないので、理論の作用

は (1.49)の第２項の情報で全て決定されることとなるが、Lagrangianの中の complex moduliに

相当する部分は全て第 1項に含まれているため、シグマモデルの意味においても A-modelの物

理量は complex moduliに依存しないことがわかる。第２項は世界面の target Xにおける面積を

表していて、この項の値はXの (complex)Kähler moduliとXで世界面が作る２次の homology

から決まる。即ち targetの homologyを整数値3 の vector Q = (Q1, · · · , Qb2(X))を用いて表し

(b2(X)はX の２次元 Betti数)、対応するKähler moduliを t = (t1, · · · , tb2(X))とすると
∫

Σ
Φ∗(−igij̄dφidφ̄j̄) = Q · t (1.50)

となり、A-modelの物理量の計算はある固定した homology Qについて世界面から Qへの正則

写像のmoduliの上で積分を行い、最後に全てのQの寄与を足し上げる事で得られる。

1.2.4 Gromov-Witten不変量

A-modelで計算される物理量として、例えば世界面が種数 gのRiemann面Σgの場合に target X

上の自由エネルギーを Fg とすると、

Fg(t) =
∑

Q∈H2(X)

Ng,Qe−Q·t (1.51)

という形に展開され、この展開の係数Ng,QをGromov-Witten不変量という。全ての種数の Fg

の生成母関数は

F (gs, t) =
∞∑

g=0

Fg(t)g2g−2
s (1.52)

と定義される4。gsは通常の物理的弦理論での string couplingに対応する展開パラメータである。

Q ∈ H2(X)の足し上げの中でQ = (0, · · · , 0)に対応する写像は targetで面積 0であり、世界面全
3世界面から X への写像は正則なものに限られるので、実際には homologyの非負整数の部分のみが寄与する。
4このような全ての種数の自由エネルギーの全体をまとめて考えることはここで定義された Gromov-Witten不変

量と後の章で定義する Gopakumar-Vafa不変量との対応を考える上で自然である。
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体が targetの中の 1点へとつぶれる写像を意味して、constant mapと呼ばれる (図 1.1)。constant

mapに対して targetの中で非自明な 2-cycleに世界面が巻きつく場合はworldsheet instantonと

呼ばれる (図 1.2)。この worldsheet instantonにおいて targetでの２次元面の種数は必ずしも世

界面の種数 gに一致せず、世界面の一部が targetの 1点につぶれ targetでの種数は gより小さく

なる場合がある。このようなもとの種数より小さい種数の Riemann面への写像が生じることを

bubblingという (図 1.3)。

Σ
Φ

X

図 1.1: constant map

world sheet Σが target X の 1点に写像され
ている。

Σ
Φ

X

Φ(Σ)

図 1.2: worldsheet instanton

world sheet Σが targetの非自明な 2-cycleに巻き
ついている。

Σ Φ X

Φ(Σ)

図 1.3: bubbling

図では種数 3の Riemann面が「つぶれて」、targetで種数 2の Riemann面になっている。

このGromov-Witten不変量を計算する方法の 1つとして holomorphic anomalyという方法が

知られている。holomorphic anomalyとは topologicalな理論のmoduliへの依存性が通常は正則

に現れるはずだが実際にはその正則性はmoduliの境界で破れていて、その点ではmoduliに対

する反正則微分が 0にならないことから分配関数が計算され [18, 3]、原理的には (holomorphic
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ambiguityと呼ばれる項を除き)全ての種数について分配関数を求めることが出来る。holomorphic

anomalyから分配関数を求める考え方を概念的に説明すると、まずmoduli の境界では世界面は

何らかの意味でつぶれていると考えられ、例えば種数 1の Riemann面の場合に一か所で cycle

がつぶれると種数 0の Riemann面の様に見える (図 1.4) というように、holomorphic anomaly

はもとの種数より低い種数の Riemann面の分配関数から寄与を受けると考えられるので種数 0

のRiemann面の場合の分配関数 [19]から帰納的に高い種数の分配関数が得られるというもので

ある。

(a) (b)

図 1.4: Riemann面のmoduliの境界

種数 1の Riemann面 (torus)がつぶれて (a)、種数 0の Riemann面 (sphere)のように見える (b)。

この計算には Feynman ruleに類似した計算法が用いられることが知られているが [3]、高い種

数になるとRiemann面のつぶれ方の組み合わせが急激に大きくなり (例えば [20]のAppendix参

照)実用的でないことがわかる。一般に高い種数のRiemann面の分配関数を求めることは非常に

困難であるとされてきたが、後の章で扱う geometric transitionを用いた計算法によれば全ての

種数の寄与をまとめて評価出来ることがわかる。

これまでの議論で得られたA-modelの特徴は、

1. 経路積分には正則な写像のみが寄与する。

2. 理論は targetの complex moduliには依存しない。

3. Kähler moduliへの依存性は targetにおける世界面の面積として作用に現れる。

とまとめられる。

以下では targetを複素3次元のCalabi-Yau多様体に限り、その上でのA-modelとChern-Simons

理論の関係などについて考察する。
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1.3 開弦とChern-Simons理論

前節までは世界面のトポロジーとして一般の閉じた２次元面を考えてきたが、ここでは世界面

が境界をもつ開いた２次元面を考え、その境界における境界条件について調べる。通常の物理的

な超弦理論ではD-braneという物体が存在し、その上で開弦がDirichlet境界条件を満たすが、位

相的弦理論においても同様に A-braneと呼ばれる物体が存在しその上で位相的開弦が Dirichlet

境界条件を満たすと考えられる。更にそのA-brane(実 3次元となる)の上での理論として自然に

Chern-Simons理論が現れることを見る [8]。

1.3.1 位相的開弦の境界条件

まずWittenの議論 [8]に基づき BRST不変な境界条件としてKähler多様体の Lagrangian部

分多様体上に位相的開弦の境界が固定されているとする。このことは言い換えればA-modelのブ

レーンであるA-braneがそのようなLagrangian部分多様体上に巻きついていると言える。Kähler

多様体X の Lagrangian部分多様体 Lとは、Kähler多様体のKähler2形式 ωを symplectic多様

体の symplectic 2形式として見たときに i : X ↪→ Lとすると、

i∗(ω) = 0 (1.53)

となることである。通常の物理的弦理論においてCalabi-Yau多様体XにD-braneが巻きついて

SUSYを保つ条件は、 [21, 22]などで議論されているように、その D-braneが Calabi-Yau多様

体Xの special Lagrangian部分多様体 L′に巻きつくことであり、その場合はXの正則 3形式Ω

について、

i∗(Ω) = Ω|L′ ' Vol(L′) (1.54)

というL′の体積に対する制約が更に課される。物理的なD-braneの条件に比べるとA-braneの巻

きつき条件は緩められていて、これは位相的理論の側では braneが tensionを持たない為、エネル

ギーがA-braneの体積には依存しないことを表していると考えられる。またこのことは、例えば後

の議論でA-braneが T ∗S3のLagrangian部分多様体 S3に巻きついたときに、S3の体積を自由に

変えられることを用いるが、S3の体積 (一般の 3次元部分多様体でも同様だが)はCalabi-Yau多

様体のmoduliの中では complex moduliに含まれている為、その変化はBRST-exactな変化とし

て観測量に影響しないとも考えられる。開弦の境界が複数あり、Lagrangian部分多様体が複数あ

る場合でも同様で、世界面のトポロジーがΣg,h(種数 gで穴の数 h)で、境界を ∂Σi, (i = 1, · · · , h)

としたとき Φ : Σg,h → X ならば、

Φ(∂Σi) ⊂ Li (Li : Lagrangian部分多様体) (1.55)

となる。すでに議論したようにA-modelにはworldsheet instantonと呼ばれる写像がありworld-

sheetは targetの非自明な2-cycleに巻きつくことが知られているが、開弦の場合も同様で、Calabi-

Yau多様体の Lagrangian部分多様体で開弦が境界を持つような条件のもとでCalabi-Yau多様体
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の非自明な relative homologyの 2-cycleに巻きつくことが出来る。最初に targetの多様体として

特に T ∗M というM の余接バンドルの全空間を考える。実際A-braneの近傍では任意のCalabi-

Yau多様体は T ∗M と近似され、また任意のCalabi-Yau多様体の場合の T ∗M からの補正も具体

的にわかる。ただし以下で議論するように、targetの多様体が T ∗M という形で表されていると

きには、worldsheetは面積 0であることが示され、その場合には worldsheetは非自明な 2-cycle

に巻きつくことは出来ない。

1.3.2 instanton at infinity

まず targetのCalabi-Yau多様体が T ∗M(実６次元)とし、その Lagrangian部分多様体として

底空間M(実 3次元)をとる。これは通常の解析力学においてM という多様体の上を運動する粒

子の点 q ∈ M における運動量を p ∈ T ∗Mqとした場合の粒子の位相空間 T ∗M の中で位置を表す

M(M上で p=0)を Lagrangian部分多様体として選んだと考えられる。この場合の symplectic 2

形式 ωは、

ω =
3∑

i=1

dpi ∧ dqi (1.56)

と書くことが出来、この ωは T ∗M の全体で定義される。ここで ρ =
∑3

i=1 pi ∧ dqiとすると、

ω = dρ (1.57)

と書ける。ここで worldsheetΣの target上での面積を表す Kähler2形式の積分 (ここでは sym-

plectic 2形式 ωの積分)を考えると、Σの境界 ∂Σは Φ(∂Σ) ⊂ M を満たすので、
∫

Σ
Φ∗(ω) =

∫

Σ
Φ∗(dρ) =

∫

∂Σ
Φ∗(ρ) = 0 (1.58)

となる。ただしM 上で pi = 0より ρ = 0となることを用いた。このことは T ∗M という多様体

の底空間M に境界を持つ位相的開弦の targetにおける面積は 0になることを示している。面積

0の写像として一見すると constant mapしか存在しないように思えるが、正則な写像のmoduli

の境界まで考慮するとほとんど縮退した fat graph(図 1.5)のような worldsheetは経路積分に寄

与すると考えられる。

このような worldsheetによる摂動的な補正はゲージ理論の 1/N 展開 [23, 24]に類似してお

り、M 上の理論はゲージ理論の摂動論のように思われるが、以下で実際にこのM 上の理論が

Chern-Simons理論で与えられるということを見ていく。一般の Calabi-Yau多様体では ω = dρ

というような式はCalabi-Yau多様体の全体では成り立たないので上記の議論は使えずworldsheet

は非自明な 2-cycleに巻きつき worldsheet instantonとなるが、Lagrangian部分多様体の近傍で

は ω = dρという ρが存在するので、worldsheet instantonに対してやはり fat graph型の補正が

あり、ゲージ理論の 1/N 展開と考えられる (図 1.6)。
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図 1.5: fat graph

図 1.6: worldsheet instantonに対する fatgraph型の補正

1.3.3 Wilson loop

物理的弦理論においてはD-braneがN 枚あったときにD-brane上に境界を持つ開弦に Chan-

Paton factorの自由度が現れ、その開弦は (世界面が向き付けられている場合)U(N)ゲージ理論

を記述していると考えられた。このことはN 枚の A-braneがあるときでも同様に成り立つと考

えられるが、A-brane上でWilson loopがBRST不変になるという条件を加えるとA-brane上の

ゲージ場 Aµに制限が加えられる。即ち A-brane上の開弦の境界 Ci (Φ : ∂Σi → Ci)に付随した

Wilson loopを

W = TrP exp
[∮

Ci

Φ∗(A)
]

(1.59)

とすると、WがBRST不変である為の条件は、ゲージ場の曲率を F = dA + A∧Aとして (1.36)

を用いれば、

δW = Tr
∮

Ci

δφi dφj

dτ
Fij(τ)dτ · P exp

∮

Ci;τ
Φ∗(A)

= Tr
∮

Ci

αψi
−

dφj

dτ
Fij(τ)dτ · P exp

∮

Ci;τ
Φ∗(A) = 0 (1.60)

となる。ここで τ はCi上の位置を表す 1次元の座標で、exp
∮
Ci;τ

Φ∗(A)は始点と終点が τ である

ようなWilson loopである。ここで任意のBRST変換について (1.60)が成り立つ為にはA-brane

22



上でF = 0が要請される。これはF = 0がA-brane上の作用の古典解に対応していることを意味

すると考えられ、古典解として平坦接続を持つような作用として Chern-Simons作用がA-brane

上の物理を記述していると考えるのが自然である。つまり 3次元空間上で

L =
k

4π
Tr(AdA +

2
3
A ∧A ∧A) (1.61)

とすると運動方程式はF = 0で与えられ、このような古典解を満たすLagrangian部分多様体に対

してのみ開弦が境界でゲージ場と結合出来ると考えられる。以上のような議論からA-brane上に

はChern-Simonsゲージ理論が存在し、fat graph型の 1/N展開で摂動的に経路積分に寄与するこ

とがわかるが、更に cubic string field theoryとの類似からもA-brane上の理論がChern-Simons

であることの妥当性が示される。

1.3.4 cubic string field theoryとの関連

(1.36,1.38)の BRST変換性より、φiと ψi−の関数をA = A(φi)i1···inψi1− · · ·ψin− とすると、

δA = −dA(φi)i1···in+1ψ
i1− · · ·ψin+1

− (1.62)

となる。ただし dAはAを微分形式として見たときにAに外微分作用を施したものである。これ

は ψi−を φiの外微分 dφiと思えばBRST変換の作用 (−δ)は外微分作用 dに相当することを意味

する。(d2 = 0は BRST変換の冪零性から保障されている。) このような対応を用いれば cubic

string field thory [25](レビューとしては [26])と同様の議論によりM 上の理論がChern-Simons

理論で記述されることがわかる。cubic string field theory(以下では CSFT)の作用は、

S =
1
2

∫ (
A ?Q(A) +

2
3
A ?A ?A

)
(1.63)

と与えられる。ここでQは BRST演算子であり、Aは string fieldを表す。またA ?A ?Aは図
1.7 のような string fieldの 3点 vertexである。

A1
A2

A3

図 1.7: CSFTにおける string fieldの 3点 vertexの張り合わせ

(1.63)の作用は、δA = Qε− ε ?A+A ? ε で不変であることがわかり、これはゲージ理論にお

ける接続のゲージ変換性に対応している。CSFTにおいては全ての string fieldは ghost数 1を持
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つことが要請されるが、この条件を用いて string field AをA-modelの場に読み替えると、

A ' A(φi)jψ
j
− ' A(φi)jdφi (1.64)

となり、Aは A-modelの理論の中ではM 上の 1形式に対応している。更に上に述べたように

BRST演算子はM 上の外微分作用に置き換えられるので、Chan-Paton factorまで含めたCSFT

を考えて対応するA-modelの作用を書くと、

S =
1
2

∫
Tr(A ?Q(A) +

2
3
A ?A ?A)

→ 1
2

∫
Tr(AdA +

2
3
A ∧A ∧A) (1.65)

となりA-modelのM 上の作用として Chern-Simons作用が得られる。

以上のように A-modelの Calabi-Yau多様体中の Lagrangian部分多様体に A-braneが巻きつ

き、その上に開弦が境界を持つこと、更にA-brane上の作用がChern-Simons作用で与えられる

ことが示された。次章では一般の 3次元多様体の上で Chern-Simons作用を詳しく解析し (後の

章での応用も踏まえ)特に結び目理論との関連等について見ていく。
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第2章 Chern-Simons理論

この章ではChern-Simons理論1について詳しく見ていく。1章の冒頭でも述べた通りこの理論は 3

次元空間の計量に依存しないトポロジカルな理論となっており、更にこの理論の obseravableであ

るWilson loopの真空期待値と結び目理論の結び目多項式 (絡み目の場合も含む)とは深いつながり

がある [9]。また後の章で見るようにこの結び目多項式は (braneも含めた)local toric Calabi-Yau

多様体上の A-modelの振幅とつながりを持つことがわかる。結び目の数学的な話は [27]などを

参照されたい。この章では framingの不定性については 2.2節で扱うこととし、それまでの節で

は framingは無視する。

2.1 相関関数の計算

まず Chern-Simons理論の作用を、

SCS =
k

4π

∫

M
Tr(A ∧ dA +

2
3
A ∧A ∧A)

=
k

8π

∫

M
εijkTr

(
Ai(∂jAk − ∂kAj) +

2
3
Ai [Aj , Ak]

)
(2.1)

と与える。ここでM は適当な実 3次元多様体で、Aはゲージ群 Gの接続を表す。今回の話で

はゲージ群としては U(N)及び SU(N)のみを考え、ここでの Trは fundamental表現に対する

traceとする。この作用に対するM 上の分配関数は、

Zk(M) =
∫

M
DAeiSCS (2.2)

と与えられるが、Aに対するゲージ変換を h : M → Gを用いて、

A → h−1Ah + h−1dh (2.3)

と表すと、一般に (hが恒等作用に連結でない場合) SCS の変化は ∆SCS ∈ 2πkZとなるので、
Zk(M)が well definedとなる為に k ∈ Zとする。経路積分の測度の Jacobianについて精密な議

論を行うと [9, 28]、SCSはAtiyah-Patodi-Singerの指数定理によって記述される形の量子補正を

受けることがわかり、SCSにおける kは、

k → k + y (2.4)

と変更を受ける。ここで yは群Gの dual Coxeter数で、G = SU(N)の時は y = N となる。
1Chern-Simons-Witten理論とも呼ばれる。
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2.1.1 Wilson loop

Chern-Simons理論において、ゲージ不変でかつトポロジカルな (計量に依存しない)observable

としてWilson loopが考えられる。Aをゲージ接続として、表現 Rで loop C をまわるWilson

loopは2、

WR(C) = TrRP exp
∫

C
A (2.5)

と定義される。一般にWilson loopは 3次元空間Mの中で任意の配位をとれるので、Wilson loop

を用いて様々な結び目を表すことが出来る。またWilson loopは複数個考えることも出来るので

それらを用いて任意の絡み目を与えることも出来る (図 2.1)。

+1 -1

(a) (b) (c) (d)

図 2.1: 様々な結び目と絡み目

(a):unknot (b):trefoil knot (c,d):Hopf link
ただし Hopf linkの ±1は linking numberを表している。

r個の loopをCi (i = 1, · · · , r)として、それぞれの loopを表現をRiとするとWilson loopの

期待値は、

〈
r∏

i=1

WRi(Ci)〉 =
∫
DAeiSCS

r∏

i=1

WRi(Ci) (2.6)

と計算される。これらのWilson loopにおいてG及びそれぞれの loopの表現Riを適当に選べ

ば既知の結び目多項式、絡み目多項式などが再現されることが示され、例えば絡み目において全

ての表現を fundamental表現に選んだものはHOMFLY多項式 [29]が得られる。

2.1.2 Heegaard splitting

Chern-Simons理論の分配関数やWilson loopの相関関数を計算する為、3次元多様体を２つの

部分多様体に分割することを考える。即ち 3次元多様体M があったときにM の部分多様体とし

2表現としては自明な表現というものも考えられるが、実際には自明な表現に対するWilson loopは最初から loop
が無いという状態と全く同じである。
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てM1,M2をとり、更にM1,M2のそれぞれの境界が共通の Σとして与えられ、M = M1 ∪M2

を満たしているとする (図 2.2)。

Σ

M1
M2

図 2.2: Heegaard splitting

多様体M が Σを境界に持つ 2つの多様体M1,M2 に分解される。

このような操作はHeegaard splittingと呼ばれ、Heegaard splittingに伴いM 上の経路積分も

M1上の経路積分とM2上の経路積分とに分割される。M1,M2上の経路積分により分配関数の計

算は境界である Σ上Hilbert空間H(Σ)の貼り合わせに帰着される。M1(M2)上の経路積分で得

られた状態を |ΨM1〉(|ΨM2〉)とし、それらを貼り合わせる変換を U とすると分配関数は、

Zk(M) = 〈ΨM2 |U |ΨM1〉 (2.7)

と計算される。以下で上のようなHeegaard splittingの例としてM = S3の場合を考察し、その

場合にM1,M2及び U が具体的にどう選ばれるか見ることにする。この例は deformed conifold

の toric表示などでも用いられ、以下の様々な場面に現れる。

2.1.3 S3の分解

S3という多様体は (当然 R3の中には実現出来ないので)想像し易い空間とは言い難いが、S3

がどのように２つの 3次元部分多様体に分解されるか説明を試みたい。

結論から述べると S3は２つの solid torus(中身の詰まった T 2)に分解されることがわかり、こ

のとき上の分解との対応では Σは solid torusの表面の T 2、貼り合わせの変換は T 2に作用する

S変換 (τ → −1/τ)である。このことは例えばGopakumarの講義 [12]のAppendixで homology

を用いて証明されているが、直観的には図 2.3のようにHopf linkのそれぞれの loopを膨らませ

ていって２つの solid torusを作って更にその表面を貼り合わせるとR3 ∪ {∞}を隙間なく埋めら
れると理解出来る。(R3 ∪ {∞}のなかで Hopf linkの 1つの loopを無限遠を通る loopとして考

えることも出来る。)

ここで２つの solid torusの表面の T 2の homologyの生成元のうち solid torusの中に含まれう

る方の cycleを α-cycleとし、α-cycleと直交する方向の cycleを β-cycleとすると (図 2.4)、図 2.3

からわかるように貼り合わされる２つの solid torusの表面における cycleは一方の α-cycleが他

方の β-cycleに対応し、逆に一方の β-cycleは他方の α-cycleに対応していることがわかる。
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∞

∞

∞

∞

図 2.3: 2つの solid torusの貼り合わせ

2つの solid torusの表面を S 変換して貼り合わせることにより S3 が得られる。

α

β

図 2.4: T 2の２つの生成元
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このことは torusの変換としてみると S変換を表していて、このような分解による分配関数の

計算を (2.7)のような形で表すと、

Zk(S3) = 〈Ψ0|S|Ψ0〉 (2.8)

となる。ここで |Ψ0〉 ∈ H(T 2)はWilson loopが無い場合に solid torusの内部について (2.2)の

経路積分を行って得られた T 2上の状態であり、SはH(T 2)に対する S変換の作用である。

２つの solid torusについて、S 変換を施して貼り合わせると S3が得られることを見たが、S

変換を行わずにそのまま貼り合わせると S2×S1が得られる。このことは solid torusが disk×S1

と表されること及び２つの diskの境界の S1を貼り合わせると S2になることから容易に理解出

来るだろう。

2.1.4 H(Σ)の性質

再び一般の多様体M の場合に戻り、Heegaard splittingによりどのように問題が簡単化され

るかを見ることにする。最初に考えるのは多様体M がM1,M2に分解され、かつその境界 Σが

S2 であるような場合である。このときM の理論がトポロジカルである為 S2 上の Hilbert空間

H(S2)は 1次元であることがわかる。このときM 上の分配関数はM1上の分配関数とM2上の

分配関数及び S3上の分配関数から計算出来ることがわかる。このことは S3を境界 S2により 2

つの 3次元球面B3に分解出来ることから得られ、図 2.5のように表せる。

×

×

M1

M1

M2

M2

S3

B3
B3

B3B3

図 2.5: M1とM2の貼り合わせとその組み換え
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Hilbert空間の言葉で書けば、貼り合わせ変換 U を自明として、

Zk(M) · Zk(S3) = 〈ΨM2 |ΨM1〉 · 〈ΨB3 |ΨB3〉
= 〈ΨM2 |ΨB3〉 · 〈ΨB3 |ΨM1〉
= Zk(M1) · Zk(M2) (2.9)

となる。ここでHilbert空間が 1次元であることを用いて掛け算の順序を入れ替えた。これにより、

Zk(M) =
Zk(M1) · Zk(M2)

Zk(S3)
(2.10)

が得られた。M の中にWilson loopが含まれている場合でもWilson loopが S2と交わらないな

らば上と全く同様の議論により多様体を組み替えることが出来るが、Wilson loopが S2と交わる

場合には、S2上のHilbert空間がゲージ不変になるという要請が必要になる。Wilson loopは S2

上では n個の点 Pi (i = 1, · · · , n)に表現 Riが挿入された状態に対応し、実際に Hilbert空間の

元として現れるのは⊗iRiのうちの自明な表現に対応する部分のみである。但しWilson loopに

は向きがあることに注意すると、ある向きで S2を横切った表現がRだった場合にその逆の向き

で S2を横切る表現は S2上ではRの共役表現 R̄と表される。

2.1.5 HOMFLY多項式

例として全ての表現が fundamental表現 (R = F と表記する)の場合に図 2.6 のようにM2の

中の２本のWilson loopが S2と交わっている状況を考える。

M1 M2

S2 S2

F

F

F̄

F̄

図 2.6: 部分多様体の中の 2本のWilson loop

このとき S2上では２つの F と２つの F̄ の表現が挿入されていることになるが、これらから自

明な表現をつくる組み合わせは２通りあるので、図 2.6の場合の S2上のHilbert空間の次元は２

となる。図 2.6の状態に対してWilson loopを「ひねった」状態を図 2.7に表す。

図 2.7の (a), (b), (c)の 3つの状態に対応したHilbert空間の元を |Ψa〉, |Ψb〉, |Ψc〉 ∈ H(S2)と書

くと、これらの間に

α|Ψa〉+ β|Ψb〉+ γ|Ψc〉 = 0 (2.11)
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(a) (b) (c)

図 2.7: 3通りの結び目の変形

という関係式が成り立つことがわかる。つまりHilbert空間が 2次元である為にあらゆる 3つの

元に対して適当な α, β, γ ∈ Cを選べば (2.11)が成り立つということである。この α, β, γ ∈ C
の値の比は CFTの half-monodromyの議論から計算され [30]、得られた値は HOMFLY多項式

の skein relationと一致する。表現が全て fundamental表現であるような絡み目については全て

(2.11)を用いて絡み目を「ほどく」ことにより自明な表現に帰着させWilson loopの期待値を計

算出来ることが知られている。

2.1.6 S3上の分配関数

この節ではまず 2.1節で得られた S3上の分配関数がどのように normalizeされるべきかを考え

る。この分配関数の normalizationは後の章で Gopakumar-Vafa dualityを考えるとき本質的に

重要になる factorである。単純に考えると Zk(S3) = 1と定義すればよいように思われるが、実

際には自然な normalizationは、

Zk(S2 × S1) = 1 (2.12)

である。このことを見る為に一般にX×S1という空間があったときにX上のHilbert空間H(X)の

時間変化を考える。時間を I = [0, 1]で表すとH(X)の元がX×{0}からX×{1}までHamiltonian

の作用により時間発展するが、実際は理論がトポロジカルである為にHamiltonianの作用は自明

となる。X × S1を考える為にはX × {0}とX × {1}を同一視して貼り合わせればよいが、この
ことは traceをとることに対応しており、

Z(X × S1) = TrH(X)(1) = dimH(X) (2.13)

となる。このことをX = S2の場合に用いれば (2.12)が得られる。

前節で示したとおり説明した通り S2 × S1は 2つの solid torusに分解することが出来、S3は

その片方の torusに S 変換を作用して貼り合わせることで得られるので、S3の分配関数は正し

くは、

Zk(S3) =
〈Ψ0|S|Ψ0〉
〈Ψ0|Ψ0〉 = 〈Ψ0|S|Ψ0〉 (2.14)
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と表される。つまり (2.8)は normalizationまで含めて正しかったことがわかる。ここで |Ψ0〉 ∈
H(T 2)であり Zk(S2 × S1) = 〈Ψ0|Ψ0〉 = 1とした。(2.8)の値を具体的に求める為にはH(T 2)の

性質を詳しく調べる必要があるが、この T 2上のHilbert空間は T 2に対するmodular変換性 [31]

との対応から T 2上のWess-Zumino-Witten(WZW)模型3で与えられることがわかる [9, 32]。つ

まりH(T 2)の元と一対一に対応して、群 G、レベル kのWZW模型の可積分表現が存在する。

このようにして S3上の分配関数はWZW模型の可積分表現へのmodular変換の作用の表現に帰

着された。

補遺Aの結果を用いると (A.52)より、

Zk(S3) = S00 =
1

(k + y)r/2

(
volΛw

volΛr

) 1
2 ∏

α∈∆+

2 sin
(

π

k + y
(α, ρ)

)
(2.15)

特にG = SU(N)の場合は (A.53)を用いて [33]、

Zk(S3) = S
SU(N)
00 = (k + N)−N/2

(
k + N

N

) 1
2

N−1∏

j=1

[
2 sin

(
jπ

k + N

)]N−j

(2.16)

またG = U(N)の場合はG = SU(N)のときの (2.16)にU(1)に対応した factorがかかり (U(N) =

U(1)⊗ SU(N)/Zn)、

Zk(S3) = S
U(N)
00 = (k + N)−N/2

N−1∏

j=1

[
2 sin

(
jπ

k + N

)]N−j

(2.17)

となる。

2.2 framing

今までの節では無視してきたが、実際にはWilson loopの相関関数は framingと呼ばれる量に

依存する [9, 34]。framingとは結び目の self-linkingに対する point-splittingによる正則化の不定

性のようなものであり、結び目の self-linkingを自分自身から微小にずれた結び目との相関関数

として定義するときにどのような「ずらし方」をするかに依存して決まる量である。

2.2.1 U(1)部分

まずは簡単の為U(1)の場合を考える。これは SU(N)の理論とU(N) = U(1)⊗SU(N)/Znの

理論の差を考える上でも重要であり、また U(1)の理論ではCS作用の 3次の項は 0となるので、

理論は非常に簡単化される。

3補遺 A 参照
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まず 2つの結び目Ki,Kj の linking number lk(Ki,Kj)を、

lk(Ki,Kj) =
1
4π

∮

Ki

dxµ

∮

Kj

dyνεµνρ
(x− y)ρ

|x− y|3 (2.18)

と定義する。この lk(Ki,Kj)は Ki,Kj の変形に対して不変な位相不変量となっている。linking

numberを用いて framingを定義する為にはある結び目 Kに対して、Kの「変形」Kf を定義す

る必要がある (図 2.8)。

K
Kf

図 2.8: Kとその変形Kf

これは即ちK上にKの方向と垂直な方向の vector場を定義することであり、この vector場の

任意性 (図 2.9)が framingの不定性につながる。

図 2.9: framingの不定性

vector場の定義の任意性より左右で Kf が異なり、framingが 1ずれている。

このようなKf が 1つ与えられれば framingは、

φf (K) = lk(K,Kf ) =
1
4π

∮

K
dxµ

∮

Kf

dyνεµνρ
(x− y)ρ

|x− y|3 (2.19)
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の値によって決定される。逆に言えばWilson loop Ki があったときに理論の相関関数 (2.6)は

pi = φf (Ki)の値に対応した不定性があるということである。この不定性は U(1)の場合には (表

現は charge niにより決まる)、

〈
r∏

i=1

WRi(Ki)〉 = 〈
r∏

i=1

exp(ni

∫

Ki

A)〉 = exp


πi

k

r∑

i=1

n2
i pi +

2πi

k

r∑

i<j

ninj lk(Ki,Kj)


 (2.20)

となり、第 1項に framingの依存性が現れていることがわかる。

U(N)理論においてもU(1)部分は SU(N)部分から独立していて相互作用しないので、相関関

数は U(1)部分と SU(N)部分に分離し、U(1)部分では上で用いた議論がそのまま適用出来る。

U(N)の表現はYoung tableauで分類されるが、そこから求められる SU(N)及びU(1)の表現は

SU(N)の表現として同じYoung tableauで表される表現を用い、U(1)については chargeが

n =
`(R)√

N
(2.21)

で与えられるとすればよい。ここで `(R)は表現 Rの Young tableauの boxの数である。(2.21)

で与えられたU(1)chargeを (2.20)に用いるとU(N)理論のU(1)部分の期待値は (k → k + N を

考慮して)、

〈
r∏

i=1

WRi(Ki)〉U(N) = exp


 πi

N(k + N)

r∑

i=1

`(Ri)2pi +
2πi

N(k + N)

r∑

i<j

`(Ri)`(Rj)lk(Ki,Kj)




×〈
r∏

i=1

WRi(Ki)〉SU(N)

(2.22)

となる。S3 の場合は canonical framingと呼ばれる標準的な framingが定義出来、これは self-

linking numberを 0にする framingである。これは上の式において pi = 0とすることに対応し

ており、canonical framingでは、

〈
r∏

i=1

WRi(Ki)〉U(N),cf = exp


 2πi

N(k + N)

r∑

i<j

`(Ri)`(Rj)lk(Ki,Kj)




r∏

i=1

WRi(Ki)〉SU(N),cf(2.23)

となる。

2.2.2 一般のGの場合

群が一般の Gの場合 [9]についてはWilson loop Kiにおける Gの表現を Riとしてその loop

の framingの変化 piに対する相関関数の変化は、

〈
r∏

i=1

WRi(Ki)〉 → exp

[
2πi

r∑

i=1

pihRi

]
〈

r∏

i=1

WRi(Ki)〉 (2.24)
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となる。ここで hRは表現Rに対応したWZW模型の primary fieldの conformal weightであり、

(A.32)より、

hR =
CR

2(k + y)
(2.25)

である。但しCR =
∑

a taRtaRはquadratic Casimirであり、yはdual Coxeter数 (G = U(N), SU(N)

ならば y = N)である。G = U(N)のとき表現は Young tableau li (l1 ≤ l2 ≤ · · · ≤ ldR
)で分類

され、Young tableauを用いて quadratic Casimirを表すと、

C
U(N)
R = N`(R) + κR (2.26)

となる。ここで、

κR = `(R) +
dR∑

j

(l2j − 2jlj) (2.27)

とした。G = SU(N)の場合には同じ κRを用いて、

C
SU(N)
R = N` + κR − l2

N
(2.28)

となる。((2.26)と (2.28)の値の差は U(1)chargeの寄与 (2.21)の 2乗と一致している。)

q = exp
(

2πi

k + N

)
, λ = qN (2.29)

とすると、U(N)の場合の framingの変化により相関関数は、

〈
r∏

i=1

WRi(Ki)〉U(N) → q
1
2

P
i κRi

piλ
1
2

P
i `(Ri)pi〈

r∏

i=1

WRi(Ki)〉U(N) (2.30)

となる。

2.3 Wilson loopの相関関数

2.3.1 knot operator

2.1.6節では S3 上の分配関数を求めたが、この節では更に observableとしてWilson loopが

入った場合を考える。Wilson loopの相関関数を計算する方法の 1つに knot operator [28]を用

いる方法がある。knot operatorとは T 2上の Hilbert space H(T 2)に作用して、T 2上に結び目

がある状態を作り出す operatorで、結び目Kの表現R (highest weightを µ̂とする)ならば knot

operator WK
µ̂ は、

WK
µ̂ : H(T 2) → H(T 2) (2.31)
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と作用し、結び目を作り出す。ただし、この operatorは T 2に作用するので全ての結び目を作り

出すことは出来ず、torus knotと呼ばれる結び目 [27]のみを作り出すことが出来る。torus knot

とは (n,m)という 2つの整数で分類される結び目で、n本の lineを torus上の α-cycleの方向 (図

2.4 参照)に走らせて一周戻ってきたところで β方向にm本ずらして同一視するというように作

られる。例えば (1, 0)torus knotは unknot 4、(2, 2)torus knotは Hopf link 5、また (2, 3)torus

knotは trefoil knotを表している (図 2.1)。nとmが互いに素でない場合には (knotという名に

反して)作られる loopは絡み目 (link)になる。(n,m)torus knotを作る knot operator W
(n,m)
µ̂ の

具体形は、

W
(n,m)
µ̂ |Φν̂〉 = e2πinmhµ̂+ρ̂

∑

ξ∈Mµ

exp
[
−iπ(ξ, ξ)

nm

k + N
− 2πi

m

k + N
(ν + ρ, ξ)

]
|Φν̂+nξ̂〉 (2.32)

となる。ここで hµ̂+ρ̂は conformal weightでMµは highest weight µの表現に対応したweightの

集合である。このように作られた T 2上の状態を用いれば S3内の torus knotに対応したWilson

loop の相関関数を計算することが出来、その為にはまず 2 つの solid torus を用意して片方の

solid torusの表面の T 2に knot operatorを作用させ、最後にその torusに S変換を施して 2つの

solid torusを貼り合わせればよい。この結果得られるWilson loopの相関関数は Zk(S3)(2.8)で

normalizeすると、

〈W (n,m)
µ̂ 〉 =

〈Φ0|SW
(n,m)
µ̂ |Φ0〉

〈Φ0|S|Φ0〉 (2.33)

となる。

2.3.2 unknot

特に (n,m) = (1, 0)の場合この torus knotは unknotを表しているが、W
(1,0)
µ の |Φ0〉への作

用は [28]、

W
(1,0)
µ̂ |Φ0〉 = |Φµ̂〉 (2.34)

で与えられ、これを用いて表現Rµ̂の unknotの相関関数を計算すると、

〈(unknot)Rµ̂
〉 =

〈Φ0|SW
(1,0)
µ̂ |Φ0〉

〈Φ0|S|Φ0〉 =
〈Φ0|S|Φµ̂〉
〈Φ0|S|Φ0〉 =

S0µ̂

S00
(2.35)

となり、この式は Appendixの quantum dimensionの式 (A.59)と一致していることがわかる。

即ち、

〈(unknot)Rµ̂
〉 = dimqµ̂ (2.36)

4 実際には (1, n)torus(n ∈ Z)は全て unknotを表すが、それらは全て違う framingに属していることがわかる。
5 knot operatorで作られた Hopf linkは 2つの loopが必ず同じ表現 R に属する為、別の表現 R1, R2 の場合の

Hopf linkは knot operatorから直接計算することは出来ない。

36



よって SU(N)の場合は (A.63)より表現Rの unknotの相関関数は、

〈(unknot)R〉 =
∏

1≤i<j≤dR

[li − lj + j − i]
[j − i]

dR∏

i=1

∏li−i
v=−i+1 [v]λ∏li

v=1 [v − i + dR]
(2.37)

となる。ただし、

[x] = q
x
2 − q−

x
2 , [x]λ ≡ λ

1
2 q

x
2 − λ−

1
2 q−

x
2 (2.38)

とした。後の章の議論で用いる為、(2.37)における λの leading powerを考えると、この power

は `(R)/2になる。λの leading powerの係数をWRとすると、

WR = q
1
4
κR

∏

1≤i<j≤dR

[li − lj + j − i]
[j − i]

dR∏

i=1

li∏

v=1

1
[v − i + dR]

= q
1
4
κR

∏

(i,j)∈YR

1

q
1
2
hR(i,j) − q−

1
2
hR(i,j)

= SR(xi = qi− 1
2 ) (2.39)

となり、ここで Y は表現RのYoung tableauで、hR(i, j)はその hook lengthである。また表現

Rの Schur関数を SRとした。

2.3.3 Hopf link

unknotの計算において分配関数の計算の場合と違いが現われた点は、片方の T 2上でH(T 2)の

状態が |Φ0〉 → |Φµ̂〉と変化した点である。即ちこれは変化した側の solid torusの内部に β-cycle

の方向に沿った unknotが生成されたことを意味する。つまり |Φ0〉が内部に何も入っていない
solid torusの表面を表すH(T 2)の状態であったのに対して、|Φµ̂〉は内部にWilson loopを含ん

だ状態である。この事実を用いるとHopf linkは 2つの solid torusのそれぞれにWilson loopを

含めた状態として実現出来、Hopf linkの期待値はそのように 2つの状態の間の S変換の行列成

分として計算出来るが、ここで注意すべき点はHopf linkには図 2.1で表わされるように 2種類あ

り、それぞれ linking number +1と−1を持っていることである。この 2つの違いはWilson loop

の向きの違いとなるので、表現の違いとして一方の状態が他方の状態の共役表現の状態として現

れる。linking numberが−1の時はHopf linkのそれぞれの loopの表現をRµ̂, Rν̂ とするとHopf

linkの相関関数は、

〈(Hopf link)−1
Rµ̂,Rν̂

〉 =
〈Φµ̂|S|Φν̂〉
〈Φ0|S|Φ0〉 =

Sµ̂ν̂

S00
(2.40)

と表せる。linking numberが+1の時は、

〈(Hopf link)+1
Rµ̂,Rν̂

〉 =
〈Φµ̂|CS|Φν̂〉
〈Φ0|S|Φ0〉 =

(CS)µ̂ν̂

S00
=

S−1
µ̂ν̂

S00
(2.41)
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ただしCは charge conjugation作用素であり、S2 = C, C2 = 1であることを用いた。Hopf linkの

場合はU(N)の場合の相関関数と SU(N)の場合の相関関数の間に 2つの loopの linking number

に応じて (2.23)による補正が入り、Hopf linkの表現をR1, R2、linking numberを+1とすると、

〈(Hopf link)±1
R1,R2

〉U(N) = q±`(R1)`(R2)/N 〈(Hopf link)±1
R1,R2

〉SU(N) (2.42)

となる。N →∞で (2.41)は [35]、

〈(Hopf link)+1
R1,R2

〉U(N) = sR1(q
ρ)sR2(q

µ2+ρ) (2.43)

となる。ここで µiは表現RiのYoung tableauを表し、qρ, qµ+ρはそれぞれ、

sR = (xi = q−i+ 1
2 ) (2.44)

sR = (xi = qli−i+ 1
2 ) (2.45)

という代入を意味する。

2.3.4 応用

上で Hopf linkの相関関数を求めたので、それを用いて図 2.10のような 3つの loopの絡み目

(L(R1;R2, R3)と表す)の相関関数を計算出来る。

R1
R2

R3

図 2.10: 絡み目 L(R1;R2, R3)

その為には補助的に表現R1の unknotを用意し、L(R1;R2, R3)と組み替えることを考える (図

2.11 )が、このとき Riemann面上には表現 R, R̄のみが挿入されているので Hilbert空間の次元

は 1となり (2.9)と同様の議論により、

〈L(R1;R2, R3)〉〈(unknot)R1
〉 = 〈(Hopf link)+1

R1,R2
〉〈(Hopf link)+1

R1,R3
〉 (2.46)

が示される。よって、

〈L(R1;R2, R3)〉 =
〈(Hopf link)+1

R1,R2
〉〈(Hopf link)+1

R1,R3
〉

〈(unknot)R1
〉 (2.47)

となり6、この式は後の章でトポロジカルストリングの 3点 vertexを計算するときに現れる。
6〈L(R1; R2, R3)〉を fusion係数として表せばこの式は Verlinde formulaを意味している。
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R2 R2

R1 R1

R1 R1

R3

R3

図 2.11: R1の unknotと L(R1;R2, R3)との組み替え

この組み替えを用いることにより、L(R1;R2, R3)の期待値を unknotの期待値と Hopf linkの期待値で表
せる。
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第3章 toric幾何とconifold transition

この章では後の章で用いる toric幾何について概説する。特に resolved conifoldと deformed coni-

foldの toric幾何的記述は後の章で非常に重要になる。この章では物理的に必要な最小限程度の

記述のみにとどめ、より厳密には [36, 37]などを参照されたい。

3.1 toric diagram

toric多様体とは、簡単に言うとU(1)dの作用を受けるような多様体で、しかもそのU(1)d作用

が縮退し得るようなものである。具体的には、例えば baseの多様体としてRdを考え、その上に

T dの fibrationを考えると、fiberの T dには U(1)dが作用するが、T dの cycle(の一部)がつぶれ

ている場合には U(1)dの作用 (の一部)がつぶれることがわかる。このような場合にRd上の何処

でどの cycleがつぶれるかを指定した diagramを toric diagramと呼び、逆に toric多様体はこれ

だけの条件から復元される。以下では例を挙げて toric diagramがどのようなものかを見ていく。

3.1.1 Cの toric diagram

最も単純な例として、複素平面 Cの toric diagramを考える。z ∈ C(無限遠点は除く)に対し

て U(1)が作用し、

U(1) 3 eiα : z → eiαz (z ∈ C) (3.1)

となる。もしくは、zを極座標表示で (r, θ)と表し、baseの多様体R+ (r ∈ R+)上のS1fibration (θ ∈
S1)と考えることも出来る。(3.1)の作用を見る上で、z = 0のときに U(1) : 0 → 0となり、この

点で U(1)作用が縮退しているということが重要である。この場合 toric diagramは図 3.1のよう

に表すことが出来る。

図 3.1は、base多様体 R+上に S1fibrationがあるが、R+の一点 0 ∈ R+で fiberの S1がつぶ

れているということを意味している。逆に図 3.1の情報が与えられれば、R+上に S1を fibrateし

て、0 ∈ R+で fiberをつぶして構成することによりCの幾何的構造が再現される。ここで 0 ∈ R+

で fiberはつぶれているが、これはこの点で多様体が singularになっているという意味ではない

ことに注意されたい。実際この点は 0 ∈ Cを表していて、fiberがつぶれる点は座標の取り方に依

存している。
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図 3.1: Cの toric diagram

半直線上の S1 fiberが左端の点で縮退している。

3.1.2 P1の toric diagram

次に P1 ' S2の toric diagramを考える。P1を C ∪ {∞}として表せば z ∈ P1への U(1)の作

用は (3.1)の場合と全く同じで、

U(1) 3 eiα : z → eiαz (z ∈ P1) (3.2)

となる。ここでCとの相違点は、Cでは baseの多様体はR+という半直線であったが、P1では

baseの多様体は [0,∞]という線分であり、U(1)作用は 0 ∈ [0,∞]に加えて∞ ∈ [0,∞]でも縮退

しているという点である。即ち P1の toric diagramは図 3.2のようになる。

図 3.2: P1の toric diagram

線分上の S1 fiberが両端で縮退している。

この図は線分の両端で S1がつぶれていることを表しており、これは S2を経度と緯度で表した

とき北極と南極で緯度が縮退していることと同様である。更に図 3.2からわかることは、線分の

両端の近傍では diagramはCの場合の図 3.1と全く同じになっており、P1の北半球と南半球はそ

れぞれ Cに同型であることを表している。

以上の 2例が特に簡単であったのは、fiberが S1であり、S1には 1つの cycleしかないという

点である。また baseの多様体も 1次元なので、diagramでは baseの余次元 1の部分、即ち 0次
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元の点で S1がつぶれていた。一般の toric diagramでは fiberの cycleの次元が高くなり、fiber

がつぶれるといったときに「どの cycleがつぶれるか」ということを指定する必要がある。更に

一般に baseの余次元 1の部分で 1つの cycleがつぶれるが、複数の cycleがある場合は、余次元

nの部分で n個の cycleがつぶれるというように一般化される。次の例としてC3を見るが、この

場合は baseはR3であり fiberは T 2 ×Rであることがわかる。後の章で 3次元 toric Calabi-Yau

多様体を考えるときに、全ての多様体は局所的にC3に同型であることからCalabi-Yau多様体を

C3に分解することが出来、C3上のトポロジカルストリングの相互作用として 3点 vertexが現れ

ることを見る。

3.1.3 C3の toric diagram

上述の通りC3を toric幾何として記述すると baseのR3に対して fiberは T 3ではなく T 2 ×R
となる。(z1, z2, z3) ∈ C3というC3の座標に対して、baseのR3の座標 (rα(z), rβ(z), rγ(z)) ∈ R3

を、

rα = |z1|2 − |z3|2 (3.3)

rβ = |z2|2 − |z3|2 (3.4)

rγ = Im(z1z2z3) (3.5)

で定義する。fiberに対する U(1)2 ' T 2の作用は、baseの座標を不変に保つような作用として、

U(1)2 3 (eiα, eiβ) : (z1, z2, z3) → (eiαz1, eiβz2, e−i(α+β)z3) (3.6)

とする。(3.6)の変換の他に (3.3,3.4,3.5)を不変に保つような作用 (z1, z2, z3) ∈ C3 への作用と

しては、例えば z3 を定数 (∈ R)倍すると同時に z1, z2 を (3.3,3.4,3.5)を変えないようにそれぞ

れ適当に定数倍する作用があり、これが Rに対応する fiberであることがわかる。このようにし

て C3を R3上の T 2 × R fiberとして実現することが出来たが、U(1)2及び Rの作用は rα,β,γ を

「Hamiltonian」として symplectic形式 ω = i
∑

j dzj ∧ dz̄j に対する Poisson括弧 { , }ω で生成

されると考えることが出来る。即ち、

∂εzi = −{ε · r, zi}w (3.7)

とすれば、ωの具体形より {zi, zj} = {z̄i, z̄j} = 0, {zi, z̄j} = iδij となり、(3.6)が確かめられる。

次に、このようにして得られた U(1)2作用が baseのどの点で縮退しうるかということを考える。

(3.6)で定義された T 2の cycleのうち eiαの作用に対応する cycleを (0, 1)-cycle(' (0,−1)-cycle)、

eiβ の作用に対応する cycleを (−1, 0)-cycle(' (1, 0)-cycle)と表記する。まず (0, 1)-cycleがつぶ

れる場合は eiαの作用が縮退しているので z1 = z3 = 0であり、このとき rα = rγ = 0, rβ ≥ 0で

あることがわかる。言い換えれば baseのR3の中の rα = rγ = 0, rβ ≥ 0という部分で T 2の内の
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(0, 1)-cycleがつぶれているということである。これはR3の中で rγ = 01の rα-rβ 平面 (' R2)の

上の toric diagramで表すことが出来 (図 3.3)、座標の原点から rα = 0, rβ ≥ 0の方向にのびた半

直線の上で (0, 1)-cycleがつぶれている。

(−1,−1)

rβ
(0, 1)

rα

(1, 0)

図 3.3: C3の toric diagram

この図は rα-rβ 平面に描かれていて、図中のラベル (p, q)に対応して T 2 の (p, q)cycleがつぶれる。

ここで rα-rβ 平面 (rγ = 0)で (0, 1)方向に向いた直線の上で (0, 1)cycleがつぶれるという一致

が得られたが、座標の取り方を選ぶことによりこのような一致が可能であることは一般に多様体

の正則性から保障される2。即ち toric diagramでの torusの縮退を表す直線は、baseの多様体上

で torusが縮退する位置を表すと同時に、どの cycleがつぶれるか3も表していることがわかり、

逆に toric diagramから toric多様体を復元する場合には (0, 1)方向の直線上では (0, 1)cycleがつ

ぶれるというように、直線の角度からつぶれる cycleを規定して構成する。また 2つの直線が交

わるところでは T 2の 2つの cycleが両方つぶれており、torusの自由度は完全に無くなっている。

(0, 1)-cycleの場合と同様に、(1, 0)-cycleの場合を考えると、(1, 0)-cycleがつぶれる点では e−iβ

の作用が縮退するので z2 = z3 = 0 であり、そのとき rβ = rγ = 0, rα ≥ 0となる。最後に

(1, 1)-cycle (' (−1,−1)-cycle)の場合を考えると、この cycleに対応した U(1)の作用が、

U(1)(1,1) 3 eiθ : (z1, z2, z3) → (eiθz1, e−iθz2, z3) (3.8)

となることから、(1, 1)-cycle がつぶれるのは z1 = z2 = 0 上であることがわかり、このとき

1他の cycleの場合も同様に調べると T 2 がつぶれる部分は全て rγ = 0上にあることがわかる。
2 一般の toric Calabi-Yau 多様体を考えるときに M-theory/S1 と IIB/T 2 の dual を用いて Calabi-Yau 多様体

を IIBの (p, q)5-braneとして表すことが出来る [38]が、このとき BPS条件より (p, q)5-braneの chargeに対応する
(p, q)と空間内での (p, q)5-braneの方向に対応する (p, q)が一致する [39]。

3ただし (p, q)-cycleと (−p,−q)-cycleは同一視する。

43



rα − rβ = rγ = 0, rα 6= 0である。このようにして全ての結果を合わせると、

つぶれる cycle C3における位置 baseの位置
(0, 1)cycle z1 = z3 = 0 ⇒ rα = 0, rβ ≥ 0

(−1, 0) ' (1, 0)cycle z2 = z3 = 0 ⇒ rβ = 0, rα ≥ 0
(1, 1) ' (−1,−1)cycle z1 = z2 = 0 ⇒ rα = rβ ≤ 0

(3.9)

となり、図 3.3が得られる。

ここで注意すべきことは、実際には T 2の cycleの基底の定義には SL(2,Z)の不定性があるこ

とであり、cycleに対して SL(2,Z)変換を施したものは一見、図 3.3とは異なった形に見えるが、

実際には同じC3を表しているということである。つまり適当な (i, j), (k, l), (−i− k,−j− l)とい

う 3つの cycle4に対応した直線が１点で交わる toric diagramがあったときに il− jk = 1ならば、

A =

(
l −j

−k i

)
∈ SL(2,Z) (3.10)

によって、

A :
(i, j) → (1, 0)
(k, l) → (0, 1)

(−i− k,−j − l) → (−1,−1)
(3.11)

となり図 3.3に一致する (図 3.4)。

(0, 1) (0, 1)(1, 1)

(1, 0)

(−1,−2)

(−1,−1)

SL(2,Z)

図 3.4: T 2の cycleの基底の変換に対する C3の toric diagramの変換

一般のCalabi-Yau多様体を考えるときには toric diagramはC3の場合に比べて複雑になるが、

「3点 vertex」の部分だけ見れば全て T 2の cycleの再定義によりC3と同型になることがわかる。

すなわち全ての多様体は局所的には C3とみなせるということを意味している。T 2の cycleの全

体としての再定義は多様体に全く影響を与えないが、複数の C3がつながったような多様体にお

いて相対的な cycleの違いは全体の多様体のトポロジーに大きく影響し、実際に相対的な基底の

とり方を変えた 2つの toric diagramは違う多様体を表わしている (図 3.5)。
43つ目の cycleが (−i− k,−j − l)となるのは (p, q)5-braneにおける charge保存に対応している。
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O(−1)⊕O(−1) → P1 O(−2)⊕O(0) → P1

図 3.5: O(−1)⊕O(−1) → P1とO(−2) +O(0) → P1

どちらも 2つの C3 をつないだ多様体だが、相対的な homologyが異なっている。

3.1.4 Calabi-Yau多様体の構成

toric幾何において Calabi-Yau多様体を構成するために ( [40]参照)、X = Cnを Lagrangian

部分多様体L上の Tn fibrationとして扱い、更にXの symplectic quotientをとることで toric多

様体を定義する。

まずX の座標を (z1, · · · , zn) ∈ CnとしKähler形式を ω = i
∑

j dzj ∧ dz̄j とすると、ωは

ω =
∑

i

d|zi|2 ∧ dθi (3.12)

とも表される (θiは zi平面の角度を表わす変数)ので、Lagrangian部分多様体 L ' Rn ∈ Cnを

θi = const.と選ぶことが出来る。すなわち θi = const.という平面上では dθi = 0より (3.12)

で ω = 0となり、Lagrangian部分多様体の条件を満たしている。このとき Lの座標は |zi|2で与
えられ θiには依らないので、θiまで含めた全空間 Cnにおいて θiは Tn fibrationに相当し、結

局 Cn は L上の Tn fibrationとして記述される。(ただし |zi|2 = 0のとき zi は θi に依存しない

ので、この Tn fiberは |zi|2 = 0となるところで縮退する。) このように構成されたX において

U(1)n ' TnはX に対して zi → eiθi
ziと作用し、この作用で (3.12)のKähler形式は保存してい

るが、単純にX をこの U(1)nの部分群で割っただけのものは一般には smoothにもKählerにも

ならない。しかし、実際に symplectic quotientという方法によりKähler多様体を構成すること

が出来ることを以下に示す。

symplectic quotientを行うためにまずG = U(1)n−k ∈ U(1)nとして、GのX への作用を、

G 3 (eiε1 , · · · , eiεn−k) : zi → ei
P

a Qa
i εazi (3.13)

とする。ここでQa
i (i = 1, · · · , n , a = 1, · · · , n−k)は ziに対する a番目のU(1)の作用の charge

である。このようなGの作用を用いると、XのGによる symplectic quotient Y = X//Gは、そ
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れぞれの a = 1, · · · , n− kに対して、

∑

i

Qa
i |zi|2 = ra (3.14)

という条件を満たすX の部分多様体5を、更に (3.13)による作用で割ることにより定義される。

この定義は 1章で扱った 2次元の (2,2)SUSYのゲージ理論でゲージ群をG = U(1)n−kとして、n

種類の場Φiの U(1)chargeをQa
i で与えることにより自然に実現されることが知られている。そ

の意味では (3.14)はD-term potential Daが最小になるDa = 0の条件を表わしていて、更にG

の作用で割ることはゲージ非同値な真空を選び出すことに対応している [14]。このようにして得

られた k次元多様体 Y の性質として、一般的な raの値においてGは (3.14)に自由に作用するの

で、Y = X//Gは smoothな多様体になる。また Y のKähler形式 ωY はX のKähler形式 ωを

(3.14)で定められる部分多様体上に制限しGの作用で割ったものとして定義され、Y はこの ωY

によりKähler多様体となる。

Y の別の定義はGの複素化GCを用いて Y をX/GCと見ることにより得られる [41]。つまり

D-term条件を課し更にゲージ群Gで割るという操作をGCで割るという操作として表わすこと

を意味しており、具体的には、

zi ∼
∏
a

(λa)Qa
i λa ∈ C∗ (3.15)

という作用でXを割り、更にXの適当な部分多様体を除いて得られる多様体とすることで Y を

定義出来る。

このように定義されたKähler多様体が更に (non-compactな)Calabi-Yau多様体になるために

はそれぞれの aに対してQa
i が、

n∑

i=1

Qa
i = 0 (3.16)

という条件6を満たせばよい。その場合は holomorphic n形式 Ω = dz1 ∧ · · · ∧ dznはGC不変で

あり、Y の holomorphic k形式 ΩY はこの Ω及び GCの生成子による縮約作用 ig1 , · · · , ign−k を

用いると、

ΩY = ig1 · · · ign−kΩ (3.17)

として得られるので、この ΩY により Y は Calabi-Yau多様体となる。

5ここで右辺の ra は Kähler moduliに対応するが、実際には Kähler moduliは複素化された ta ∈ Cというパラ
メータで表わされているので、そのような ta を用いて書けば (3.14)の右辺は Reta となる。

6(3.16)を満たすためには Qa
i のいくつかは負の値をとり、そのような chargeをもった場は Calabi-Yau多様体の

non-compactな方向に対応する。
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3.1.5 O(−3) → P2の toric diagram

具体的な Calabi-Yau 多様体の例として、O(−3) → P2 という P2 上の O(−3) bundle を考

える。O(−3) → P2 は (z0, z1, z2, z3) ∈ C4 に対して U(1) (' U(1)4−3)の charge Qi を Qi =

(−3, 1, 1, 1)として symplectic quotientを行うことにより得られる複素 3次元多様体である。但

し (z0, z1, z2, z3) ∈ C4の中の (z1, z2, z3)が P2の斉次座標を表わし、z0がO(−3)bundleの座標を

表わしている。即ちO(−3) → P2は U(1)の作用を、

U(1) 3 eiθ : (z0, z1, z2, z3) → (e−3iθz0, eiθz1, eiθz2, eiθz3) (3.18)

と定義し、更に、

|z1|2 + |z2|2 + |z3|2 − 3|z0|2 = r (3.19)

というD-term条件を満たすC4の部分多様体を、U(1)の作用 (3.18)で割ったものとして与えら

れる。ここでU(1)の作用の charge Qiは (3.16)で与えられたCalabi-Yau条件
∑

i Qi = 0を満た

すので、O(−3) → P2はCalabi-Yau多様体であることがわかり、また (3.19)の rはO(−3) → P2

のKähler moduli(の実部)に対応している。

ここでO(−3) → P2に対する torusの作用を具体的に見る為に、この多様体を zi 6= 0で定義さ

れる 3つの部分 Ui (i = 1, 2, 3)に分けて考える。(Uiは C3に同型であり、例えば U3の場合では

z3 6= 0より (3.19)の条件を満たすために |z3|の自由度を用いることとし、U3の座標を (z0, z1, z2)

と出来る。このとき残った z3の phaseの自由度は (3.18)の作用で割ることで消える為、結局 z3

の自由度は完全に失われ、U3は (z0, z1, z2) ∈ C3の自由度で記述されることがわかる。)C3の場

合と同じようにして baseの座標 (rα, rβ, rγ) ∈ R3を、

rα = |z1|2 − |z0|2 (3.20)

rβ = |z2|2 − |z0|2 (3.21)

rγ = Im(z0z1z2z3) (3.22)

とし、αで生成される cycleを (0, 1)cycle、βで生成される cycleを (−1, 0)cycleとすると、U3に

おいてはC3の場合と全く同様 (z3 → z0と読み替える)にして (3.9)と図 3.3が得られる。しかし

U2, U1においては多少状況が異なり、例えば U2では座標として用いるのは (z0, z1, z3)である為

にそのままの形では (3.21)を用いることが出来ない。U2 においては rα は (3.20)で与えられる

が、rβ は、

rβ = t + 2|z0|2 − |z1|2 − |z3|2 (3.23)

と変更を受け、この rβ を用いたHamiltonianの作用は、

U(1)2 3 (eiα, eiβ) : (z0, z1, z3) → (e−i(α−2β)z0, ei(α−β)z1, e−iβz3) (3.24)

47



となる。この作用から U2において U(1)の作用が縮退する点を求めると、

つぶれる cycle U2における位置 baseの位置
(0, 1) ' (0,−1)cycle z0 = z1 = 0 ⇒ rα = 0, rβ ≤ t

(−1, 1) ' (1,−1)cycle z0 = z3 = 0 ⇒ rα = t− rβ ≥ 0
(−1, 2)cycle z1 = z3 = 0 ⇒ rα = 1

2(t− rβ) ≤ 0

(3.25)

となる。U1の場合も U2の場合とほぼ同様だが、この場合は z1を用いることが出来ないので rα

が変更を受け、

rα = t + 2|z0|2 − |z2|2 − |z3|2 (3.26)

となる。rβ は (3.21)の式をそのまま用いることが出来、Hamiltonianの作用は、

U(1)2 3 (eiα, eiβ) : (z0, z1, z3) → (ei(2α−β)z0, e−i(α−β)z1, e−iαz3) (3.27)

となる。この U(1)の作用が縮退する点を U1上で求めると、

つぶれる cycle U1における位置 baseの位置
(−1, 0)cycle z0 = z2 = 0 ⇒ rβ = 0, rα ≤ t

(−1, 1)cycle z0 = z3 = 0 ⇒ rβ = t− rα ≥ 0
(−2, 1) ' (−1, 2)cycle z2 = z3 = 0 ⇒ rβ = 1

2(t− rα) ≤ 0

(3.28)

これらの結果を全て合わせて toric diagramを描くと図 3.6のようになる。

U2

U3
U1

(−1, 2)

(1,−1)(0,−1)

(0, 1)

(−1,−1)

(1, 0) (−1, 0)

(2,−1)

(−1, 1)

図 3.6: O(−3) → P2の toric diagram
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3.1.6 toric diagramの別の描き方

上記のような toric diagramの構成は、より複雑な多様体に対してはあまり効果的でなく、Cn

から symplectic quotientとして toric多様体を構成する場合の U(1)n−k の chargeの情報から比

較的簡単に toric diagramを描く方法がある [42]。

具体的には、まず U(1)n−k の charge Qa
i (i = 1, · · · , n , a = 1, · · · , n − k)に対して −→v i ∈ Z3

を、

∑

i

Qa
i ~vi = 0 (3.29)

を満たすように選ぶ。例えばO(−3) → P2の場合、n = 4, a = 1でQi = (−3, 1, 1, 1)で与えられ

ているので (3.29)を満たすためには、

1× (−3) + 1× 1 + 1× 1 + 1× 1 = 0
0× (−3) + (−1)× 0 + 1× 1 + 1× 1 = 0
0× (−3) + 0× 1 + (−1)× 1 + 1× 1 = 0

⇒ ~v0 =




1
0
0


 ~v1 =




1
−1
0


 ~v2 =




1
0
−1


 ~v3 =




1
1
1




(3.30)

となり、~viが決定される。ここで ~viの 1行目が全て 1となっているのは、Calabi-Yau条件 (3.16)

より (3.29)の条件を自明に満たすものとして全ての iに対して 1とするという解があるからであ

る。よってこれらの ~viは全て同じ平面上にあることがわかる。ここで更に ~wi ∈ Z2を ~viから 1

行目を除いたものとして定義する。O(−3) → P2の場合、

~w0 =

(
0
0

)
~w1 =

(
−1
0

)
~w2 =

(
0
−1

)
~w3 =

(
1
1

)
(3.31)

となる。この情報から toric diagramを描くためにはまず 2次元平面上に (3.31)で表わされる点

を描き、それらを適当に 3角形の和に表わす (図 3.7)。このようにして得られた diagram Γ̂に対

する dual diagramが、torusの縮退する点を表わす (ここまでに描いてきた)toric diagramにな

る (図 3.7)。ここで dual diagramというのはもとの diagramに対して線分が垂直に交わるように

描かれた diagramで、dual diagramの面はもとの diagramの頂点に対応し、dual diagramの頂

点はもとの diagramの面に対応している7。

7このことは元の diagramと dual diagramで torusの縮退する部分と torusの広がっている部分が移り替わって
いることを示していて、これを torus方向の T-dualとして解釈すると dual diagramは mirror多様体に対応してい
る diagramだと考えられる [38]。
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Γ̂ Γ

図 3.7: O(−3) → P2の dual diagramによる構成

3.2 conifold

次に conifoldという Calabi-Yau多様体について詳しく調べていく [43]。

conifoldとは (y1, y2, y3, y4) ∈ C4という座標を用いて、

4∑

k=1

y2
k = 0 (3.32)

という式で定義される複素 3次元の多様体であり、この多様体は S2×S3という baseをもつ cone

の形をしていて、coneの先端の y1 = y2 = y3 = y4 = 0という点は特異性を持っている。この特

異点の近傍を図 3.8に示す。

S2
S3

図 3.8: conifold

y1 = y2 = y3 = y4 = 0で表わされる conifoldの先端は特異点となっている。

この特異性を解消する方法として 2つの異なる方法があり、1つは deformationによるもので、

もう 1つは (small) resolutionによるものである。
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3.2.1 deformed conifold

まず deformationについて説明すると、特異性を持つ (3.32)の式の右辺を 0 → a2と「deform」

することで、

4∑

k=1

y2
k = a2 (3.33)

と変形し特異性を解消することが出来る。ここで yk の phaseを適当に定義出来るので必要なら

ば一般性を失うことなく a ∈ Rなどとすることも出来る。このようにして特異性を解消された
conifoldを「deformed conifold」と呼び、その定義は (3.33)で与えられる。deformed conifoldは

図 3.8の頂点における特異性を S3を膨らませることにより解消したもの (図 3.9)で、T ∗S3とし

て表すことも出来る。

S3

S3

S2

x ∈ S3

T ∗xS3

図 3.9: conifoldの deformation
conifoldの先端を S3 に deformすることにより特異点が解消されている。右の図で S3 の 1点 xの下の 3

角形は R× S2 ' R3 ' T ∗x S3 であり、deformed conifold全体は T ∗S3 と同型である。

このことは図 3.9より、deformされたS3の 1点 x ∈ S3から下方向に伸びた 3角形がS2を base

に持ち、図の上下方向の Rと合わせて全体で S2 × R ' R3 ' T ∗xS3 (x ∈ S3)と同型になってい

ることからわかる。すなわち S3の各点 xに対して T ∗xS3が fiberしているとみなせるので、全体

として T ∗S3となっていることがわかる。また deformed conifoldが T ∗S3は具体的に (3.33)から

も示すことが出来、その為には yk = xk + ipkと変数変換すれば (3.33)は、

4∑

k=1

[
(xk)2 − (yk)2

]
= a2 (3.34)

4∑

k=1

xkyk = 0 (3.35)

となる。ここで (3.51)より、baseの多様体 (pk = 0)は
∑4

k=1(x
k)2 = a2で与えられ、これは半

径 aの S3を表している。実際 a → 0とすればこの S3の半径が 0となり 1点につぶれるため再
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び conifoldの特異点が現れる。また (3.35)は pkが x ∈ S3の余接空間の座標であることを意味し

ている。

3.2.2 resolved conifold

次に conifoldの特異点の resolutionについて説明する。resolutionとは conifoldの特異点を有

限の大きさの S2に置き換えて blow-upすることで、そのために座標 (u, ũ)と (v, ṽ)を、

u = y1 + iy2 , ũ = y3 − iy4

v = y3 + iy4 , ṽ = y1 − iy4 (3.36)

と定義する。この (u, ũ)と (v, ṽ)を用いて conifoldの式 (3.32)を表すと、

uṽ + vũ = 0 (3.37)

と書けるが、これはある z ∈ P1が存在し、

u = zũ , v = −zṽ (3.38)

と書けることを示しており、ũ = 0は z = ∞に対応しているので zは P1 ' S2に値をとることが

わかる。conifoldにおいては zに自由度はなくこの S2は面積が 0であることを意味しているが、

この S2を有限の面積の S2と置き換えることで conifoldの特異性は解消される (図 3.10)。

S2

S3

S2

図 3.10: conifoldの resolution

conifoldの先端を S2 に置き換えることで特異性が解消している。

このような操作により得られた多様体を resolved conifoldと呼ぶ。ここで (3.38)は zで記述さ

れる P1上の O(−1) ⊕ O(−1)bundleを表していて、resolved conifoldは O(−1) ⊕ O(−1) → P1

と同型であることがわかる。
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3.3 toric diagramと conifold transition

前節で得られた 2種類の conifoldの特異点解消は特異な conifoldを通じて transitionすると考

えられる (図 3.11)。

S2
S3

S2 S3

S3

S2S2
S3

図 3.11: conifold transition

resolved conifoldと deformed conifoldは特異な conifoldを通じて移りあう。

ここでは更に resolved conifold及び deformed conifoldを toric diagramで表し、toric diagram

の意味でこの transitionがどのように表されるかを見ていく。

3.3.1 resolved conifoldの toric diagram

resolved conifold は O(−1) ⊕ O(−1) → P1 と表すことが出来、これは 3.1節で示した sym-

plectic quotientによる toric diagramの記述において、(z0, z1, z2, z3) ∈ C4 のそれぞれの zi の

U(1)charge Qiを、(1, 1,−1,−1)とすることに対応する。(これは (3.16)を満たしている。)この

chargeを用いれば resolved conifoldを表す式は (3.14)より、

|z0|2 + |z1|2 − |z2|2 − |z3|2 = t (3.39)

で与えられる。ここで (z0, z1, z2, z3) ∈ C4の U(1)不変な組み合わせを u = z0z2, ũ = z0z3, v =

z1z2, ṽ = −z1z3 ととれば、この u, ũ, v, ṽ は uṽ + vũ = 0を満たしこれは (3.37)を表している

ことがわかる。ここで resolved conifoldの toric diagramを描くために (3.29)を満たす ~viを求め

ると、

~v0 =




1
0
0


~v1 =




1
1
1


~v2 =




1
1
0


~v3 =




1
0
1


 (3.40)

となり、これから ~wiは、

~w0 =

(
0
0

)
~w1 =

(
1
1

)
~w2 =

(
1
0

)
~w3 =

(
0
1

)
(3.41)
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(0, 1) (1, 1)

(1, 0)(0, 0)

図 3.12: resolved conifoldの dual diagram

となるのでこれを diagramとして描くと図 3.12のようになる。

ここで図 3.12の４点を 2つの 3角形に分割する方法は 2通りあり、それに対応して resolved

conifoldの toric diagramも 2種類存在する (図 3.13)。

図 3.13: resolved conifoldと flop transition
この 2種類の resolved conifoldが移りあうことは flopと呼ばれ、これは resolved conifoldの Kählerパラ

メータの t → −tという変換に対応している。

この 2種類の diagramが移り合うことは flopと呼ばれ、これは (3.39)において t → −tとす

ることに対応している。ここで tは resolved conifoldのKählerパラメータで、resolutionに用い

られる S2の面積に対応しているので−tという値は意味を為さないように思えるが、実際には t

というパラメータは複素化されたKählerパラメータの実部に対応しているのでKählerパラメー

タがパラメータ空間の虚数に対応する方向8に値を持っていればこの 2つの resolved conifoldは

smoothに移り合う [14, 44]。
8これは S2 を貫く B 場を意味している。
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tが S2の面積に対応していることは toric diagramからも読み取ることが出来、そのためには

まず tが resolved conifoldの toric diagramにおいて 2つのC3をつなぐ線分の長さの自由度に対

応していて、更にその線分とその上での S1fibrationをあわせると S2になっていることを見れば

よい (図 3.14)。

図 3.14: resolved conifoldのKähler moduliと S2の面積の対応

これは 3.1節での P1 の toric diagram の例と全く同じであり、実際に図 3.14の上では T 2 の

fibrationは縮退しているので線分上に S1の fibrationがあることとなり、また線分の端にあたる

3点 vertex上では更に残っていた S1 の fibrationもつぶれているので、結果として線分とその

上の fibrationをあわせて S2 ' P1となっている。この事実は後の章でも重要であり、このよう

に toric diagramにおける線分は全て S2 を表わしている。また、この resolved conifoldの例の

ように torusの縮退の構造 (即ち toric diagramの直線の角度)を保ったまま toric diagramを変

形する自由度 (図 3.15)は Kähler moduliに対応していて、これは resolved conifoldの場合では

resolutionに用いられる S2の面積を表わしている。

図 3.15: toric diagramにおけるKähler moduli
toric diagramの角度を保ったまま sizeを変更する自由度は多様体の Kähler moduliに対応している。こ

の 2例ではいずれも Kähler moduliは 1次元である。

55



以上のように dual diagramを用いて toric diagramを構成することが出来たが、次に deformed

conifoldとの関係を見るときのために、冗長だが torusの縮退からも直接 resolved conifoldの toric

diagramを導いておく。まず、baseの座標を、

rα = |z0|2 − |z3|2 (3.42)

rβ = |z1|2 − |z3|2 (3.43)

rγ = Im(z0z1z2z3) (3.44)

として、U0 (z0 6= 0)の座標では (3.39)を用いて rα = |z2|2 − |z1|2 + tと書き換えることで、

U(1)2 3 (eiα, eiβ) : (z1, z2, z3) → (e−i(α−β)z1, eiαz2, e−iβz3) (3.45)

となり、eiα, eiβ で作られる cycleをそれぞれ (0,−1)cycle , (1, 0)cycleとすると、

つぶれる cycle U0における位置 baseの位置
(0,−1)cycle z1 = z2 = 0 ⇒ rα = t, rβ ≤ 0
(1, 0)cycle z1 = z3 = 0 ⇒ rβ = 0, rα ≥ t

(1,−1) ' (−1, 1)cycle z2 = z3 = 0 ⇒ rβ = t− rα ≥ 0

(3.46)

同様に U1 (z1 6= 0)の座標では rβ = |z2|2 − |z0|2 + tと書き換えて、

U(1)2 3 (eiα, eiβ) : (z0, z2, z3) → (ei(α−β)z0, eiβz2, e−iαz3) (3.47)

つぶれる cycle U1における位置 baseの位置
(0,−1) ' (0, 1)cycle z0 = z3 = 0 ⇒ rα = 0, rβ ≥ t

(1, 0) ' (−1, 0)cycle z0 = z2 = 0 ⇒ rβ = t, rα ≤ 0
(1,−1)cycle z2 = z3 = 0 ⇒ rα = t− rβ ≥ 0

(3.48)

となり、図 3.13と同じ toric diagramが得られる。

(3.39)において t = 0としたものは (虚数方向の Kählerパラメータも 0とする)特異点をも

つ conifoldに対応していて、それは toric diagramで表すと resolved conifoldの S2 を表す線分

がつぶれて 4点 vertex型の diagramとなる。ここで図 3.11のように resolved conifoldは特異な

conifoldを経由して deformed conifoldへと transitionするのでその様子を toric diagramを用い

て記述する為、deformed conifoldを記述する toric diagramについて調べる。

3.3.2 deformed conifoldの toric diagram

まず deformed conifoldの式 (3.33)を (u, ũ, v, ṽ)を用いて表し、

uṽ + vũ = a2 (3.49)
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とする。ここで u = z0z2, ũ = z0z3, v = z1z2, ṽ = −z1z3と (3.45)より、

U(1)2 3 (eiα, eiβ) : (u, ũ, v, ṽ) → (eiαu, e−iβũ, eiβv, e−iαṽ) (3.50)

となる。ここで新しく wという変数を用いて (3.49)を、

w ≡ uṽ , vũ = a2 − w (3.51)

と書き換える。この wで表せば (3.44)は、

rγ = Imz0z1z2z3 = −Imuṽ = −Imw (3.52)

となることがわかる。(3.51)で表された deformed conifoldにおいて (0,−1)cycleが縮退するとこ

ろは u = ṽ = w = 0で与えられる。このとき (v, ũ)は vũ = a2を満たすことがわかりこの (v, ũ)

の自由度は、

(v, ũ) → (cv, c−1ũ) c ∈ C× (3.53)

となるので (0,−1)cycleが縮退している部分の fiberも含めた空間は cylinder(' C×)になってい

ることがわかる。これは baseの R3の中で rα = 0 , rγ = Imw = 0として与えられる直線とそ

の上での (1, 0)cycleの fiberをあわせた全体が cylinderになっていることを表している。同様に

(1, 0)cycleが縮退する部分は v = ũ = 0でありこのとき uṽ = w = a2 となっているので、結局

baseのR3において rβ = 0 , rγ = −Imwとなる点で cycleがつぶれている。これらをまとめると、

つぶれる cycle C4での座標 baseの位置
(0,−1)cycle u = ṽ ⇒ rα = rγ = 0
(1, 0)cycle v = ũ = 0 ⇒ rβ = 0, rγ = −Imw

(3.54)

この結果から deformed conifoldの toric diagramは図 3.16のようになる。

rβ

rα

rγ

rα = rγ = 0

rβ = 0, rγ = −Imw

図 3.16: deformed conifoldの toric diagram
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ただし図中の点線は rα = rβ = rγ = 0という点と rα = rβ = 0 , rγ = −Imwという点を結ん

だ線分を表していて、この点線部分はその上での T 2の fiberと合わせて T ∗S3の baseの S3を表

している。このことは、まず図 3.16の中の 2本の直線は rα − rβ 平面に射影すれば直交している

ので、その上でつぶれている 2つの cycleは互いに S変換で移り合う cycleであることがわかり、

更に 2.1節の議論で 2つの solid torusに S変換を施して表面を貼り合わせたものが S3であった

ことを思い出すと、図 3.16の 2本の直線をつなぐ線分とその上の fiberを合わせて S3となること

がわかる。実際に baseの多様体上で cycleが縮退している部分を表す直線の上から離る方向への

線分 Iが r ∈ [0, 1]というパラメータで表されているとし、r = 0が直線上の点に相当していると

する (図 3.17)。

I

r = 1

r = 0

図 3.17: toric diagramの中の solid torus

ここで I 上の fibrationまで含めた空間を考えると、つぶれていない側の cycleは常に S1とし

て表され、つぶれる側の cycleと線分のパラメータを合わせた空間は 3.1節のCの toric diagram

において r ∈ R+ → r ∈ [0, 1]と変更したもので diskを表している。よって I 上の fibration全体

は S1 × disk ' (solid torus)となっている。toric diagram中の 2本の直線を結んだ線分とその上

の fiberについては常にこのような議論が成り立ち 2つの solid torusの貼り合わせとみなすこと

が出来る。この 2本の直線が平行な場合は線分上の fiberの全空間は S2 × S1となり、平行でな

い場合は S3となる。

以上のような議論から図 3.16において 2本の直線を結ぶ点線は S3を表していて、そのような

S3は deformed conifoldの Lagrangian部分多様体に相当するが、図 3.16に示されている線分の

場合は更に baseの空間において 2本の直線を結ぶ最短の線分になることから、この点線で表され

た S3の体積は最小となる。すなわちこの点線の表す S3は Lagrangian部分多様体であるのに加

え、special Lagrangian部分多様体となる [45]ことがわかるので、この S3を T ∗S3の baseの S3

と同定出来る。また図 3.16でw → 0とすると、deformed conifoldの toric diagramは４点 vertex

の形になり、これは resolved conifoldの場合に見たように特異点を持つ conifoldを表している。

これは w → 0としたときに deformed conifoldの S3が体積 0となり特異点が現れるという描像

に対応しており、これらの結果から toric diagramで表された conifold transitionは図 3.18のよ

うになる。
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t → 0 w → 0

resolved conifold conifold(singular) deformed conifold

図 3.18: toric diagramで表された conifold transition
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第4章 Gopakumar-Vafa duality

前章で conifold transitionについて見てきたが、この conifold transitionに関して Gopakumar-

Vafa [7]によって主張されたことは、deformed conifold上の位相的開弦の理論と resolved conifold

上の位相的閉弦の理論が対応しているということである。この対応はGopakumar-Vafa duality

と呼ばれ、もう少し正確には、deformed conifold側で Lagrangian部分多様体である S3にN 枚

のA-braneが巻いているとき、S3上で開弦が境界を持つが、その理論は 1章の議論より S3上の

Chern-Simons理論になることがわかる。これに対して resolved conifold側ではA-braneは無く

なっている代わりに resolved conifoldの S2 の Kählerパラメータ tが、t = 2πiN/k + N で与

えられるというものである。この関係は AdS/CFT対応 [46, 47, 48]と類似しており、braneの

ある時空 (deformed conifold)と、braneは無いが braneの効果に応じて変形した時空 (resolved

conifold)との対応を表していると考えられる。

この Gopakumar-Vafaの主張 [7]は自由エネルギー F の両側での比較に基づいており、更に

world sheetでの phaseを考えることにより [49]で証明されたが、この章では自由エネルギーの

比較により Gopakumar-Vafaの主張を示す。deformed conifold側では 2章で与えた自由エネル

ギーを用いればよく、resolved conifold側での自由エネルギーの計算は、位相的弦理論を物理的

(type IIA)弦理論に対応づけ [3, 4]、更にM理論を用いることで計算される [5, 6]。まず resolved

conifold側での計算から見ることにする。

4.1 resolved conifold上の自由エネルギー

1章で見たようにCalabi-Yau多様体上Xの自由エネルギーは (1.51)のようにH2(X)について

の足し上げとして表される。ここでXとして resolved conifoldを選ぶと、このH2(X)は Zと同
型であり (即ち Kählerパラメータが 1次元の tで表される)、種数 gの世界面の自由エネルギー

は l ∈ Zについての足し上げとして書くことが出来る。具体的には、

Fg(t) =
∑

l∈Z
Ng,le−lt (4.1)

となり、Ng,lはGromov-Witten不変量である。(17ページの脚注でも述べたように実際にはn ∈ Z+

のみ寄与する。)resolved conifoldが図 3.15に対応するKählerパラメータを持つことは 3章で見

たが、実際に resolved conifoldがこの 1つのKählerパラメータのみを持つことは toric diagram

から読み取ることが出来る。まず [50] の localization の議論により toric diagram で表された

Calabi-Yau多様体上の位相的弦理論の振幅は、diagramの直線の上を通る弦のみの振幅で表すこ
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とが出来る。即ち、toric多様体上の弦は diagramの上にのみ存在していると考えられる。ここ

で resolved conifoldの toric diagramを見ると図 3.14のように中央に有限の大きさの S2がある以

外には non-compactな方向への直線があるのみである。このような non-compactな直線は例え

ば無限遠で cycleがつぶれているとすると、無限の面積をもつ S2を意味している。このような無

限の面積の S2に弦が巻きついているとすると (1.49)で与えられるA-modelの作用は無限大とな

り、結局このような写像は経路積分に寄与しないことがわかる。よって resolved conifoldに巻き

つく弦としては中央の S2に巻きつく弦のみが考えられ、この S2の複素Kählerパラメータ tの

みを用いて自由エネルギーを表せることがわかる。(toric多様体上の位相的弦理論の振幅は toric

diagramの上を通る弦の寄与のみから得られるという事実は一般の Calabi-Yau多様体の場合に

も同様に成り立ち、後の章でこのことを用いて toric Calabi-Yau多様体上の位相的弦理論の振幅

を計算する。)

ここまでの議論で resolved conifoldの Kählerパラメータは唯一つの tによって与えられるこ

とがわかったので、そのような多様体の種数 gの世界面の自由エネルギーは (4.1)と表さる。更

に全ての種数の Fg(t)の生成母関数 F (gs, t)も (1.52)と同様に、

F (gs, t) =
∞∑

g=0

Fg(t)g2g−2
s (4.2)

と定義することが出来る。ここでGopakumar-Vafaの結果 [5, 6]を用いればこの (4.2)式は、

F (gs, t) =
∞∑

g=0

∞∑

l=0

ng
l

∞∑

d=1

1
d

(
2 sin

dgs

2

)2g−2

e−ltd (4.3)

という形で表され、Gopakumar-Vafa不変量と呼ばれる展開係数 ng
l は整数に値をとる

1。

Kählerパラメータが複数あるような一般の多様体X の場合にもGopakumar-Vafa不変量は定

義され、(4.4)式の lに関する和の部分を 2-cycleに関する和に置き換えれば自由エネルギーの生

成母関数 (1.52)は、

F (gs, t) =
∞∑

g=0

∑

Q∈H2(X)

ng
Q

∞∑

d=1

1
d

(
2 sin

dgs

2

)2g−2

e−Q·td (4.4)

と表されるので、これを一般の多様体X 対するGopakumar-Vafa不変量の定義とみなすことが

出来、この Gopakumar-Vafa不変量 ng
Q は整数に値をとる。(4.4)からわかることは、Gromov-

Witten不変量Ng,Qは g2g−2
s という値の係数であったために種数 gの世界面からの寄与だけで完

全に表されていたのに対し、Gopakumar-Vafa不変量は
(
2 sin dgs

2

)2g−2
という値の係数として与

えられているため、ng
Qは全ての種数の世界面からの寄与に関する情報を持っているということ

である。高い種数からにおけるGromov-Witten不変量の値は原理的には計算出来るが、実際に

計算するのはかなり煩雑で、あまり有効ではなかった。一方でこのGopakumar-Vafa不変量は全

1これに対して Gromov-Witten不変量は一般に有理数で与えられる。
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体としては Gromov-Witten不変量と同じだけの情報を有している [51]が、Gromov-Wittenと

比べると高い種数の寄与まで効果的に表すことが出来るという利点を持っている。特に resolved

conifoldの場合はGopakumar-Vafa不変量は著しく簡単になることが後で示され、具体的には

ng
l =

{
1 for (l, g) = (1, 0)
0 otherwise

(resolved conifold) (4.5)

となる。これを (4.4)に代入すると resolved conifoldの自由エネルギーは、

F (gs, t) =
∑

d=1

1
d

(
2 sin

dgs

2

)−2

e−dt (4.6)

となり、必要ならばこれを gsについて展開することで resolved conifoldの全ての種数のGromov-

Witten不変量を求めることが出来る。

4.1.1 Gopakumar-Vafaの式の gsによる展開

上で述べたように、(4.4)でGopakumar-Vafa不変量を用いて (2 sin dgs

2 )2g−2という形で展開さ

れていた自由エネルギーの式を gsの冪に表せば g2g−2
s の係数の部分より種数 gのGromov-Witten

不変量を求めることが出来る。そのためには (2 sin dgs

2 )2g−2を具体的に展開すればよく、 [52, 53]

などの計算を用いれば、例えば、

gs/2
sin(gs/2)

=
igs

eigs − 1
eigs/2 =

igs

eigs/2 − 1
− igs

eigs − 1
= 2β(igs/2)− β(igs)

= 2− 1
2
igs −

∑

g≥1

1
22g−1

|B2g|
(2g)!

g2g
s −


1− 1

2
igs −

∑

g≥1

|B2g|
(2g)!

g2g
s




= 1 +
∑

g≥1

22g−1 − 1
22g−1

|B2g|
(2g)!

g2g
s (4.7)

などのように gsの冪の展開があらわれる。ただし β(x)は Bernoulli数Bg の生成母関数で、

β(x) =
x

ex − 1
=

∞∑

g=0

Bg
xg

g!
(4.8)

である2。(4.7)式は、
(

2 sin
dgs

2

)−2

=
1
d2
· 1
g2
s

+
B2

2
+O(g2

s) (4.10)

2 ここでの Bernoulli数の定義は [52]と同じであり、 [20, 49]などでも同様の定義が用いられているが、Bernoulli
数には別の定義もあり、

x

ex − 1
= 1− t

2
+

∞X
g=1

(−1)g−1 B′
g

(2n)!
x2g (4.9)

で定義される数 B′
g を Bernoulli数とすることもある。例えば [5, 7]などではこちらの定義が使われている。両者の

関係は B′
g = (−1)g+1B2g (g ≥ 1)、で与えられる。
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と書き直せるので、これを用いれば (4.4)式の具体的な展開において gの和の g = 0の部分は3、

∑

Q∈H2(X)

n0
Q

∞∑

d=1

1
d

(
2 sin

dgs

2

)−2

e−Q·td =
∑

Q∈H2(X)

n0
Q

∞∑

d=1

(
e−Q·td

d3
· 1
g2
s

+
B2

2
e−Q·td

d

)
+O(g2

s)

(4.11)

となり、また g = 1の部分は、

∑

Q∈H2(X)

n1
Q

∞∑

d=1

e−Q·td

d
+O(g2

s) (4.12)

となる。よってGromov-Witten不変量の g = 0, 1部分への寄与は (4.11,4.12)より (4.4)の g−2
s , g0

s

の係数を読み取ればわかり、

(4.4)の g−2
s の係数 =

∑

Q∈H2(X)

n0
QLi3(e−Q·t) (4.13)

(4.4)の g0
sの係数 =

∑

Q∈H2(X)

(
1
12

n0
Q + n1

Q

)
Li1(e−Q·t) (4.14)

となる。ここでB2 = 1
6 を用い、また index jの polylogarithm関数 Lij を、

Lij(x) =
∞∑

n=1

xn

nj
(4.15)

と定義した。特に Li1(x) = − log(1− x)であり、j ≤ 0のときは、

Lij(x) =
(

x
d
dx

)|j| 1
1− x

= |j!| x|j|

(1− x)|j|+1
+ · · · (4.16)

である。これらの結果と、更に種数 g ≥ 2の場合も含めて、既に知られている Gromov-Witten

不変量の形 [19, 54]を (constant mapの寄与を除いて)再現することが確かめられている。具体

的な形は例えば [20]を参照して、まず種数 0のとき、

F0 =
1
3!

∫

X
ω3 +

∫

X
c2(X) ∧ ω + χ(X)

ζ(3)
2

+
∑

Q∈H2(X)

n0
QLi3(e−Q·t) (4.17)

となる。ここで χ(X)はX の Euler数を表し、c2(X)はX の second Chern classである。この

式の第 3項はQ 6= 0からの寄与で、(4.13)の結果と一致している。次に種数 1のときは、

F1 =
1
24

∫

X
c2(X) ∧ ω +

∑

Q∈H2(X)

(
1
12

n0
Q + n1

Q

)
Li1(e−Q·t) (4.18)

3この部分は gs の冪としては g−2
s 以外の冪も含んでいるので、Gromov-Witten不変量の場合の g = 0とは違う意

味である。
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となり、第 2項が (4.14)と一致している。更に種数 g ≥ 2のときの自由エネルギーは、

Fg =
(−1)gχ(X)|B2gB2g−2|
4g(2g − 2)(2g − 2)!

+
∑

Q∈H2(X)

(
|B2g|n0

Q

2g(2g − 2)!
+

2(−1)gn2
d

(2g − 2)!
± · · · − g − 2

12
ng−1

Q + ng
Q

)
Li3−2g(e−Q·t)

(4.19)

となり、後で deformed conifold 側の計算と比べるためにこの式に resolved conifold における

Gopakumar-Vafa不変量の値 (4.5)と χ(X) = 2を (4.19)に代入すると、

Fg =
(−1)g|B2gB2g−2|

2g(2g − 2)(2g − 2)!
+

|B2g|
2g(2g − 2)!

Li3−2g(e−t) (resolved conifold) (4.20)

として resolved conifold上の g ≥ 2の自由エネルギーが得られる。

4.2 deformed conifold上の自由エネルギー

Gopakumar-Vafa dualityを確かめるために次に deformed conifold上の自由エネルギーを計算

する。1章で述べたとおり、deformed conifold(T ∗S3)の S3の部分にA-braneがN 枚巻きついた

場合の開弦の理論は S3上の U(N) Chern-Simons理論で与えられる。S3上の Chern-Simons理

論の自由エネルギーは 2章で計算したが、その自由エネルギーの’t Hooft展開としての構造を見

るためにまず’t Hooft展開の確認を行い、Chern-Simons理論の場合に自由エネルギーがどのよ

うに展開されるか見ることとする。

4.2.1 ’t Hooft展開

1章でも見たように S3上の位相的開弦は図 1.5のように fat graphで表される摂動的補正を受

けるが、これは 2章で述べた Chern-Simons理論の U(N)の場合の摂動的寄与とみなすことが出

来、実際にこのような fat graphの存在から S3上の理論をChern-Simons理論と同定することが

出来た。一般に SU(N)や U(N)のゲージ理論があった場合には double lineの記述により常に

1/N 展開 [23, 24]を行うことが出来、Chern-Simons理論の場合では作用が (2.1)のように与えら

れ、(2.4)のような量子補正を受けることを考慮すると展開のパラメータ xは、

x =
2πi

k + N
(4.21)

となる。(S = g−2
YM

∫ L(A)などと書かれたときの U(N)ゲージ理論の展開パラメータとの対応は

x ∼ g2
YM)fat graphの頂点の数を V、線分の数を E、穴 (loop)の数を hとすると (図 4.1)、頂点

に対しては x−1の寄与、線分に対しては x1の寄与、穴の数に対しては U(N)ゲージ理論ならば

N の寄与があるので、ある fat graphに対して xとN の冪を数えると、

xE−V Nh = x2g−2+hNh = x2g−2th (4.22)
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となることがわかる。ここで、

t ≡ xN =
2πiN

k + N
(4.23)

として Eulerの関係式 2g − 2 = E − V − hを用いた。tは’t Hooftパラメータであるが、これは

後に resolved conifoldのKählerパラメータと同定される。

E = 3, V = 2, h = 3 E = 6, V = 4, h = 2
⇒ g = 0 ⇒ g = 1

図 4.1: fat graphの例

Chern-Simons理論の全ての摂動計算においてそれぞれの fat graphから (4.22)に応じた寄与

が現れるので、Chern-Simons理論の物理量は xと tで展開される。ここで’t Hooftパラメータ t

の値を固定したまま x = 0のまわりで xの展開を行うことを考えると、この xは 1/N に比例し

ているので、large N としたときの 1/N 展開はこの xでの展開と同じ展開を表していることがわ

かる。上のような議論から Chern-Simons理論の自由エネルギーを摂動的に表す場合も xと tの

冪展開で表されることがわかり、自由エネルギー F を摂動的な部分 F pと非摂動的な部分 F npと

にわけると摂動的な部分は、

F p(x, t) =
∞∑

g=0

∞∑

h=1

F p
g,hx2g−2th (4.24)

と展開される。ここで Chern-Simons理論の自由エネルギー (4.24)の各項は種数 g、穴の数 hの

Riemann面からの寄与を表すが、それぞれの Riemann面は deformed conifold上の開弦を表す

と解釈出来るので、このような開弦の足し合わせは resolved conifold上の閉弦の寄与と直接には

比較出来ない。そこで F p
g (t)という関数を、

F p
g (t) =

∞∑

h=1

F p
g,hth (4.25)

と新たに定義すると、(4.24)は

F p(x, t) =
∞∑

g=0

F p
g (t)x2g−2 (4.26)
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となり、これは閉弦の寄与の足し合わせとみなすことが出来、この式を resolved conifoldの場合

の閉弦の足し合わせと比較することが出来る。即ち (4.25)で定義された F p
g (t)は閉弦の場合の種

数 gの自由エネルギーに対応している。

4.2.2 非摂動効果

上で述べたように自由エネルギーには摂動的に x, tの冪展開で表される部分以外に非摂動効果

として現れる部分がある。そのような項の寄与については [9, 55, 56, 57]などで調べられていて、

ここでは [49]に従って具体的な非摂動項の寄与を求める。

まずU(N)Chern-Simons理論の古典解の周りで摂動を考える必要があるが、(1.61)式のところ

で述べたように運動方程式は F = 0となるのでU(N)ゲージ理論の flatな接続の全体を積分する

ことになる。しかしこのような接続には constantな U(N)変換で表される globalゲージ変換の

自由度が残っているので、経路積分には volCS(U(N))−1という項が現れると考えられる。ここで

volCSとはChern-Simonsの作用の 2次の運動項の部分で定義された normalizationを使うという

意味で、Chern-Simons作用には k/4πという係数があること及び k → k + N という量子補正を

考慮すれば分配関数の非摂動効果 Znp = exp(F np)は、

exp(F np) =
(2πi)

1
2

dim(U(N))

(
k+N
2π

) 1
2

dim(U(N))
vol(U(N))

(4.27)

となる。ここで分子の項は
∫

dxe−
1
2i

x2
=
√

2πiの寄与である。よって自由エネルギーの非摂動部

分は、

F np = − log(vol(U(N)))− 1
2

dim(U(N)) log
(

k + N

(2π)2i

)
(4.28)

となる。U(N)の体積はU(1)の体積とSU(N)の体積を用いて表され、またSU(N)の体積は [58]

で与えられていて、

vol(U(N)) =
2π√
N

vol(SU(N)) (4.29)

=
2π√
N

vol(g/gZ) · vol(S3 × S5 × · · · × S2N−1)

=
(2π)

1
2
(N2+N)

(N − 1)!(N − 2)! · · · 2!1!
=

(2π)
1
2
(N2+N)

∏N−1
j=1 j(N−j)

(4.30)

となる。但し gはU(N)のLie代数で、gZはChevalley latticeである。またS2i−1 (i = 2, 3, · · · , N)

は (2i−1)次元の単位球面で、このような奇数次元の球面が現れるのは SU(N)が S3×S5×· · ·×
S2N−1に homotopy同値なことによるものと理解出来る。(4.30)はBarnes関数を用いて表され、

Barnes関数G2(z)を、

G2(z + 1) = Γ(z)G2(z) , G2(1) = 1 (4.31)
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と定義すれば (4.30)は、

vol(U(N)) =
(2π)

1
2
(N2+N)

G2(N + 1)
(4.32)

と表される。以上の結果と dim(U(N)) = N2より自由エネルギーの非摂動項 (4.28)は分配関数

の位相部分を無視して、

F np =
1
2
N(N − 1) log(2π)− 1

2
N2 log(k + N) +

N−1∑

j=1

(N − j) log j (4.33)

となる。

4.2.3 S3上の自由エネルギー

S3上における U(N) Chern-Simons理論の分配関数は既に 2章で計算されており、(2.17)とい

う形で与えられた。ここから自由エネルギーを計算すると、

F = log Z = −N

2
log(k + N) +

N−1∑

j=1

(N − j) log
(

2 sin(
jπ

k + N
)
)

= −N

2
log(k + N) +

N−1∑

j=1

(N − j) log

[
2πj

k + N

∞∏

n=1

(1− j2

n2(k + N)2
)

]

= −N2

2
log(k + N) +

1
2
N(N − 1) log 2π +

N−1∑

j=1

(N − j) log j +
N−1∑

j=1

(N − j)
∞∑

n=1

log
[
1− j2

n2(k + N)2

]

(4.34)

であった。但し sin(πz)を、

sin(πz) = πz
∞∏

n=1

(1− z2

n2
) (4.35)

を用いて書き換えた。この (4.34)の第 3項までの部分は自由エネルギーの非摂動項 (4.33)と一致

していて、摂動項 F p = F − F npは、

F p =
N−1∑

j=1

(N − j)
∞∑

n=1

log
[
1− j2

n2(k + N)2

]
(4.36)

と与えられることがわかる。

67



4.2.4 摂動項の展開

摂動項 (4.36)の logの項を Taylor展開し、zeta関数 ζ(l) =
∑∞

n=1 n−lを用いて書くと ( [5]の

Appendix参照)

F p =
N−1∑

j=1

(N − j)
∞∑

n=1

∞∑

l=1

1
l

(
j

n(k + N)

)2l

=
∞∑

l=1

ζ(2l)
l

(
1

k + N

)2l N−1∑

j=1

(N − j)j2l

=
∞∑

l=1

ζ(2l)
l

(
1

k + N

)2l
{

N2l+2

(2l + 1)(2l + 2)
− 2l

l∑

m=1

(
2l − 1
2m− 3

)
B2m

2m(2m− 2)
N2l+2−2m

}

=
∞∑

l=1

ζ(2l)
l

(−1)l 1
(2π)2l

{
x−2t2l+2

(2l + 1)(2l + 2)
− 2l

l∑

m=1

(
2l − 1
2m− 3

)
B2m

2m(2m− 2)
x2m−2t2l+2−2m

}

(4.37)

ここで、(4.21)の xの定義と、t = xN を用いた。この展開式と自由エネルギーの展開 (4.24)を

比べると、hは偶数でのみ値を持つことがわかり、具体的な F p
g,hの形は、

F p
0,h =

(−1)
h
2
−1

(2π)h−2

2ζ(h− 2)
(h− 2)(h− 1)h

(h ≥ 4) (4.38)

F p
1,h =

(−1)
h
2

(2π)h

ζ(h)
6h

(h ≥ 2) (4.39)

F p
g,h =

(−1)g+h
2
−1

(2π)2g+h−2
· 2ζ(2g + h− 2)

(
2g + h− 3

2g − 3

)
B2g

2g(2g − 2)
(g ≥ 2, h ≥ 2) (4.40)

となる。これらの式から (4.25)を用いて F p
g (t)を計算することが出来、例えば g = 0の場合は、

F p
0 (t) =

∞∑

h = 4
h ∈ 2Z

F p
0,hth =

∞∑

h = 4
h ∈ 2Z

(−1)
h
2
−1

(2π)h−2

2ζ(h− 2)
(h− 2)(h− 1)h

th (4.41)

であるが、この式を tで 2回微分し、p = h−2
2 と変数変換し、ζ(2p) =

∑∞
n=1 n−2p及び (4.35)を

使うと、

∂2
t F p

0 (t) =
∞∑

p=1

(−1)p

(2π)2p
ζ(2p)

t2p

p
=

∞∑

n=1

∞∑

p=1

1
p

[ −t2

(2π)2n2

]p

= log
∞∏

n=1

(
1 +

t2

(2π)2n2

)

=
t

2
− log t + log(1− e−t) =

t

2
− log t−

∞∑

n=1

e−nt

n
(4.42)

となるので、これを 2回積分することにより F p
0 (t)が得られる。(4.42)の最後の式の第 3項を 2

回積分したものは−Li3(e−t)となり、これは (4.17)で conifoldとした場合の Li3の寄与と対応し
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ていることが確かめられる。(符号が逆になっているのは後で説明するように gsの展開と xの展

開の差による (−1)g の寄与である。)同様に g = 1の場合は F p
g (t)に Li1(e−t)という項が現れ、

これは conifoldの場合の (4.18)の Li1と対応する。実際に非摂動項の寄与と合わせれば、g = 0, 1

において resolved conifoldと deformed conifoldの自由エネルギーの一致が示されるが、ここで

は詳細には触れず具体的な対応の確認は g ≥ 2の場合に行う。g ≥ 2の場合の計算は g = 0, 1の

場合に比べてやや複雑だが、 [5] §4で計算が行われていて、

F p
g (t) =

∞∑

h=2

F p
g,hth =

∞∑

k=1

F p
g,2kt

2k

=
2(−1)g+1B2g

2g(2g − 2)

∞∑

k=1

(−1)k ζ(2g + 2k − 2)
(2π)2g+2k−2

(
2g + 2k − 3

2k

)
t2k

= − |B2gB2g−2|
2g(2g − 2)(2g − 2)!

+ (−1)g+1 B2g

2g(2g − 2)

∑

n∈Z

′ 1
(−it + 2πn)2g−2

(4.43)

4.2.5 非摂動項の展開

次に (4.33)で与えられた自由エネルギーの非摂動部分の展開を計算する [33, 49]。そのために

F npを Barnes関数で表して、

F np =
1
2
N(N − 1) log(2π)− 1

2
N2 log(k + N) + log G2(N + 1) (4.44)

ここで、Barnes関数G2(z)は (4.31)で定義されているので、log Γ(z)を、

log Γ(z) =
(

z − 1
2

)
log z − z +

1
2

log 2π + 2
∫ ∞

0

tan( t
z )

e2πt − 1
dt (4.45)

と表せば log G2(N + 1)は、

log G2(N + 1) =
N∑

i=1

log Γ(i) =
N2

2
log N − 1

12
log N − 3

4
N2 +

1
2
N log 2π + ζ ′(−1)

+
∞∑

g=2

B2g

2g(2g − 2)N2g−2
(4.46)

となり、(4.44)は、

F np =
1
2
N2

[
log

(
2πN

k + N

)
− 3

2

]
− 1

12
log N + ζ ′(−1) +

∞∑

g=2

B2g

2g(2g − 2)N2g−2

=
1
2
x−2t2

[
log(−it)− 3

2

]
+

1
12

(log x− log t) + ζ ′(−1) +
∞∑

g=2

B2g

2g(2g − 2)
x2g−2t2−2g (4.47)
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と展開される。ここで摂動項の (4.26)と同様に非摂動項についても、

F np(x, t) =
∞∑

g=0

F np
g (t)x2g−2 (4.48)

により F np
g (t)を定義するとすれば、(4.47)より g ≥ 2で、

F np
g (t) =

B2g

2g(2g − 2)
t2−2g (4.49)

となる。

4.2.6 resolved conifoldとの比較

(4.43),(4.49)を合わせると g ≥ 2の場合の S3上の自由エネルギーは (F npは F pの nの和にお

ける n = 0の部分に相当する)、

Fg = F p + F np = − |B2gB2g−2|
2g(2g − 2)(2g − 2)!

+ (−1)g+1 B2g

2g(2g − 2)

∑

n∈Z

1
(−it + 2πn)2g−2

(4.50)

であるが、ここで
∑

n∈Z

1
n + z

=
2πi

1− e−2πiz
(4.51)

という関係式と、その zによる微分で得られる関係式から (4.50)は、

Fg = − |B2gB2g−2|
2g(2g − 2)(2g − 2)!

+ (−1)g+1 |B2g|
2g(2g − 2)!

Li3−2g(e−t) (4.52)

となり、これが deformed conifold側の自由エネルギーを表している。この (4.52)式を (4.20)の

resolved conifoldの自由エネルギーと比較すると (−1)g+1の係数の違いを除いて一致しているこ

とがわかる。resolved conifoldにおいては自由エネルギーの展開に用いられた変数は gsであり、

deformed conifoldにおいては xであった。即ちここで、

igs (resolved conifold) ≡ x (deformed conifold) (4.53)

とすれば、(それぞれの Fg に対する寄与は (−1)g+1であるので)この 2つの理論は係数まで含め

て完全に等しい自由エネルギーを持っていることがわかる。とくに resolved conifoldの Kähler

パラメータ tと、deformed conifoldの (S3 上の Chern-Simons理論としての)’t Hooftパラメー

タ tは完全に同じ値として対応している。同様にして g = 0, 1の場合も両者の対応を示すこと

が出来 [7]、これらの結果から Gopakumar-Vafa dualityとして主張された resolved conifoldと

deformed conifoldの対応が確かめられた。後にGopakumar-Vafa dualityは [49]によりworldsheet

の上の phase(Coulomb branch及び Higgs branch)と穴の開いた Riemann面のそれぞれにおい

て、disk型の Coulomb branchの寄与 (disk以外の Coulomb branchは寄与しない)と Riemann

面の holeを対応させることでGopakumar-Vafaの関係が成り立っているということが確かめら

れ、更に物理的な弦理論に埋め込んだ形 [59]でもこの関係が証明された [60]が、ここでは詳し

く議論しない。Gopakumar-Vafa dualityは図 4.2のようにまとめられる。
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S2
S3

S2
S3

S3

S2

resolved conifold deformed conifold

O(−1)⊕O(−1) → P1 T ∗S3

Kählerパラメータ braneの枚数

t = 2πiN
k+N N

展開パラメータ 展開パラメータ

gs = 2π
k+N

x = igs = 2πi
k+N

図 4.2: Gopakumar-Vafa duality
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4.3 結び目と conifold transition

前節で見たように conifold transitionに伴うGopakumar-Vafa dualityは自由エネルギーの比較

により確かめられたが、この主張の更なる拡張として考えられるのはdeformed conifold側 (Chern-

Simons理論)でS3上のobservableとしてWilson loopが入った場合で、このとき resolved conifold

側でどのような設定が対応しているかが疑問となる。Wilson loopの中で 1番単純な unknotの

場合に resolved conifold側での対応を示したのが Ooguri-Vafaの論文 [61]であり、そこで示さ

れたのは、deformed conifold側での knotには Gopakumar-Vafaの場合のN 枚の brane以外に

non-compactな braneがあると考えればよいということで、それに対応して resolved conifold側

でも braneが現れ resolved conifold側に新たに現れる open stringの寄与が S3上の unknotの期

待値と一致するということである。この節でOoguri-Vafaの論文を詳しく解説する。

4.3.1 結び目と brane

この節ではN 枚の braneが巻いた deformed conifoldの S3上に、observableとして一番簡単な

結び目である unknotを入れる場合を考える。2章で見たようにこのような結び目はChern-Simons

理論におけるWilson loopを表すが、1.3節の (1.58)で表されるように T ∗S3には有限の面積を持

つ instantonは存在しない。即ち T ∗S3の中で instantonとして寄与するのは図 1.5で表されるよ

うな”instanton at infinity”のみであり、特に境界が S3の上で結び目を作るような instantonは存

在し得ない。Ooguri-Vafaは S3に巻いたN 枚の braneの他に probe braneとして S3と結び目上

で交わるような non compactなM 枚の braneを T ∗S3に導入し、S3上の braneと probe brane

の間にまたがる開弦の境界として結び目を実現した。このためには、結び目Kが S3の座標 qiで

q(s) ∈ S3 (0 ≤ s < 2π)で表されているとし、導入する probe braneは S3上でこの結び目と交

わるという条件を満たすものとしたいが、更にA-modelの braneの条件として 1.3節で述べたよ

うに Lagrangian部分多様体として表される 3-cycleに巻きつくものである必要がある。こういっ

た 2つの条件を満たす 3-cycle Cは具体的に構成出来て、

C =

{
(q(s), p)|

3∑

i=1

pi
dqi

ds
= 0, 0 ≤ s < 2π

}
(4.54)

と選ぶことが出来る。即ち結び目の各点 q(s)で dq/dsに直交する方向として T ∗q S3中の 2次元平

面を選びそれを結び目に沿って一周回ることで 3-cycleを定義している。このような定義を用い

れば S3上の braneと probe braneは S3 = {(q, p) ∈ T ∗(S3)|p = 0 (p ∈ T ∗q S3)}の中の結び目上
においてのみ交わることがわかる。C は図 4.3で表されるような R2 × S1に同型な部分多様体で

あるが、(4.54)の構成から C上で ω =
∑3

i=1 dpi ∧ dqiが 0になり、即ち Cは Lagrangian部分多

様体となっている。
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K
S3

C

図 4.3: probe brane

S3 と C の交わりが結び目 Kとなっている。

4.3.2 Ooguri-Vafa operator

probe braneの導入により S3 上の理論がどのような変更を受けるか調べる為、S3 に N 枚の

braneが巻いていて、CにM 枚の braneが巻いているような状況を考える。このとき deformed

conifoldにおける開弦は 3種類あり、両端が、S3についたもの、Cについたもの、それぞれ S3と

C についたものである。ここで最初の 2つの開弦はそれぞれ S3と C 上の Chern-Simons理論に

対応する開弦であるが、2種類の braneにまたがった開弦は braneの交わった部分 (=結び目K)

の上に存在し、その開弦を記述するK上の場は U(N)×U(M)の (N, M̄)表現の複素スカラー φ

で与えられる。φの作用は、

SK =
∮

K
Tr(N,M)φ̄(d + A− Ã)φ (4.55)

と与えられる。ここでA, ÃはそれぞれU(N), U(M)のChern-Simons理論のゲージ場であり、こ

こでは Ãを sourceとみなす。U(N), U(M)の内のU(1) factorについては framingの依存性に吸

収させることとして、

U ≡ P exp
[∮

K
A

]
∈ SU(N) U の固有値 : eiθn (n = 1, · · · , N) (4.56)

V ≡ P exp
[∮

K
Ã

]
∈ SU(M) V の固有値 : eiθ̃m (m = 1, · · · ,M) (4.57)
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としてWilson loopを定義する。U, V を対角化して考えると、この複素スカラー φを積分するこ

とにより得られる S3上の理論への補正項 ZKは定数倍を無視して書くと、

ZK =
∫
Dφ e−SK = det(d + A− Ã)−1

= exp

[
− log

N∏

n=1

M∏

m=1

∞∏

k=−∞
(2πik + iθn − iθ̃m)

]

= exp

[
−

N∑

n=1

M∑

m=1

∞∑

k=−∞
log(2πik + iθn − iθ̃m)

]

となるが、ここで更に、

∞∑

k=−∞
log(k + θ) = log [sin(πθ)] + const. (4.58)

を用いて式変形すると、

ZK = exp
[
−

N∑

n=1

M∑

m=1

log sin

(
θn − θ̃m

2

)]

= exp
[
−

N∑

n=1

M∑

m=1

log
[
e−

i
2
(θn−θ̃m) − e

i
2
(θn−θ̃m)

]]

= exp
[
−Tr(N,M) log(U− 1

2 ⊗ V
1
2 − U

1
2 ⊗ V − 1

2 )
]

= exp
[
−Tr(N,M) log(1− U ⊗ V −1)

]

= exp
[ ∞∑

n=1

1
n

TrUnTrV −n

]
(4.59)

という式が得られ、最後の式でTrはそれぞれSU(N), SU(M)の fundamentalとした4。また途中

の式変形で det U = det V = 1を使った。(4.59)は複素スカラー φによる S3上のChern-Simons

理論への補正とみなされ、S3上の作用は元の作用 SCSから、

SCS → SCS +
∞∑

n=1

1
n

TrUnTrV −n (4.60)

と変更を受ける。この補正項
∑∞

n=1
1
nTrUnTrV −nはOoguri-Vafa operatorと呼ばれ、結局 probe

braneを入れたことによる S3上の理論の変化は作用にOoguri-Vafa operatorを加えることで記

述される。

4以下では特に表現の指定のない Traceは fundamentalとする。

74



4.3.3 deformed conifold側の自由エネルギー

以上の議論は結び目の種類によらず成り立つが、結び目がある場合のS3上の自由エネルギーを

具体的に評価する為、unknotの場合に (4.59)を計算していく。2.3節で見たようにChern-Simons

理論における unknotの期待値は (2.35)のように quantum dimensionで与えられ、具体的には

(A.63)のように書ける。この場合は (4.59)の中のTraceが全て fundamentalなので、(A.63)は有

用ではなく、ここでは quantum dimensionを有限次元の SU(N)の指標として表すことにより計

算する [49]。即ちある U0 ∈ SU(N)で、S3中の表現Riの unknotに対してその期待値 〈TrRiU〉
が、

〈TrRiU〉 = TrRiU0 (4.61)

と与えられるようなものがあるということである。U0は fundamental表現の時には具体的に、

U0 = diag(e
πi(N−1)

k+N , e
πi(N−3)

k+N , · · · , e
πi(1−N)

k+N ) = diag(e
N−1

2
x, e

N−3
2

x, · · · , e
1−N

2
x) (4.62)

というN ×N の対角行列となる。ただし xは (4.21)で定義されている。Wilson loopの相関関

数は U を c数の U0に置き換えることで計算され、

〈TrUn1TrUn2 · · ·TrUnh〉 = TrUn1
0 TrUn2

0 · · ·TrUnh
0 (4.63)

などとなる。(4.62)を用いれば、

TrUn
0 = e

N−1
2

nx + e
N−3

2
nx+, · · · ,+e

1−N
2

nx =
e

Nnx
2 − e−

Nnx
2

e
nx
2 − e−

nx
2

= −i
e

n
2

t − e−
n
2

t

2 sin n
2 gs

(4.64)

である。ここで t = Nxであり、また後で resolved conifoldとの対応を見る為 (4.53)を用いて

deformed conifoldの展開係数 xを resolved conifoldの展開係数 gsに書き直した。(4.63)を用い

れば (4.64)を代入することによりOoguri-Vafa operatorの寄与 (4.59)の S3における期待値を計

算することが出来、

〈ZK〉 = 〈exp
[ ∞∑

n=1

1
n

TrUnTrV −n

]
〉 = exp

[
−i

∞∑

n=1

e
n
2

t − e−
n
2

t

2n sin n
2 gs

TrV −n

]
(4.65)

この式の logを取ることにより unknotがある場合の deformed conifold側の自由エネルギーが得

られる。次にすべきことはこの値と適当な設定の resolved conifold側の自由エネルギーとの比較

であるが、その為に (4.65)を適当な形に書き換えておく。トポロジカルな理論において Kähler

パラメータ tは複素数に値を持ち、相関関数は tについて解析的であるので (4.65)を解析接続す

ることが出来、解析接続により 〈ZK〉は、

〈ZK〉 = exp
[
i
∞∑

n=1

TrV n + TrV −n

2n sin n
2 gs

e−
n
2

t

]
(4.66)

と書ける。
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4.3.4 resolved conifold側

上で deformed conifoldのS3に unknotがある場合の自由エネルギーを計算した。このような場

合に resolved conifold側でどのような状況が対応するかは非自明であるが、重要な点は deformed

conifold側で結び目を導入したときに結び目上で S3と交わるような probe braneを導入したと

いう点である。Gopakumar-Vafaの場合には S3に巻きついた braneは resolved conifold側では

消滅してKählerパラメータに対応していたが、ここで導入した probe braneは non compactで

あり、conifold transitionの特異点とは直接関係が無いので resolved conifold側でも何らかの形

でこの probe braneが残っていると考えるのが自然である。実際に以下で示すように transition

の後に残っている braneの効果で resolved conifold側に開弦の寄与が現れ、その自由エネルギー

が (4.66)で計算された deformed conifold側の自由エネルギーと一致することが示される。問題

となるのは deformed conifold側の braneが resolved conifold側のどの Lagrangian部分多様体に

現れるかということである。deformed conifoldと resolved conifoldは異なる多様体であるから、

それぞれの Lagrangian部分多様体との間に直接的な対応は無いが、ここでは具体的に deformed

conifold上の braneの座標を定め、適当な仮定の下で resolved conifoldの Lagrangian部分多様体

を選ぶ。deformed conifold側の結び目に対応して resolved conifold側でどのような Lagrangian

部分多様体が対応するかについては、代数的結び目の場合に [62]で、更に一般の結び目につい

て [63]で調べられている。

4.3.5 braneの対応

一般に S3に結び目があった場合 deformed conifold側での probe braneは (4.54)のようにして

構成することが出来たが、ここでは resolved conifoldとの対応を見易くする為、具体的な座標を

用いて probe braneの巻きつく Lagrangian部分多様体を構成していく。まず T ∗S3を (3.33)の

形で表し、ykに対して反正則な involution iという作用を、

i : (y1, y2, y3, y4) → (ȳ1, ȳ2,−ȳ3,−ȳ4) (4.67)

として定義すると、yk = xk + ipkより symplectic形式 ωはこのように定められた反正則な iに対

して i : ω → −ωと作用する。よって iの作用の固定点では ω = 0となり、iの固定点として表さ

れる部分多様体は Lagrangian部分多様体になっていることがわかる。よって deformed conifold

側ではこの iの固定点 Cに probe braneが巻きついているとする。iの固定点は、

y1,2 = ȳ1,2 , y3,4 = −ȳ3,4 (4.68)

で与えられ、xk, ykで表すと、

p1,2 = 0 , x3,4 = 0 (4.69)

である。この条件を満たす deformed conifoldの座標は (3.51)より、

(x1)2 + (x2)2 = a2 + (p3)2 + (p4)2 (4.70)
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となり、これが probe braneの巻きつく Lagrangian部分多様体 C の定義式となる。この probe

braneと S3(= {pk = 0})の交わりは、

(x1)2 + (x2)2 = a2 , x3 = x4 = 0 (4.71)

で表される S3 の赤道部分である。よってこの probe brane で表される結び目は赤道に沿った

unknotであることがわかる。

次に resolved conifold側でこの probe braneに対応する Lagrangian部分多様体 C′を探す。こ
こでは resolved conifold側においても上で定めた iという作用の固定点の Lagrangian部分多様

体上に braneが巻いているとして braneの位置を定義する。(3.36)の式で定義された座標に対し

て (4.68)の作用は、

i : (u, v) → (ȳ1 + iȳ2,−ȳ3 − iȳ4) = (¯̃v,−¯̃u) (4.72)

となるので、固定点である Lagrangian部分多様体 C′は、

u = ¯̃v , v = −¯̃u (4.73)

で与えられる。このとき resolved conifoldを表す (3.37)より、

uū− vv̄ = 0 (4.74)

となるが、これは |u| = |v|を意味していて、このとき (3.38)で表される z ∈ P1は、

z =
u

ũ
= −u

v̄
(4.75)

より |z| = 1となる。これは resolved conifoldの resolutionに用いられた S2 ' P1の赤道の部分

を表していて、resolved conifold側で (4.74)として定義された braneは S2の赤道部分と交わっ

ていることがわかる (図 4.4)。

4.3.6 resolved conifold側での自由エネルギー

resolved conifold側の (4.74)で定義されたLagrangian部分多様体上に braneが巻きついていた

として、そのときの自由エネルギーを求めたい。4.1節で述べたように一般に toric多様体があった

ときにその上の位相的弦の振幅は toric diagramで表されるような torusの縮退した点に局所化さ

れる。特に resolved conifoldの場合はO(−1)⊕O(−1) → P1の P1 ' S2に弦が巻きつくが、ここ

で braneが無いときの場合と異なるのは、S2は赤道で braneと交わっている為、何も無い場合の

閉弦の寄与に加えて開弦の寄与が現れるという点である。即ち braneが無い場合は弦はS2の全体

に巻きつくという場合しかあり得なかったが、braneの存在によって弦が図 4.4の北半球もしくは

南半球にのみ巻きつくことが可能になるということである。開弦の場合でも理論の作用は変わら

ないので、閉弦の場合と同様に (1.49)で表されるような開弦の面積の指数に比例した項が振幅に
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S2

C′

|z| = 1

図 4.4: resolved conifold側での brane

resolved conifoldの S2 と brane C が S2 の赤道上で交わっている。

現れる。よって特に自由エネルギーを考えると閉弦の場合のGromov-Witten不変量 (1.51)の拡

張として、 ”open” Gromov-Witten不変量というものが定義される。open Gromov-Witten不変

量とはGromov-Witten不変量の引数の homology H2(X)を braneが巻きついている Lagrangian

部分多様体 Lに対する relative homology H2(X,L)に置き換え、更に Lagrangian部分多様体の

どの 1-cycleに世界面の境界のどの部分が何回巻いたか、という情報を表す wという引数によっ

て定義される量で、

Fw,g(t) =
∑

Q∈H2(X,L)

Nw,g,Qe−Q·t (4.76)

という式における Nw,g,Q として定義される。b1(L) = 1 の時には w の具体的な表記は w =

(w1, · · · , wh)となり、ここで hは世界面の穴の数を表し、wi は世界面上の i番目の穴が target

の Lagrangian部分多様体の 1-cycleに何回巻きつくかを表す。resolved conifoldに上で構成した

braneが入ったような場合の open Gromov-Witten不変量は [64, 65, 66]などで計算されていて、

この open Gromov-Witten不変量には更に整数で与えられる依存性が残っていることが知られて

いる。この整数の依存性はちょうど deformed conifold側での Chern-Simons理論の framingの

変化の整数依存性と対応しており、実際には開弦における整数への依存性が最初に発見されたの

は [67]のmirrorの B-model側での計算においてである。

Gromov-Witten不変量と同様にGopakumar-Vafa不変量についても開弦がある場合には ”open”

Gopakumar-Vafa不変量が、

∞∑

g=0

Fw,g(t) =
1∏h

i=1 wi

∞∑

g=0

∑

Q∈H2(X,L)

∑

d|w
(−1)h+gnw/d,g,Q dh−1

(
2 sin

dgs

2

)2g−2 h∏

i=1

(
2 sin

wigs

2

)
e−dQ·t

(4.77)
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という展開における nw/d,g,Qとして定義され、この nw/d,g,Qは整数に値をとる。ここで dは全て

のwiについて d|wiであるような dについて和をとられ、w/d = (w1/d, · · · , wh/d)である。この

open Gopakumar-Vafa不変量は [5, 6]の閉弦の場合のGopakumar-Vafa不変量と同様な計算に

よって得られるが、詳細は [61, 62]などを参照されたい。

resolved conifoldの場合は、図 4.4で表されるように、C′上のbraneを境界とするような relative

homologyとして S2の北半球に開弦が巻きつく寄与と、S2の南半球に開弦が巻きつく寄与があ

る。これらのうちで Gopakumar-Vafa不変量に寄与するものは北半球に disk(g = 0, h = 1の

Riemann面)が一回巻きつくものと、南半球に diskが一回巻きつくものだけであることが知られ

ていて、




n1,0, 北 = 1
n−1,0, 南 = 1
nw,g,Q = 0 (otherwise)

となる。これらの値より resolved conifoldの自由エネルギーが決まり、半球の Kählerパラメー

タが t/2で与えられることなどを考慮すると、

F (t, V ) = i
∞∑

n=1

TrV n + TrV −n

2n sin n
2 gs

e−
n
2

t (4.78)

となり [61]、確かに (4.66)の結果と一致する。

ここでOoguri-Vafaの結果から、deformed conifold側の unknotに対応して resolved conifold

側では新たな braneを含めた状態が対応していることがわかったが、後の議論で重要になるのは

deformed conifoldの braneと resolved conifoldの braneが対応したということである。そもそも

deformed conifold側では結び目に対して便宜的に probe braneを導入したが、その braneに対

応する resolved conifold側の braneは自由エネルギーの計算において非常に重要な役割を果たし

た。言い換えればOoguri-Vafaの結果は、Gopakumar-Vafaの結果の拡張として両側の conifold

に (non-compact)な braneを導入した場合の両者の対応を示したということである。この対応を

逆にたどることを考えてみる。まず resolved conifold側に non-compactな braneがあったとし

て、それを deformed conifold側で見るとOoguri-Vafaの場合の probe braneのように S3と交わ

る braneがあるはずで、その場合に deformed conifold側で見えるものは braneと S3の交わる部

分としての結び目、もしくは絡み目である。このような対応を一般の toric多様体に拡張すると、

braneのある場合の振幅を Chern-Simons理論の計算により与えｓることが可能である。そのよ

うな手法を用いて次章で一般の toric Calabi-Yau多様体上の stringの 3点 vertexを計算する。
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第5章 topological vertex

この章では前章までの結果を用いて [10]で得られた toric Calabi-Yau多様体上の stringの 3点

vertexの値を導く。3章で述べた通り、全ての toric diagramは局所的にはC3と同型であるので、

一般の toric diagramにおける stringの振幅を (N →∞枚の braneの導入により)局所的な相互

作用に書き直せば、全ての振幅はこの 3点 vertexを用いて計算出来る。

5.1 toric Calabi-Yau多様体上のA-model

4.1節でも述べたように toric 多様体上のトポロジカルストリングは全て diagramの直線の上の

みに存在していると考えられる。この事実を用いれば、toric diagramと交わる Lagrangian部分

多様体を用いてトポロジカルストリングの振幅をそれぞれの C3の patchに分けて計算すること

が出来る。これは物理的には、各線分で表された閉弦 (S2)の間に brane/anti-braneの対 [68]を

置くことにより、閉弦をその braneに境界を持つ開弦 (disk)と考えて計算することを意味してい

る。即ち toric diagramに対して、線分を全て切り離すという操作により toric diagramは全て局

所的な 3点 vertexに分かれるが、ストリングの立場から述べれば、toric diagram上の閉弦がC3

上で braneに境界を持つ開弦に分解される (図 5.1)。

このようにして toric多様体上のストリングの振幅はC3上の開弦の振幅へと分解されるが、C3

上の振幅を計算したあとで再び toric diagramを適当に「貼り合わせる」ことによりもとの toric

多様体の振幅を計算することが出来る。このことはもとの toric多様体の線分上を propagateす

る閉弦に対して、brane/anti-braneで表される中間状態の完全系の和を挿入することで振幅を書

き換えたとも考えられる。brane/anti-braneの詳細には後で触れることとし、先にこのような開

弦の「中間状態」がどのように分類されるかを見る。

5.1.1 巻きつき数と表現

閉弦の振幅はbrane/anti-braneの導入により、その上で境界を持つ開弦に書き換えられるが、開

弦の境界には巻きつき数で表される境界条件がある [34]。Riemann面の穴の数をhとすると、最も

単純には i番目の穴が targetの brane上のS1にni回巻きついたことを意味する~n = (n1, · · · , nh)

というベクトルを用いた表記が考えらる。ここでRiemann面が向き付け可能であることからni ≥ 0

と出来、また全ての巻きつき数の和は
∑h

i=1 niとなる。実際には Riemann面の何番目の穴かと

いう情報は全く等価である為、この ~nから新しく ~kという基底に移った方が以下で便利である。
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図 5.1: toric多様体の分解
toric diagramの各線分に brane/anti-brane対を導入することにより toric diagram上の閉弦は開弦に変わ

り、toric diagramは C3 を表す局所的な 3点 vertexに分解される。
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~kの j番目の成分は ni = jを満たす iの数によって与えられ、例えば ~n = (1, 0, 2, 0, 0, 1)ならば
~k = (2, 1, 0, 0, · · · )となる。~kの言葉で表すと、穴の数 h及び巻きつき数の和 `は、

h = |~k| =
∞∑

j=1

kj , ` =
∞∑

j=1

jkj (5.1)

である。この~kは置換群 Slの共役類C(~k)と対応づけられ、具体的にはC(~k)は長さ 1の cycleを

k1個、長さ 2の cycleを k2個含むというような置換を表す共役類となる。またこの対応はYoung

tableauを用いて表すことも出来て、そのとき `は巻きつき ~kを表す Young tableauの箱の数と

なる。共役類 C(~k)に含まれる置換群の位数は l!/z~k
であり、ここで z~k

を、

z~k
=

∏

j

kj !jkj (5.2)

と定義した。~kで表された開弦の境界がN(→∞)枚の brane上で作るWilson loopは、前章と同

様に添え字の無い Trを fundamental表現の traceをとして、

Υ~k
(U) =

∞∏

j=1

(TrU j)kj (5.3)

である。(5.2),(5.3)を用いれば、4.3節で現れたOoguri-Vafa operator(4.59)は、

exp
[ ∞∑

n=1

1
n

TrUnTrV −n

]
=

∞∑

m=1

1
m!

( ∞∑

n=1

1
n

TrUnTrV −n

)m

= 1 +
∑

~k

1
z~k

Υ~k
(U)Υ~k

(V −1) (5.4)

と書き直せる。ただし ~kの和は |~k| > 0に対してとるものとする。(~k = ~0は第 1項の 1として

現れているともみなせる。) 巻きつき数で表された (5.3)の作用素は Frobenius formulaを用いて

U(∞)の表現1で表される作用素に書き直すことが出来て、

Υ~k
(U) =

∑

R

χR(C(~k))TrRU (5.5)

となる。ここで χR(C(~k))はRのYoung tableauに対応した表現での C(~k)の指標であり、R及

び ~kをYoung tableauで表したときに (5.5)の関係式の両辺でYoung tableauの boxの総和は等

しく、即ち、

χR(C(~k)) ∝ δ
`(R),`(~k)

(5.6)

1巻きつき数を Young tableauで表せば無限個の行、列を持つ Young tableauが現れるので、それを U(N)の表
現の Young tableauと対応付ける為には N →∞とする必要がある。
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である。このことは後に振幅のKähler moduliへの依存性をみるときに、巻きつき数で表された

場合と表現で表された場合の対応を示している。(5.5)及び指標の直交性、
∑

~k

1
z~k

χR(C(~k))χR′(C(~k)) = δR,R′ (5.7)

∑

R

1
z~k

χR(C(~k))χR(C(~k′)) = δ~k,~k′ (5.8)

を用いればOoguri-Vafa operatorは、

exp
[ ∞∑

n=1

1
n

TrUnTrV −n

]
= 1 +

∑

~k

1
z~k

Υ~k
(U)Υ~k

(V −1) = 1 +
∑

R

TrRUTrRV −1 (5.9)

となり、ここで Rの和は自明な表現は除いた SU(∞)の全ての表現についての和である。また

(5.7)を用いれば (5.5)の逆は、

TrRU =
∑

~k

1
z~k

χR(C(~k))Υ~k
(U) (5.10)

となる。

braneの上での開弦の境界は巻きつき数で表せるが、上記のように巻きつき数の情報は表現の

基底を用いて書き換えることが出来る。後の議論でChern-Simons理論との対応を見る為には表

現を用いて開弦の境界を分類した方が便利であるので、以下の議論では表現の基底を用いる。

5.1.2 3点 vertex

図 5.1で示したように toric多様体上の弦の振幅は C3における振幅に分解された。このとき 3

種類の弦が C3に入射してきて 3点 vertexで相互作用するとみなせ、C3上の分配関数 Z は 3種

類の弦の (巻きつき数で表された)境界条件 ~k(1),~k(2),~k(3)を足し合わせることで、

Z =
∑

~k(1),~k(2),~k(3)

C~k(1),~k(2),~k(3)

3∏

i=1

1
z~k(i)

Υ~k(i)(Ui) (5.11)

となる。ここでC~k(1),~k(2),~k(3) は~k(1),~k(2),~k(3)という巻きつき数を持つ 3種類の弦の相互作用の係

数である。この巻きつき数で表された 3点 vertexを (5.5)を用いて表現で表された 3点 vertexに

書き換えることが出来て、

Z =
∑

R1,R2,R3

CR1,R2,R3

3∏

i=1

TrRiUi (5.12)

となる。ただし CR1,R2,R3 は表現を用いて表した 3点 vertexの係数であり、(5.11)との対応は、

CR1,R2,R3 =
∑

~k(1),~k(2),~k(3)

C~k(1),~k(2),~k(3)

3∏

i=1

χRi(C(~k(i)))
z~k(i)

(5.13)
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で与えられる。このように表現の基底で表された vertexから toric多様体上の弦の振幅を再現す

る為には、巻きつき数の場合と同様に、それぞれの弦の中間状態 (toric diagramの線分上)をそ

の弦が brane上に作るWilson loopの表現で分類し、最後に線分上の表現について足し合わせる

ことにより得られる。

この章では (5.12)で表されたCR1,R2,R3を具体的に求めることを主要な目標とする。このCR1,R2,R3

がわかれば、後は線分上の propagatorに対応する項と framingに対応する項を考慮することで

toric多様体上の振幅が全て得られることとなる。

5.1.3 braneと framing

toric多様体をC3に分解する上で brane/anti-braneの対を導入する必要があったが、そのよう

な brane/anti-braneの選び方には任意性が残っている。実際にそのような任意性がChern-Simons

理論における framing依存性に対応していることを見る [67]。

toric diagramの線分と交わるように置かれた brane/anti-braneは non-compactであり、無限

遠での境界条件を指定する必要がある。この為にはA-modelが complex moduliに対する依存性

を持たないことから、特に braneの場所を表す Lagrangian部分多様体の体積に寄らないので、

この non-compactな braneを有限の大きさに変えられることを用いる。即ち R2 × S1と同型な

braneを、toric diagramの baseのR3の有限の距離の上で braneの cycleを縮退させることによ

り S3や S2 × S1などの compactな多様体に置き換える (図 5.2)。

図 5.2: braneの境界条件
non-compactな brane(左)の無限遠での境界条件を与えることは、braneを compactにした場合 (右)で

braneの縮退する cycleを選ぶことに相当する。

このとき境界条件に対応するのは braneに新たに指定された縮退する cycleであり、図 5.2中で

矢印で表されている。この cycleを f = (p, q)として、braneが交わる toric diagram上の縮退し

た cycleを v = (r, s)とすると braneが S3となる条件として、

f ∧ v = ps− qr = 1 (5.14)

を課すこととする。このときある f が (5.14)を満たすとすれば、任意の n ∈ Zに対して f − nv

も (5.14)を満たすことがわかる。この整数の任意性は framingの任意性に対応しており、brane
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の境界条件はこの nで表される。ある framingf (0)を固定すれば、その framingに対する相対的

な framing f (n)は

f (n) ∧ f (0) = n (5.15)

という式で定義される。この依存性を考慮すると、(5.12)の vertexの場合は 3種類の braneの

framingに依存し、

Cf1,f2,f3

R1,R2,R3
(5.16)

という framed vertexに書き直される。framingへの具体的な依存性は、(2.30)及びN →∞より、

Cf1−n1v1,f2−n2v2,f3−n3v3

R1,R2,R3
= (−1)

P
i `(Ri)niq

1
2

P
i κRi

niCf1,f2,f3

R1,R2,R3
(5.17)

となる。標準的な framingを選ぶ為には C3 に対する SL(2,Z)の作用を用いればよい。C3 の 3

つの半直線の向きを vertexへの内向きの方向に viと選び、それぞれの半直線と交わる braneの

framingを fiとする。このとき
∑

i vi = 0であり、vi ∧ vj = ±1 (i 6= j)より、

v3 ∧ v2 = v2 ∧ v1 = v1 ∧ v3 = 1 (5.18)

と選ぶことが出来る。このとき自然な fiの framingとして、

(f (0)
1 , f

(0)
2 , f

(0)
3 ) = (v2, v3, v1) (5.19)

を基準とすることが出来、これは (5.14)を満たしている (図 5.3)。

v1

v2

v3

f1

f3

f2

図 5.3: topological vertexにおける基準となる framing

ここで定義した framingは 2.2節の canonical framingとは異なっていることに注意されたい。

例えば図 5.3において、v3と f3は直交していない為、この座標での自然な S 変換のみでは移り
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合わず、T 変換を用いる必要がある。よって、この T 変換の作用により braneにおいて v3上の

S1 fiberの self-linking numberは non-zeroとなる。一般の fi, viに対しては g ∈ SL(2,Z)として、

(fi , vi) → (g · fi , g · vi) (5.20)

という対称性があるので、相対的な framingを測る為には、

v
(0)
1 = (−1,−1) , v

(0)
2 = (0, 1) , v

(0)
3 = (1, 0) (5.21)

という座標を用いることが出来る。よって CR1,R2,R3 ≡ C
f
(0)
i ,v

(0)
i

R1,R2,R3
として基準の framingを定め

れば、相対的な framingは (5.17)より、

C
(fi,vi)
R1,R2,R3

= C
(f ′i ,v

(0)
i )

R1,R2,R3
= (−1)

P
i `(Ri)niq

1
2

P
i κRi

niCR1,R2,R3 (5.22)

となる。ここでSL(2,Z)の作用を (fi , vi) → (f ′i , v
(0)
i )とした。またこの式におけるniは (5.15)

より i + 3 ≡ iとして、

ni = f ′i ∧ fi(0) = f ′i ∧ v
(0)
i+1 = fi ∧ vi+1 (5.23)

で得られる。SL(2,Z)の Z3部分群、

v1 → v2 , v2 → v3 , v3 → v1 (5.24)

による CR1,R2,R3 の不変性は、CR1,R2,R3 の添え字の cyclicな置換に対する対称性を表していて、

CR1,R2,R3 は、

CR1,R2,R3 = CR2,R3,R1 = CR3,R1,R2 (5.25)

を満たす。

5.1.4 propagator

3点 vertex CR1,R2,R3 が与えられたとして、そこから toric多様体上の振幅を計算するには、

vertexの間をつなぐ propagatorを定義しなければならない。その為には toric diagramに向き付

けを与える必要があり、その向き付けに対する vertexの変化について調べる。

まず vertexを示す viのうちで、例えば v1 → −v1という変換について考える。この変換によ

りWilson loopは全て逆向きとなる為に符号が逆となり、結果として穴の数が hで与えられる

Riemann面は (−1)h = (−1)|~k|という寄与を受ける。またこのことは braneを anti-braneに置き

換えた場合の符号の寄与と考えることも出来る [68]。この変換は表現の基底を用いれば、

χRt(C(~k)) = (−1)|~k|+`(R)χR(C(~k)) (5.26)

86



より、

CR1,R2,R3

v1→−v1−−−−−→ (−1)`(R)CRt
1,R2,R3

(5.27)

と表すことも出来る。ただしRtは表現RのYoung tableauを転置することにより得られる表現

である。この式は v1を他の viに変えても同様に成り立ち、向き付けの変化に対する vertexの変

換は (5.27)で決定される。

次に propagatorについて考える。線分の端の一方の vertexから出射された閉弦が brane上で
~kで表される巻きつき数を持っていたとして、その閉弦と、brane上で ~k′となり他方の vertexへ

と入射する閉弦をつなぐ propagatorを考える (図 5.4)。

~k ~k′

δ~k~k′e
−`(~k)t∼

図 5.4: propagator

このとき、~k = ~k′という条件を満たす 2つの開弦のみが貼り合わされて閉弦となる。ここで貼

り合わされて作られた閉弦が S2に巻きつくことにより targetで面積を持ち、その面積が作用に

寄与し振幅となって現れるが、このS2への巻きつき数は~kから (5.1)により得られ、S2のKähler

パラメータを tとすると、

exp(−`(~k)t) (5.28)

という propagator が得られる。より詳しく書くと、toric diagram Γ を 2 つの ΓL,ΓR という

diagramに分解し、それぞれの分配関数を Z(Γ)及び Z(ΓL), Z(ΓR)とすれば、

Z(Γ) =
∑

~k

Z(ΓL)~k
(−1)|~k|e−`(~k)t

z~k

Z(ΓR)~k (5.29)

と書ける。ここで (−1)|~k|は S2の貼り合わせにおいて北半球と南半球で向き付けが逆となること

による寄与で、1/z~k
は~kの巻きつき数を持つ 2つの開弦を貼り合わせる等価な組み合わせの数が

z~k
であることによる。(5.29)を表現の基底で書き換えると、(5.26)及び指標の直交性 (5.7)より、

Z(Γ) =
∑

Q

Z(ΓL)Q(−1)`(Q)e−`(Q)tZ(ΓR)Qt (5.30)

となる。
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このように propagatorが具体的に与えられたので、あとは 3点 vertex CR1,R2,R3の値がわかれ

ば toric多様体上の振幅を全て計算出来る。次の節では conifold transitionを用いてChern-Simons

理論の結び目の期待値から CR1,R2,R3 の値を導く方法について議論する。

5.2 vertexの導出

この節では 4章で得られた手法を用いることで CR1,R2,R3 の具体形を示す。結果から先に述べ

ると、

CR1,R2,R3 = q
1
2
(κR2

+κR3
)

∑

Q1,Q3

N
R1Rt

3
Q1Q3

WRt
2Q1

WR2Q3

WR2•
(5.31)

となり、ここでN
R1Rt

3
Q1Q3

は、

N
R1Rt

3
Q1Q3

=
∑

Q

NR1
QQ1

N
Rt

3
QQ3

(5.32)

と与えられる。ただし NR3
R1R2

は R1 ⊗ R2 に含まれる R3 の数であり、また、WR1R2 は linking

number が+1 の Hopf link の期待値 (2.41) の N → ∞ における値である。このとき 2章の議

論より、分母のWR2• (•は自明な表現)は表現 R2 の unknotの期待値であり、R2 の quantum

dimensionになる。以下では実際に vertexの値が (5.31)(5.32)となることを、R1, R2, R3のうち

2つ及び 1つが自明な表現の場合から順に確かめていく。(5.32)の U(∞)の表現のテンソル積に

おいてYoung tableauの boxの数が保存することを用いれば、R1, R2, R3に自明な表現が含まれ

る場合に (5.31)は著しく簡単化されることがわかる。即ち、

NR3
R1R2

∝ δ
`(R3)
`(R1)+`(R2) (5.33)

より、特に自明な表現を含む場合は、

N•
R1R2

= δ•R1
δ•R2

, NR3
•R2

= δR3
R2

(5.34)

などとなる。よって自明な表現が 1つ含まれる場合は、(5.31)でR3 = •とすることにより、

CR1,R2,• = q
1
2
κR2

∑

Q1,Q3

∑

Q

NR1
QQ1

N•
QQ3

WRt
2Q1

WR2Q3

WR2•

= q
1
2
κR2

∑

Q1

NR1
•Q1

WRt
2Q1

WR2•
WR2•

= q
1
2
κR2WRt

2R1
(5.35)

となり、またこの式でR2 = •とすれば自明な表現が 2つの場合は、

CR1,•,• = W•R1 (5.36)

88



となる。このように自明な表現が含まれる場合の 3点 vertexは単純に Hopf link及び unknotの

期待値となることがわかる。このことは 4章で議論したような conifold transitionを用いて比較

的容易に理解出来るが、その為にまず C3への conifold transitionの応用について議論する。

5.2.1 C3と conifold transition

conifold transition を用いて vertex を計算する上でまず用いることは、自明な表現は non-

compact な 2-cycle と対応している、という事実である。このことは 4章でも述べたが、non-

compactな 2-cycleに stringが巻きつくとすると、無限大の面積から作用に無限大の寄与が現れ、

経路積分に寄与しない。よって例えば図 5.1で表したような braneによって分解された C3 の一

部に対して、braneの先まで toric diagramを延長しても全体として stringの巻きつきの寄与は

変化しない (図 5.5)。よって toric多様体を分解して得られた C3は、braneによって切り取られ

R1

R2

R3

R1

R2

R3

R = •

R = •

R = •

図 5.5: C3の拡張
non-compactな 2-cycleには stringは巻きつくことは出来ず、constant mapの以外は寄与しない為 non-

compactな cycleを付け加えることが出来る。この操作により、braneで切り取られた 3点 vertex(左)は

braneと交わった C3(右)と等価であることがわかる。

たC3の一部ではなく、braneと交わっている non-compactなC3全体とみなすことが出来るので

ある。ここで vertexから見て braneの向こう側は non-compactなので stringは巻きつくことが

出来ない。よって brane/anti-braneの対のうちで vertex側の braneには任意の表現RのWilson

loopが存在し得るが、braneの外側には非自明なWilson loopは存在出来ず、巻きつき数で表せ

ば ~k = ~0、表現で表せばR = •となっている。逆に vertexのうちで表現が自明なものがあれば、

そこには braneを置く必要は無い。即ち、braneを取り去ることにより vertexから伸びる直線全

体が 1つの non-compactな 2-cycleとなり、non-compactな diagramの上ではWilson loopは存

在出来ないので、自明な表現が得られる (図 5.6)。

次に C3に対する conifold transitionの作用について考える。基本的なアイデアは C3の toric
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R1

R2

R1

R2

R3 = •

図 5.6: 自明な表現と brane
自明な表現の stringは面積 0であることから brane上でWilson loopを為さず (左)、これは non-compact

な 2-cycleがある場合 (右)と同じ状態を表わしている。

diagramを、Kählerパラメータ tを無限大にした resolved conifoldから得られた diagramとみな

すことである。即ち、C3の vertex上に自明な表現があった場合その方向への直線は non-compact

であるとみなせるが、この non-compactな直線を resolved conifoldにおけるKählerパラメータ

が無限大となったものと考えれば、そのような resolved conifoldに対して conifold transitionを

施すことが出来る (図 5.7)。

t → (i)∞

N →∞

= =

図 5.7: C3の conifold transition
C3 を t → ∞の resolved conifoldと思うことにより conifold transitionを施すことが出来る。この場合

transitionによって得られる deformed conifoldの S3 にはN →∞枚の braneが巻きついている。

このとき (4.23)から resolved conifold側で t → (+i)∞とする為には deformed conifold側で

は N → ∞となるので、C3 からの transitionで得られる deformed conifoldの S3 上の理論は

U(∞) Chern-Simons理論となる。ここで、このような transitionを用いる為にはC3で 3つのの

表現に少なくとも 1つ自明な表現が含まれていて、braneの無い non-compactな直線が存在する
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ことが必要であった。よって全ての表現が非自明な場合には conifold transitionを直接用いるだ

けでは vertexの値を求めることは出来ず、多少複雑な過程を要する。

5.2.2 CR,•,•の導出

まずは表現のうち 1つだけが非自明な場合に vertexの値CR,•,•を求め、それが (5.36)と一致す

ることを見る。この場合はC3上の 1つの直線のみに braneが存在し、他の 2方向は non-compact

となっている。ここで vertexと braneの間の diskの Kählerパラメータを tとする。このよう

な設定の C3に対して conifold transitionを行うと図 5.8のように braneが配置された deformed

conifoldが得られる。

t → (i)∞

N →∞= =

R

•

•

t

R

t R

t

unknot

図 5.8: CR,•,•の導出に用いられる conifold transition

resolved conifold側で braneを 1種類のみ挿入すると、deformed conifold側で unknotが現れる。

このように deformed conifoldに新しく braneが加わったという設定は 4.3節での設定と類似し

ているが、多少異なっている。両者の相違点は、4.3節の場合は probe braneと S3上の braneが

交わっていたのに対して、図 5.8の場合は 2種類の braneがKählerパラメータ t 6= 0だけ離れて

いることと、4.3節では brane上のWilson loopの表現は全て足しあわされていたのに対して、こ

の場合は brane上の表現が 1つに定まっているということである。tは deformed conifold側では

2種類の braneの間の annulusの面積に対応していて、このことにより 4.3節で brane間の開弦を

記述していたmasslessの複素スカラー φが、 図 5.8においては開弦の targetにおける面積に相

当する質量 tを持ったmassiveな複素スカラーになる。即ち、このmassive複素スカラーを同じ

記号で φと書くと、deformed conifoldの S3の結び目 (Wilson loop)における作用はmasslessの
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場合の (4.55)から、

SK =
∮

K
Tr(N,M)φ̄(d + t + A− Ã)φ (5.37)

と変更を受け、ここでこの場合はN = M = ∞である。brane上のWilson loopの表現を全て足

し合わせるとすると、φがmassiveの場合のOoguri-Vafa operatorが (定数倍を無視して)、

det(d + t + A− Ã)−1 = exp
[
−

∞∑

n=1

∞∑

m=1

log sin

(
θn − θ̃m + it

2

)]

= exp
[
−

∞∑

n=1

∞∑

m=1

log
[
e−

i
2
(θn−θ̃m+it) − e

i
2
(θn−θ̃m+it)

]]

= exp
[
−Tr log

(
(U− 1

2 ⊗ V
1
2 )e

t
2 − (U

1
2 ⊗ V − 1

2 )e−
t
2

)]

= exp
[
−Tr log

(
1− e−t(U ⊗ V −1)

)]

= exp
[ ∞∑

n=1

1
n

e−ntTrUnTrV −n

]
(5.38)

となり、新たに e−ntという寄与が現れる。(5.38)は、例えばmasslessの場合から V → etV とい

う変更を施したと思えば容易に他の基底で書き直すことが出来、(5.9)より巻きつき数及び表現

の基底では、

exp
[ ∞∑

n=1

1
n

e−ntTrUnTrV −n

]
= 1 +

∑

~k

1
z~k

e−`(~k)t Υ~k
(U)Υ~k

(V −1) (5.39)

= 1 +
∑

R

e−`(R)t TrRUTrRV −1 (5.40)

となる。Ooguri-Vafa operatorは deformed conifold側での probe braneの寄与を表しているが、

ここで e−`(R)tなどの項は resolved conifold側で stringの面積が作用に与える寄与と 1対 1に対応

している。よって、braneが離れていることによる効果はdeformed conifold側と resolved conifold

側で同じであることがわかったので、resolved conifold側の vertexに対応する項としては 4.3節

の議論と同様にして、表現Rの unknotの期待値が現れることとなる。よって、

CR,•,• = 〈TrRU〉 = W•R (5.41)

が得られ、これは (5.36) と一致する。この CR,•,• の値を用いて、例えば O(−1) ⊕ O(−1) →
P1(resolved conifold)やO(−2) ⊕O(0) → P1(図 3.5)などの分配関数が計算出来、特に resolved

conifoldの場合には 4章の結果と一致する。具体的には [69]resolved conifoldの分配関数を Z と

して、

Z =
∑

R

CR,•,•e−`(R)t(−1)`(R)CRt,•,•

=
∑

R

(−1)`(R)e−`(R)tW•RW•Rt (5.42)
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であるが、ここで Schur関数 SRを用いてW•Rの具体的な値を、

W•R = SR(xi = qi− 1
2 ) (5.43)

とすれば、この分配関数は、

Z =
∑

R

(−e−t)`(R)SR(q)SRt(q)

=
∑

R

SR(−e−tq)SRt(q) (5.44)

と書ける。ここで Schur関数の満たす公式、
∑

R

SR(x)SR(y) =
∏

i,j≥1

(1− xiyj)−1 (5.45)

∑

R

SR(x)SRt(y) =
∏

i,j≥1

(1 + xiyj)+1 (5.46)

を用いれば、

Z =
∏

i,j≥1

(1− e−tqi+j−1)+1

=
∞∏

k=1

(1− e−tqk)k

= exp

(
−

∞∑

n=1

e−nt

n

qn

(1− qn)2

)

= exp

( ∞∑

n=1

e−nt

n

1
(2 sin n

2 gs)2

)
(5.47)

となり、これは (4.6)と一致する。

5.2.3 CR1,R2,•の導出

次に 3種類の表現のうちで 1つだけが自明な場合の vertexの値を求める。CR1,R2,•は [70, 71]

においても、ここでの議論とは多少異なった方法で求められている。CR1,R2,•の計算はCR,•,•に

加えて、自明な表現のうちの片方を非自明な表現に置き換えるので、対応した braneの設定とし

ては、braneが新たに 1種類加わり図 5.9のようになる。

ここで 2つの表現R1, R2のうちR2の側だけdiagramの向き付けを逆にしたが、実際にCR1,R2,•
を用いて 1-loopの toric diagramの分配関数などを計算する場合にはこのような向き付けが自然

に現れる (図 5.10)

図 5.9から、deformed conifold上では 2つの massive複素スカラーが現れ、S3 上では 2つの

Wilson loopが linking number +1のHopf linkとなる。CR,•,•の場合と同様にmassive複素スカ
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=

R1

•

R1

v1

f1

R2 v2

f2

R2
v2

f2

Hopf link

v1

図 5.9: CR1,R2,•の導出に用いられる diagram

resolved conifold側で braneを 2種類挿入すると、deformed conifold側で Hopf linkが現れる。

図 5.10: 1-loop diagramの例
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ラーの効果は resolved conifold側のKählerパラメータの依存性と対応していて、vertexの値とし

てはHopf linkの期待値が現れる。ここで、R1のWilson loopについては v1 = (0, 1), f1 = (1, 0)

より Chern-Simons 理論の framing の意味で framing が 0 となるが、R2 の Wiloson loop は、

v2 = (−1, 0), f2 = (−1,−1)より framingは-1となる。この framingの寄与を踏まえると、(2.30)

より vertexの値は、

(−1)`(R2)q−
1
2
κR2WR2R1 (5.48)

となる。一方で (5.35)の結果は、v2 → −v2を考慮すると (5.27)より、

CR1,R2,•
v2→−v2−−−−−→(−1)`(R2)CR1,Rt

2,•

= (−1)`(R2)q−
1
2
κR2WR2R1 (5.49)

となり、(5.48)の結果と一致する。よって 1つの表現のみが自明な場合も 3点 vertexの公式 (5.31)

が確かめられた。このようにして得られた CR1,R2,•の値を用いれば 1-loopまでの toric diagram

の分配関数を求めることが出来る。ここで 1-loopの toric diagramが表す toric Calabi-Yau多様

体は geometric engineering [72, 73, 74]の意味ではN = 2 SUSY SU(2)ゲージ理論と対応付け

られるので、この vertexを用いて SU(2)の場合の Instanton counting [75]との比較などが詳し

く調べられている [76, 77, 78]。

5.2.4 CR1,R2,R3の導出

CR1,R2,R3 は図 5.3のように C3の 3つの直線全てが braneと交わっている設定に対応している

為、このままでは conifold transitionを用いて vertexの値を求めることは出来ない。そこで [10]

では図 5.3のような diagramの代わりに図 5.11のような diagramを考察し、その後で L1で表さ

れている braneを (無限遠での境界条件を保ったまま)左側に移動させることにより 3点 vertex

の値を求めた。

ここで図 5.11のうちで vertexと i番目の braneの間のストリングの表現を Qi とし、1番目

の braneと 3番目の braneの間のストリングの表現を Qとした2。conifold transitionを用いた

deformed conifoldの側の記述はCR1,R2,•のときと同様で3 、deformed conifoldのS3上でWilson

loopが為す絡み目は 2.3節の図 2.10で表されるL(Q2;Qt
1, Q

t
3)となる。また、i番目の braneの上

の loopを Viとすると、図 5.11に現れるWilson loopは、TrQ1V1,TrQtV −1
1 ,TrQ2V2,TrQ⊗Q3V3の

4種類存在するが、ここでTrQtV −1
1 については、Q1が braneと交わり V1を為すとするとQと交

わるのは anti-braneであることから loopは V −1
1 となり、また向き付けが逆になる為、Q → Qtと

なっている。また V3に関しては、3番目の braneにはQとQ3という 2種類のストリングが交わ

2即ち、Q3 で表されるストリングは 1番目の braneと相互作用をしていない。
3CR1,R2,• を導出したときは片方の表現の向き付けが内向きだった為に 〈Hopf link+1

R1R2
〉が得られたが、両方の表

現が外向きの場合は (−1)`(R2)〈Hopf link+1
R1Rt

2
〉となる。

95



=

L2

L1 L3

Q2

Q1 Q

Q3

L1 L3
L2

L(Q2;Qt
1, Q

t
3)

図 5.11: 3点 vertexの導出に用いられる diagram
resolved conifold側に図のような 3種類の braneを挿入すると、deformed conifold側で L(Q2;Qt

1, Q
t
3)と

いう絡み目が現れる。

り、Q⊗Q3という表現が現れる。またQiという表現のストリングが巻きつく 2-cycleのKähler

パラメータを tiとすると、図 2.10のストリングのKählerパラメータへの依存性は、

e−t1`(Q1)e−t2`(Q2)e−t3`(Q3)e−(t3−t1)`(Q) (5.50)

となる。これらをまとめると、図 2.10の braneの配位に対する分配関数 Z(V1, V2, V3)は、

Z(V1, V2, V3) =
∑

Q1,Q2,Q3,Q

e−t1`(Q1)−t2`(Q2)−t3`(Q3)−(t3−t1)`(Q)(−1)`(Q1)+`(Q)+`(Q3)

×〈L(Q2;Qt
1, Q

t
3)〉TrQ1V1TrQtV −1

1 TrQ2V2TrQ⊗Q3V3 (5.51)

となり、(2.47)を用いて L(Q2;Qt
1, Q

t
3)の期待値をHopf linkの期待値に書き換れば、

Z(V1, V2, V3) =
∑

Q1,Q2,Q3,Q

e−t1`(Q1)−t2`(Q2)−t3`(Q3)−(t3−t1)`(Q)(−1)`(Q1)+`(Q)+`(Q3)

×
WQ2Qt

1
WQ2Qt

3

WQ2•
TrQ1V1TrQtV −1

1 TrQ2V2TrQ⊗Q3V3 (5.52)

となる。このように図 2.10に対応した分配関数が計算されたので、次にこの配位を変形すること

で 3点 vertexを求めるが、その為に (5.52)の中で、

e−t1`(Q1)−t2`(Q2)(−1)`(Q1)WQ2Qt
1
TrQ1V1TrQ2V2 (5.53)

という項に注目すると、これは図 5.12の左側の diagramの寄与を表していて、実際 (5.35)及び

(5.22)より、

C
(0,−1,0)
Q2,Q1,• = (−1)`(Q1)WQ2Qt

1
(5.54)
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である。

Q2

•

t2

t1

Q1

Q2

t2

t′1

Q1

•

図 5.12: braneの配位の変更

よって、図 5.12の左側の diagramから右側の diagramへの配位の変更に伴う寄与は、

C
(0,−1,0)
Q2,Q1,• = (−1)`(Q1)WQ2Qt

1
→ C

(0,0,0)
Q1,Q2,• = q

1
2
κQ2WQt

2Q1

TrQ1V1TrQ2V2 → TrQ1V
−1
1 TrQ2V2

e−t1`(Q1)e−t2`(Q2)e−(t3−t1)`(Q) → e−t′1`(Q1)e−t2`(Q2)e−(t3+t′1)`(Q) (5.55)

とまとめられる。ただし TrQ1V1 → TrQ1V
−1
1 は、表現 Q1 を持つストリングの境界が braneか

ら anti-braneに変わったことによる変化である。(5.55)による分配関数の変化をZ(V1, V2, V3) →
Z ′(V1, V2, V3)とすると、

Z ′(V1, V2, V3) =
∑

Q1,Q2,Q3,Q

e−t′1`(Q1)−t2`(Q2)−t3`(Q3)−(t3+t′1)`(Q)(−1)`(Q)+`(Q3)q
1
2
κQ2

×
WQt

2Q1
WQ2Qt

3

WQ2•
TrQ1V

−1
1 TrQtV −1

1 TrQ2V2TrQ⊗Q3V3 (5.56)

となり、更にテンソル積を展開して書き換えると、

Z ′(V1, V2, V3) =
∑

Q1,Q2,Q3,Q

e−t′1`(Q1)−t2`(Q2)−t3`(Q3)−(t3+t′1)`(Q)(−1)`(Q)+`(Q3)q
1
2
κQ2

×
WQt

2Q1
WQ2Qt

3

WQ2•

∑

R1,R3

NR1

Q1QtN
R3
Q,Q3

TrR1V
−1
1 TrQ2V2TrR3V3

=
∑

Q1,Q2,Q3,Q

e−t′1`(R1)−t2`(Q2)−t3`(R3)(−1)`(R3)q
1
2
κQ2

×
WQt

2Q1
WQ2Qt

3

WQ2•

∑

R1,R3

NR1

Q1QtN
R3
Q,Q3

TrR1V
−1
1 TrQ2V2TrR3V3 (5.57)
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となる。ここで (5.33)を用いた。このようにして得られた値は実際には CR1,R2,R3 ではなく、図

5.11,5.12からわかるように framingはR1, R2, R3に対して 0, 0,−1となる。即ち (5.57)において、

e−t′1`(R1)−t2`(Q2)−t3`(R3)TrR1V
−1
1 TrR2V2TrR3V3

の係数は C0,0,−1
R1,R2,R3

を表し、

C0,0,−1
R1,R2,R3

=
∑

Q1,Q3,Q

(−1)`(R3)q
1
2
κR2

WRt
2Q1

WR2Qt
3

WR2•
NR1

Q1QtN
R3
Q,Q3

=
∑

Q1,Q3

(−1)`(R3)q
1
2
κR2N

R1Rt
3

Q1Q3

WRt
2Q1

WR2Q3

WR2•
(5.58)

となる。ただし、NR1R3

Q1Qt
3
は (5.32)で与えられ、またQ → Qt, Q3 → Qt

3という書き換えを行った。

(5.58)と (5.22)より、CR1,R2,R3 は、

CR1,R2,R3 = (−1)`(R3)q
1
2
κR3C0,0,−1

R1,R2,R3

= q
1
2
(κR2

+κR3
)

∑

Q1,Q3

N
R1Rt

3
Q1Q3

WRt
2Q1

WR2Q3

WR2•
(5.59)

となり、(5.31)で述べた vertexの値が確かめられた。
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結論

以上のように、Gopakumar-Vafa duality、conifold transitionの toric diagram的記述、結び

目不変量などを用いて local toric Calabi-Yau多様体上の位相的弦理論の 3点 vertexを求めるこ

とが出来た。この vertexを用いて具体的なCalabi-Yau多様体上の位相的弦の振幅を計算するこ

とが出来、実際に topological vertexによって計算された振幅の値は知られている結果を全て再

現することが確かめられている [10]。

この vertexの値は、Hopf linkの期待値で表されているが、このHopf linkの期待値は Schur関

数を用いて書き直すことが出来 [35, 79]、更にその Schur関数は 2次元のCFTの計算で表すこと

が出来る [80]。また、topological vertexはmirror symmetry [16]によって B-model側でも解析

されていて [10, 81]、C3のmirrorに対応して現れるRiemann面の上での boson,fermionとの関

係が示されている。

topological vertexの更なる応用としては、

• 結晶の溶解を表す統計力学系の topological vertex的記述 [79, 82]

• Matrix modelとの比較 [83]

• Instanton Countingとの比較 [76, 84, 77, 83, 85, 78]

などがある。
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補遺A Wess-Zumino-Witten模型

A.1 理論の構成

Wess-Zumino-Witten(WZW)模型 [86, 87]の作用は

SWZW =
k

16π

∫

Σ
d2xTr′(∂νg−1∂νg) + kΓ (A.1)

で与えられる。ここで、g(x)は semisimpleな群G (対応した Lie代数を gとする)に値をとる行

列値の Boson場で、Tr′は ta, tb ∈ g ([ta, tb] =
∑

c ifabct
c) に対してTr′(tatb) = 2δa,bと定義され

ている。作用が実である為に g(x)は unitary表現であることが要請される。ΓはWess-Zumino

項と呼ばれ、

Γ =
−i

24π

∫

B
d3yεαβγTr′(g̃−1∂αg̃g̃−1∂β g̃g̃−1∂γ g̃) (A.2)

である。Bは境界としてΣを持つような 3次元の多様体で、g̃は gをBの上へ拡張したものであ

る。(A.2) の定義には不定性が残っているが、その不定性を∆Γとすると、 ∆Γは (A.2)の右辺

の積分範囲を S3に変更したもので与えられ、

∆Γ =
−i

24π

∫

S3

d3yεαβγTr′(g̃−1∂αg̃g̃−1∂β g̃g̃−1∂γ g̃) (A.3)

となる。この∆Γは 2πiの整数倍になる1ことが示されるので、e∆Γはwell definedとなる。これ

から kが整数であることを要請すれば (A.1)は正しく定義された作用となることがわかる。

A.1.1 対称性と保存カレント

gの (正則及び反正則の)変化に対する SWZWの変化を見るために gを

g(z, z̄) → Ω(z)g(z, z̄)Ω̄−1(z̄) (A.4)

変化させることを考える。無限小変形は、

Ω(z) = 1 + ω(z) , Ω̄(z̄) = 1 + ω̄(z̄) (A.5)
1Bottの定理により S3 から Gへの写像は S3 から Gの SU(2)部分群への写像へと連続変形されるので、実際に

は S3 から SU(2) ' S3 への写像について (A.2)が整数値になることを示せば十分である。ただし、Gが SO(3)の場
合には SU(2)部分群を持たず (A.2)は πiの整数倍となる。
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で与えられ、この無限小変形に対して gは

δωg = ωg , δω̄g = −gω̄ (A.6)

と変化する。g → g + δωg + δω̄gに伴い作用は、

δSWZW =
k

2π

∫
d2xTr′(g−1δg[∂z(g−1∂z̄g)])

=
k

2π

∫
d2xTr′[ω(z)∂z̄(∂zgg−1)− ω̄(z̄)∂z(g−1∂z̄g)] (A.7)

となり、この式は部分積分により 0となる。即ち SWZWは local G(z)×G(z̄)不変性を持ってい

ることがわかる。この対称性に対する保存カレントを

J(z) ≡ −k∂zgg−1 , J̄(z̄) ≡ kg−1∂z̄g (A.8)

とすると、gの変化 (A.6)に対するカレントの変化は、

δωJ = −k(∂zωg + ω∂zg)g−1 + k∂zgg−1ω

= [ω, J ]− k∂zω (A.9)

となり、これを Lie代数の基底を用いて書くと、

δωJa =
∑

b,c

ifabcω
bJc − k∂zω

a (A.10)

となる。一方で、一般の相関関数 〈X〉に対してWard identityは、

δω,ω̄〈X〉 = − 1
2πi

∮
dz

∑
a

ωa〈JaX〉+
1

2πi

∮
dz̄

∑
a

ω̄a〈J̄aX〉 (A.11)

と与えられ、この式でX = J とした場合と (A.10)を比べると、Jaと JbのOPE

Ja(z)Jb(w) ∼ kδab

(z − w)2
+

∑
c

ifabc
Jc(w)

(z − w)
(A.12)

が得られ、これはカレント代数と呼ばれる。Jaをmode展開して

Ja(z) =
∑

n∈Z
z−n−1Ja

n (A.13)

と書くと Ja
n の交換関係は、[

Ja
n, Jb

m

]
=

∑
c

ifabcJ
c
n+m + knδabδn+m,0 (A.14)

となり、これは affine Lie代数の交換関係である2。J̄ についても J と全く同様に affine Lie代数

をなすことが示されるが、J と J̄ のOPEは正則なので、
[
Ja

n, J̄b
m

]
= 0 (A.15)

であり J と J̄ の代数は独立である。
2zero-modeの部分だけ見ると Ja

0 は通常の Lie代数の交換関係を満たし、閉じた部分代数となっていることがわ
かる。
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A.2 Sugawara construction

次にWZW模型のエネルギー運動量テンソル T (z)を求める。T (z)は、

T (z) = γ
∑

a

(JaJa)(z) (A.16)

と書かれるとする。ここで γは定数であり、実際この γの値は Jaが次元 1の primary operator

になることを要請すれば一意に決まることがわかる。この為に具体的に (A.16)の表式と (A.12)

のOPEを用いて T (z)J(w)を計算すれば、

T (z)Ja(w) = 2γ(k + y)
Ja

(z − w)2

= 2γ(k + y)
[

Ja(w)
(z − w)2

+
∂Ja(w)
(z − w)

]
(A.17)

となる。ここで yは、

−
∑

b,c

fabcfcbd =
∑

b,c

fabcfdbc = 2yδad (A.18)

で定義される dual Coxeter数である。(A.17)の第 2項の係数が 1となることを要請すれば、

γ =
1

2(k + y)
(A.19)

となり、γの値は一意に決まる。これを用いてエネルギー運動量テンソルの式は、

T (z) =
1

2(k + y)

∑
a

(JaJa)(z) (A.20)

となる。ここで T (z)T (w)のOPEの一般形

T (z)T (w) =
c/2

(z − w)4
+

2T (w)
(z − w)2

+
∂T (w)
(z − w)

(A.21)

に (A.20)を代入して

∂Ja(z)Jb(w) ∼ −2kδab

(z − w)3
−

∑
c

ifabc
Jc(w)

(z − w)2
(A.22)

などを用いて計算すると、central charge cの値は

c =
k dimg

k + y
(A.23)

となる。ここで dimg = δaa である。このようなエネルギー運動量テンソルの構成を Sugawara

constructionと呼ぶ。このエネルギー運動量テンソルをmode Lnで展開すると (A.20)は、

Ln =
1

2(k + y)

∑
a

∑
m

: Ja
mJa

n−m : (A.24)

102



となる。またmodeで表すと affine Lie代数とVirasoro代数は

[Ln, Lm] = (n−m)Ln+m +
c

12
(n3 − n)δn+m,0 (A.25)

[Ln, Ja
m] = −mJa

n+m (A.26)[
Ja

n, Jb
m

]
=

∑
c

ifabcJ
c
n+m + knδabδn+m,0 (A.27)

となる3。

A.3 表現とmodular変換

A.3.1 primary state

表現の highest weight µに対してWZW模型の primary state |φµ〉は、

Ja
0 |φµ〉 = −taµ|φµ〉 (A.28)

Ja
n|φµ〉 = 0 (for n > 0) (A.29)

を満たすような状態として定義される。ここで primary field φµとの関係は、φµ(0)|0〉 = |φµ〉で
ある。式 (A.24)を見れば、

Ln|φµ〉 = 0 (for n > 0) (A.30)

がわかる。また L0の |φµ〉への作用を考えると、J0の部分だけが残ることがわかり、

L0|φµ〉 =
1

2(k + y)

∑
a

Ja
0 Ja

0 |φµ〉

=

∑
a taµtaµ

2(k + y)
|φµ〉 (A.31)

となる。即ち |φµ〉の conformal weight hµは、

hµ =

∑
a taµtaµ

2(k + y)
(A.32)

で与えられる。Quadratic Casimir Operator
∑

a taµtaµの値は、Cartan-Weyl基底を用いて書けば

highest weight state |µ〉に対する
∑

i

H iH i +
∑

α∈∆+

|α|2
2

(EαE−α + E−αEα) (A.33)

3ここで Ja
0 は全ての Virasoro operatorと交換していることがわかり、この理論が Lie代数 g で表される対称性

を持っていることを示している
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の作用の固有値として表される。ここで

∑

i

H iH i|µ〉 =
∑

i

µiµi|µ〉 = (µ, µ)|µ〉 (A.34)

Eα|µ〉 = 0 (for α ∈ ∆+) (A.35)
[
Eα, E−α

] |µ〉 =
2
|α|2 α ·H|µ〉 =

2
|α|2 (α, µ)|µ〉 (A.36)

等を用いると (A.33)の |µ〉への作用の固有値は、(µ, µ + 2ρ)となることがわかる。ここでWeyl

vector ρを

ρ =
1
2

∑

α∈∆+

α (A.37)

と定義した。これらをまとめると |φµ〉の conformal weight hµの式は、

hµ =
(µ, µ + 2ρ)
2(k + y)

(A.38)

と表される。|µ〉の affine Lie代数 ĝへの拡張を |µ̂〉と書くと、対応した primary field µ̂(z)は、

µ̂(z)|0〉 = |µ̂〉 として定義され、|µ̂〉は、

E±α
n |µ̂〉 = H i

n|µ̂〉 = Eα
0 |µ̂〉 = 0 (for n, α > 0) (A.39)

H i
0|µ̂〉 = µi|µ̂〉 (A.40)

を満たす。|µ̂〉の conformal weightは、

hµ̂ ≡ hµ =
(µ, µ + 2ρ)
2(k + y)

(A.41)

である。上で定義された primary stateの中でも特に表現の highest weight µ̂が可積分表現であ

る場合は、任意の α ∈ ∆+と n > 0に対して、

(E−α
0 )(α

∨,µ)+1|µ̂〉 = 0 (A.42)

(Eα
−n)2kn/|α|2−(α∨,µ)+1|µ̂〉 = 0 (A.43)

を満たす。実際には (A.43)は (A.42)と

(Eθ
−1)

k−(θ,µ)+1|µ̂〉 (A.44)

から得られる。ここで θは highest rootである。
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A.3.2 modular変換性

T 2上のWZW模型の表現において |µ̂〉の可積分表現の指標を

χµ̂(τ) = Trµ̂e2πiτ(L0−c/24) (A.45)

と定義する。ここで c は式 (A.23) で与えられる理論の central charge である。指標に対する

SL(2,Z)の作用 [31]を考えると4、T 変換 (τ → τ + 1)の場合は容易にわかるように、

Tµ̂ν̂ = δµ̂ν̂e2πi(hµ̂−c/24) (A.46)

となる (hµ̂は (A.38)で与えられる L0の固有値)。また S変換 (τ → −1/τ)は、

Sµ̂ν̂ =
i|∆+|

(k + y)r/2

(
volΛw

volΛr

) 1
2 ∑

w∈W
ε(w) exp

[
− 2πi

k + y
(w(µ + ρ), ν + ρ)

]
(A.47)

となる。ここでWはWeyl groupを表し (ε(w)はwの符号)、|∆+|は gの positive rootの数であ

る。volΛw/volΛr については、

volΛw

volΛr
=

[
det(α∨i , α∨j )

]−1 =
{
det

[
(α∨i )j

]}−1 (A.48)

となり、更に群Gが simply-lacedの場合には Cartan matrix Aij を用いて、

volΛw

volΛr
= (detAij)−1 (A.49)

と表される。

例として S00を計算する。これは Chern-Simons理論における S3の分配関数の計算に用いら

れる。式 (A.47)より、

S00 =
i|∆+|

(k + y)r/2

(
volΛw

volΛr

) 1
2 ∑

w∈W
ε(w) exp

[
− 2πi

k + y
(w(ρ), ρ)

]
(A.50)

である。ここでWeylの denominator formula

∑

w∈W
ε(w)ew(ρ) =

∏

α∈∆+

2 sinh
α

2
(A.51)

を用いると (A.50)は、

S00 =
1

(k + y)r/2

(
volΛw

volΛr

) 1
2 ∏

α∈∆+

2 sin
(

π

k + y
(α, ρ)

)
(A.52)

4SL(2,Z)の作用はレベル k の値に対して閉じている。即ちあるレベル k の状態に対して SL(2,Z)を作用させた
状態のレベルは再び k で与えられる。
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となる。G = SU(N)の場合は [33] y = N, r = N − 1,detAij = N より (A.49)を用いて、

S
SU(N)
00 = (k + N)−N/2

(
k + N

N

) 1
2 ∏

α∈∆+

2 sin
(

π

k + N
(α, ρ)

)

= (k + N)−N/2

(
k + N

N

) 1
2

N−1∏

j=1

[
2 sin

(
jπ

k + N

)]N−j

(A.53)

となる。

A.3.3 quantum dimension

上で見てきたような highest weight表現の次元は無限次元なので、これらの次元を考えること

に意味が無いように思われるかもしれないが、実際には quantum dimensionと呼ばれる量が定

義される。quantum dimensionは S変換の値を用いて表され、Chern-Simons理論における結び

目の不変量としても現れる。

highest weight µ̂の無限次元表現の quantum dimension dimqµ̂とは、「次元」を無限次元の真

空表現 (µ = 0)との比として定義する次元で ((A.45)を用いて)、

dimqµ̂ ≡ Trµ̂(1)
Tr0(1)

= lim
τ→+i0

χµ̂(τ)
χ0(τ)

(A.54)

と書かれる。指標の漸近的振舞を見るために指標の S変換を考える。

χµ̂(−1
τ
) =

∑

ν̂

Sµ̂ν̂χν̂(τ) (A.55)

より (νはレベル kの highest weightの和)、τ を−1/τ と書き換えて、

χµ̂(τ) =
∑

ν̂

Sµ̂ν̂χν̂(−1/τ) (A.56)

と書ける。ここで χν̂ の τ → +i0極限を考えると L0の最低固有値 lν̂ に対して、

lim
τ→+i0

χν̂(−1/τ) = e
πic
12τ e−

2πi
τ

lν̂
[
dim|ν|+O(e−

2πi
τ )

]
(A.57)

となるので (A.56)の ν̂の和においてL0の最低固有値が 0の部分 (ν̂ = 0)が支配的になり、(A.56)

の τ → +i0極限は、

lim
τ→+i0

χµ̂(τ) = Sµ̂0e
πic
12τ (A.58)

となる。この式を quantum dimensionの定義 (A.54)に代入すると、

dimqµ̂ =
Sµ̂0

S00
(A.59)
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となる。(A.47)を代入して (A.51)を用いると、

dimqµ̂ =
∏

α∈∆+

sin
(

π(µ+ρ,α)
k+y

)

sin
(

π(ρ,α)
k+y

) (A.60)

ここで q ≡ e
2πi
k+y として q数を、

[x] = q
x
2 − q−

x
2 = 2i sin(

πx

k + y
) (A.61)

とすると5、(A.60)は、

dimqµ̂ =
∏

α∈∆+

[(µ + ρ, α)]
[(ρ, α)]

(A.62)

と書ける。G = SU(N)の場合は、更に λ ≡ qN , [x]λ ≡ λ
1
2 q

x
2 − λ−

1
2 q−

x
2 として、

dimqµ̂ =
∏

1≤i<j≤dR

[li − lj + j − i]
[j − i]

dR∏

i=1

∏li−i
v=−i+1 [v]λ∏li

v=1 [v − i + dR]
(A.63)

となる。ただし、SU(N)の表現を Young tableauで表したときの行の数を dR、i行目の列の長

さを li, i = 1, · · · , dRとした。

5

[x] =
q

x
2 − q−

x
2

q
1
2 − q−

1
2
と定義する場合もあり、そのとき q → 1で [x] → x
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