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問題 1. (N点集合の位相)

(1) O0 = {∅, X}, O1 = {∅, {1} , X}, O2 = {∅, {2} , X}, O12 = {∅, {1} , {2} , X}. O0 ⊂
O1 ⊂ O12, O0 ⊂ O2 ⊂ O12 より, この包含関係に応じた位相の強弱が決まる. (O1

とO2の間には強弱関係はない.)

(2) (X,O0)は位相空間ではない. ({1, 2} ∩ {2, 3} = {2} /∈ O0.) (X,O1), (X,O2)は位相
空間である.

(3) 例えばO1 = {∅, {1, 2} , X}, O2 = {∅, {1} , {2} , {1, 2} , X}. (O1 ⊂ O2.)

(4) A◦ = {1, 2}, Ā = {1, 2, 3, 4, 5}, Ad = {3, 4, 5}. (各点の開近傍を書き下し, 吟味す
る.) Xはハウスドルフ空間ではない. (異なる 2点 4と 5の開近傍はともにXのみ)

(5) Õ = {∅, {1} , A}. D̄ = {2, 4, 5}.
(6) 前者の場合は連続である. (開集合の逆像が全てO1の元 (開集合)になっている.)

後者の場合は連続でない. (f−1({2}) = {1, 2} となるが, これはO1の元 (開集合)で
はない.)

問題 2. (開被覆)

(1) 任意の k ∈ Nに対して UkはRの開集合だから任意の x ∈ (a, b)に対してある ε > 0

が存在して a + ε < x < b − εとなる. よって δ/k < εとなる kを取れば a + δ/k <

a + ε < x < b − ε < b − δ/kとなるから x ∈ Ukである. したがって (a, b) ⊂
∞∪
k=1

Uk

だから {Uk | k = 1, 2 . . .}は (a, b)の開被覆である.

(2) k ≤ lのとき Uk ⊂ Ulに注意する. 任意の n ∈ Nと n個の k1, . . . , kn ∈ Nを取る.

K = max{k1, . . . , kn}とすると Uki ⊂ UK が任意の i = 1, . . . , nについて成り立つ.

K ∈ {k1, . . . , kn}だから UK =
n∪

i=1

Uki が成り立つ. ところが a + δ/K ̸∈ UK だが

a+ δ/K ∈ (a, b)である. したがって (a, b) ̸= UK =
n∪

i=1

Ukiとなる.

問題 3. (有界閉集合と開被覆)

(1) 仮定から a ∈ [a, b] ⊂
∪
λ∈Λ

Uλ だからある ν ∈ Λが存在して a ∈ Uν . 任意のλ ∈ Λに対

してUλはRの開集合だから,ある δ > 0 (a+2δ < b)が存在して (a−2δ, a+2δ) ⊂ Uν

となる. 特に [a, a+ δ] ⊂ Uν ,a+ δ < bより a+ δ ∈ M ∩ (a, b] ̸= ∅となる.

(2) xo = sup{x | x ∈ M}とおく. 任意の x ∈ M に対して a ≤ x ≤ bだから xo ≤ b. ま
た前問 (1)よりある δ > 0が存在して a+ δ ∈ M だから a < a+ δ ≤ xoとなる.

(3) 前問 (2)より xo ∈ [a, b] ⊂
∪
λ∈Λ

Uλである. よってある µ ∈ Λが存在して xo ∈ Uµ

となる. Uµ が開集合だから ε > 0を (xo − ε, xo + ε) ⊂ Uµ と取る. 上限の定義
により xo − ε < x1 ≤ xo となる x1 ∈ M が存在する. M の定義からある有限個
の λ1, . . . , λn ∈ Λが存在して [a, x1] ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn となる. よって [a, xo] ⊂
[a, x1] ∪ (xo − ε, xo + ε) ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn ∪ Uµ となる. よって xo ∈ M である.
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(4) xo < bと仮定して矛盾を導く. 前問 (3)の解答にあるように xo ∈ Uµとなる µ ∈ Λ

を取り, (xo − 2ε, xo + 2ε) ⊂ Uµ となる xo + 2ε < bを満たす ε > 0を取る. さ
らに xo − ε < x1 ≤ xo となる x1 ∈ M を取る. そして有限個の λ1, . . . , λn ∈ Λ

で [a, x1] ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn となるものを取る. このとき xo + ε ∈ [a, b]であり
[a, xo + ε] = [a, x1] ∪ (xo − 2ε, xo + 2ε) ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn ∪ Uµ となる. よって
xo + ε ∈ M だが xoがM の上限であることに矛盾する. よって xo = b. したがって

b ∈ M だからM の定義から有限個の λ1, . . . , λK が存在して [a, b] ⊂
K∪
i=1

Uλi
となる.

問題 4. (有限集合) Xを有限集合としてX = {x1, . . . , xn}とする. またOをXの任意の
位相とする. {Uλ | λ ∈ Λ}を位相OにおけるX の開被覆とする. つまりX =

∪
λ∈Λ

Uλで

ある. このとき任意の i = 1, . . . , nに対して xi ∈ Uλi
となる λi ∈ Λが存在する. よって

X = {x1, . . . , xn} ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλnとなる. したがって (X,O)はコンパクト空間である.

問題 5. (コンパクト性の判定) 定理 1 (2)よりR2の部分集合について, コンパクト集合で
あることと (ユークリッド距離について) 有界閉集合であることとが同値であることを用
いる.

Aはコンパクト集合である. [理由] g(x, y) := x4 + y4 + 3xyは R2上の連続関数であ
る. 一点からなる集合 {2} ⊂ Rは閉集合だから g−1({2}) = AはR2の閉集合 (H006問題
6参照). 次に (x, y) ∈ Aとし x = r cos θ, y = r sin θ (r ≥ 0, θ ∈ R)と極座標表示する.

r = (x2 + y2)1/2である. このとき,

2 = g(r cos θ, r sin θ) = r4(cos4 θ + sin4 θ) + 3r2 sin θ cos θ

= r4(2 sin4 θ − 2 sin2 θ + 1) +
3r2

2
sin(2θ) = r4(2(sin2 θ − 1/2)2 + 1/2) +

3r2

2
sin 2θ

≥ r2

2
(r2 − 3).

したがって r2(r2 − 3) ≤ 4となり r2 ≤ 4. つまり (x, y) ∈ Aならば x2 + y2 ≤ 4だからA

は有界. よってAは有界閉集合だからコンパクト集合となる.

問題 6. (コンパクト空間の性質：最大値・最小値の存在)

(1) 定理 1 (5)より f(X)はRのコンパクト集合. よって定理 1 (2)より f(X)はRの有
界閉集合である.

(2) a = inf{f(x) | x ∈ X}だから任意のn ∈ Nに対して xn ∈ Xで f(xn) < a+1/nとな
るものが存在する. また a ≤ f(xn)だから a ≤ f(xn) < a+1/nより数列 {f(xn)}n∈N
は aに収束する. {f(xn)} ⊂ f(X)であり {f(xn)}は aに収束し, f(X)は Rの閉集
合だから a ∈ f(X)である. b ∈ f(X)も同様である.

(3) 前問 (2)より f(x1) = a, f(x2) = bとなるx1, x2 ∈ f(X)が存在する. 上限と下限の定
義から任意の x ∈ Xに対して f(x1) ≤ f(x) ≤ f(x2). よって定理 1 (6)がしたがう.
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問題7. (コンパクト集合の性質) {Uλ}λ∈Λ を F の任意の開被覆とする. F は閉集合なので
補集合 F c は開集合. したがって, {F c}∪{Uλ}λ∈Λ は X の開被覆となる. 仮定により X は
コンパクトなので, ここから有限個の開集合 Uλ1 , . . . , Uλn , F

c を選んで {Uλ1 , . . . , Uλn , F
c}

を X の開被覆とすることができる. このとき, 和集合 Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn は F を含む. ゆえ
に, F はコンパクトである.

問題 8. (コンパクト空間)

(1) f : X → Y を同相写像とすると f : X → Y は連続な全射. したがって定理 1 (5)よ
り f(X) = Y は Y のコンパクト集合である. つまり Y はコンパクト空間である.

(2) S1と [0, 1)は同相ではない. 以下でこれを示す. ρ : C → R, ρ(z) = |z|はC上の連続
関数である. また {1} ⊂ RはRの閉集合であるから ρ−1(1) = S1はCの閉集合であ
る. S1はCのユークリッド距離に関して有界であるからS1はCの有界閉集合. よっ
て定理 1, (2) より S1はコンパクト集合である.

一方n ∈ Nに対してUn :=

[
0, 1− 1

n+ 1

)
⊂ [0, 1)とおく. Vn =

(
−1 +

1

n+ 1
, 1− 1

n+ 1

)
はRの開集合であり, Vn ∩ [0, 1) = Unとなるから, Unは [0, 1)の相対位相で開集合.

任意の x ∈ [0, 1)に対して x < 1より x < 1 − 1

n+ 1
となる n ∈ Nが存在し x ∈ Un

となる. よって [0, 1) =
∞∪
n=1

Unである. つまり {Un | n ∈ N}は [0, 1)の開被覆. もし

[0, 1)がコンパクト集合ならある有限個の自然数 n1, . . . , nL (n1 < · · · < nL) が存在

して, [0, 1) =
L∪
i=1

Uni
となる. 定義から n ≤ mならばUn ⊂ Umが成り立つ. したがっ

て,
L∪
i=1

Uni
⊂ UnL

. つまり, [0, 1) ⊂ UnL
であるが, UnL

⊂ [0, 1)より [0, 1) = UnL
とな

る. ところが, 1− 1

nL + 2
̸∈ UnL

, 1− 1

nL + 2
∈ [0, 1)より, 矛盾である. よって [0, 1)

はコンパクト集合ではなく, したがって前問 (1)より S1と同相ではない.
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問題 9. (宿題：20点)

(1) (5点) {Uλ}λ∈Λ を A ∪ B の任意の開被覆とする. このとき {Uλ}λ∈Λ は A の開被覆
であり, B の開被覆でもある. 仮定により A がコンパクトなので, 有限個の開集合
Uλ1 , . . . , Uλk

を選んで A の開被覆とすることができる. 同様に B も仮定によりコ
ンパクトなので, 有限個の開集合 Uλk+1

, . . . , Uλℓ
を選んで B の開被覆とすることが

できる (ここで添字の集合 {λ1, . . . , λk}と {λk+1, . . . , λℓ}に共通するものがあっても
よい). したがって, 有限個の開集合 Uλ1 , . . . , Uλℓ

(重複するものがある場合はスキッ
プする) によって A ∪B の開被覆が得られるので, A ∪B はコンパクトである.

(2) (5点) {Uλ}λ∈Λを f(Z)の任意の開被覆とする. {f−1(Uλ)}λ∈ΛはZ の開被覆であるの
で, Z がコンパクトであるという仮定により有限個の開集合 f−1(Uλ1), . . . , f

−1(Uλn)

を選んでZ ⊂ f−1(Uλ1) ∪ · · · ∪ f−1(Uλn) とすることができる. したがって

f(Z) ⊂ f(f−1(Uλ1) ∪ · · · ∪ f−1(Uλn)) ⊂ Uλ1 ∪ · · · ∪ Uλn

であるので, f(Z) は有限個の開集合 Uλ1 , . . . , Uλn で覆うことができる, すなわち,

f(Z) はコンパクトである.

(3) (5点) (X,O(X))をコンパクト空間, (Y,O(Y ))をハウスドルフ空間とする. f : X →
Y を連続写像, AをXの閉集合とする. このとき定理 1 (3)よりAはXのコンパク
ト集合である. また Aの位相をXに関する相対位相とすると, f のAへの制限写像
f |Aは (Y の任意の開集合の f |Aによる逆像がAの開集合となるので) コンパクト位
相空間 Aから Y への連続関数であり, 定理 1 (5)より f(A) = f |A(A)は Y のコンパ
クト集合である. したがって定理 1 (4)より f(A)は Y の閉集合となる. よって定理
1 (7)が示された.

(4) (5点) (X,O(X))をコンパクト空間, (Y,O(Y ))をハウスドルフ空間とする. f : X →
Y を連続な全単射とし, F をX の任意の閉集合とする. f は連続だから, 定理 1(7)

より f(F )は Y の閉集合. また f は全単射だから 逆写像 f−1が存在する. ここで,

f−1による F の逆像 (f−1)−1(F ) は f(F )に等しいので, Y の開集合である. よって
f−1 : Y → Xは連続. したがって, f : X → Y は連続な全単射で f−1 : Y → Xが連
続だから f は同相写像. よって定理 1 (8)が示された.
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