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問題 1. (目覚まし反転) α ∈ C, c ∈ R とする.

(1) 方程式 zz − αz − αz + c = 0, (c < |α|2) はどのような図形を表すか？
(2) 方程式 αz + αz + c = 0, (α ̸= 0) はどのような図形を表すか？

(3) 反転w = f(z) =
1

z
によって, 円や直線はどのような図形にうつるか？

(リーマン球面)

複素平面 C に無限遠点 ∞ を付け足してコンパクト化した空間を Ĉ または P1 と記
し、リーマン球面と呼ぶ．C上の直線は無限遠点∞を付けたすとP1 上の円となる．
問題 1 の写像 f は

f̂(z) =


f(z) (z ̸= 0,∞のとき)

0 (z = ∞のとき)

∞ (z = 0のとき)

と定めることによって P1 から P1 への (正則)写像にまで自然に延長できる.

定義 1. a, b, c, d を ad− bc ̸= 0 であるような複素数とする. このとき P1 の点 z に
対して P1 の点

f(z) =
az + b

cz + d

を対応させる写像を一次分数変換と呼ぶ. 一次分数変換は P1 の自己同型写像である.

問題 2. (一次分数変換の像) 一次分数変換 w = f(z) = i
z − i

z + i
による, 単位円板 D =

{w ∈ C | |w| < 1}および上半平面 H = {z ∈ C | Im(z) > 0} の像を求めよ.

一次分数変換は正則行列
A =

(
a b

c d

)
,

で定まるから、その一次分数変換を fA(z) と表すことにする. λ を 0 でない複素数
とするとき fλA = fA である．
正則な 2次の正方行列 A, Bに対して fA ◦ fB = fAB が成り立つ (宿題).

一次分数変換 w =
az + b

cz + d
は

(i) c ̸= 0 ならば, w =
a

c
+

bc− ad

c2
· 1

z +
d

c

, (ii) c = 0 ならば, w =
a

d
z +

b

d
と

かけるから，3種類の操作 1) 平行移動 z 7→ z + α (α は定数), 2) 原点のまわりの相
似変換 z 7→ λz (λ は非零定数), 3) 反転 z 7→ 1/z の合成として表すことができる．
問題 1の結果より, 1次分数変換は P1 上の (広義の)円 (直線は半径∞の円と解釈)

を円にうつす. (円円対応)
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問題 3. (非調和比) 一次分数変換は非調和比 (あるいは複比)

(α, β, γ, δ) :=
α− γ

β − γ

β − δ

α− δ
, α, β, γ, δ ∈ C

を不変に保つことを示せ. (反転について示せばよい.)

問題 4. (対称な 2点) 点 zと点 z∗が円Cに関して対称であるとは, 円C上の任意の相異
なる 3点 z1, z2, z3に対して以下が成り立つことである.

(z∗, z1, z2, z3) = (z, z1, z2, z3) · · · (∗)
(1) 円Cが直線のとき (半径∞), z∗は直線Cに関する点 zの対称点であることを示せ.

(2) 円Cが中心 α, 半径Rの円のとき, (z∗ − α)(z − α) = R2が成り立つことを示せ. ま
た, zを z∗とともに複素平面に図示せよ.

問題 5. (アポロニウスの円)

(1) 平面上の 2定点 p, qからの距離の比が一定 (k : 1, (k > 0))であるような点の軌跡は
円であることを, 一次分数変換の性質を用いて説明せよ.

(2) この軌跡の円を |z − α| = rとするとき, 中心 αと半径 rが以下のように求まること
を示せ.

α =
p− k2q

1− k2
, r =

k|p− q|
|1− k2|

(3) p, qはこの円に関して対称であることを示せ. ((p− α)(q − α) = r2.)

(4) (対称の原理) 一次分数変換が円C1を円C2にうつすとき, C1に関して対称な 2点は
C2に関して対称な 2点にうつされることを示せ.

問題 6. (一次分数変換の決定) 次の一次分数変換w = φ(z)を求めよ. (ヒント：非調和比
の不変性より, 3点のφによる像が決まればw = φ(z)は定まる. また対称の原理を用いる
(境界は境界にうつることに注意).)

(1) z1 = −1, z2 = −i, z3 = 0をそれぞれw1 = 0, w2 = 1, w3 = ∞にうつす.

(2) z1 = 1, z2 = i, z3 = 0をそれぞれw1 = −1, w2 = 1, w3 = 2にうつす.

(3) z平面の上半平面をw平面の単位円の内部にうつす.

(4) z平面の単位円をw平面の直線にうつす.

今週の宿題・ボーナス問題 (提出期限は 2023年 1月 8日 (日)23時 55分です)
A

B

C

C
C

C

C

1

2

3

4

n

問題 7. (宿題) 一次分数変換について以下の問いに答えよ.

(1) (問題文 1ページ目の囲み記事にある事実：) 正則な 2次の正方行列 A, B に対して
fA ◦ fB = fAB が成り立つことを示せ.

(2) z平面の単位円の内部をw平面の単位円の内部にうつす一次分数変換を求めよ. (単
位円に関して対称な 2点 z = α, α−1がそれぞれw = 0,∞にうつるとし, また「単位
円→単位円」の条件も用いる.)

問題 8. (宿題)

(1) 互いに同心円でなく交わらない (半径有限の)二つの円A,Bが, ある一次分数変換で
同心円にうつることを示したい. (問題 5(4)の対称の原理を既知としてよい.)

(a) 二つの円A,B両方に関して対称な 2点 a± が存在することを示せ.

(b) f(z) =
z − a+
z − a−

とすると f(A)と f(B)が同心円になることを示せ.
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(2) 一方が他方の内部に完全に含まれる２つの円 A,Bがある. 両者の中間のある位置
で, 両方の円に接する円C1を描き, A,B,C1に接する円C2, A,B,C2に接する円C3,

A,B,C3に接する円C4, · · · ,と順次作ったとき, 有限回でCnが最初のC1に接した
とする. このとき, C1を描く操作をどこから始めても, 必ず同じ nでCnが最初のC1

に接すること (Steinerの定理)を示せ. (1)の結果および, 一次分数変換の円円対応
(1ページ下部), および 一次分数変換が等角写像であることを既知としてよい.

一次分数変換とリーマン球面の自己同型
.

.

.

x , x

x , y

x

N

(x, y)

(x , x , x )

3

32

2

1

1

次のような立体射影により, 半径 1の 2次元球面 S2

の点 (x1, x2, x3)と複素平面Cの点 z = x+ iyを対応させる.

このとき具体的な対応関係の式は以下のように計算される:

(x1, x2, x3) =

(
2x

1 + x2 + y2
,

2y

1 + x2 + y2
,
x2 + y2 − 1

1 + x2 + y2

)
,

(x, y) =

(
x1

1− x3

,
x2

1− x3

)
. · · · (∗∗)

北極N に対応する点を無限遠点と解釈することで, 無限遠点の正当化を行うことができ
る. この対応により, 球面上の円は複素平面上の円または直線と対応する. (ちょうど北極
を通る円が複素平面の直線に対応する.)

では一次分数変換はリーマン球面に対するどのような変換と対応するのであろうか？実
はリーマン球面の自己同型というものと対応している. これは例えばリーマン球面の回転
変換を含んでいる. ここではこの回転変換について考えてみよう.

リーマン球面上の対点 (複素平面で β,−1/β) を軸とする (角度 θの)球面の回転に対応
する一次分数変換は次のようなものとなる：

w =
(eiθ + |β|2)z + (1− eiθ)β

(1− eiθ)βz + (1 + eiθ|β|2)
(1)

例えば, β = 0のとき, (1)はw = eiθz (回転)となる. β = 1, θ = πのとき, (1)はw = 1/z

(反転)となるが, 北極と南極を入れ替える変換であることから問題 1の結果が説明される.

(南極は複素平面では原点に対応することに注意.)

また, β = 1, θ =
π

2
のとき, (1)はw = i

z − i

z + i
となり, 上半平面を単位円の内部に, 単位

円内部を下半平面にうつす変換となっている (今日の問題 2). これは, 球面の x2 > 0の部
分 (半球)が回転により南半球にうつることから, 納得できる. β = i, θ =

π

2
のとき, (1)は

w =
1 + z

1− z
となり, 単位円の内部を「実部正の領域」にうつす変換となっている (H001問

題 7). これは南半球が回転によりどこにうつるかを考えれば, 納得できる.

年末年始の無理数スペシャル

問題 9. (ボーナス問題：e の無理数性) ネピアの数 e が無理数であることを背理法により
証明したい. e が有理数だと仮定すると, 互いに素な (正の) 整数 m,n を用いて, e =

m

n
と

書ける. 一方, f(x) := ex の x = 0 における n 次までのテーラー展開は以下のようになる:

f(x) = ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+Rn+1(x).
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(1) 剰余項 Rn+1(x) を, ある定数 θ (0 < θ < 1) を用いて表せ.

(2) 上のテーラー展開において x = 1 を代入したものを考える:

f(1) = e = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
+Rn+1(1).

n!Rn+1(1) は正の整数であることを示せ.

(3) e < 3 を用いて n!Rn+1(1) の上限を評価し, 1 ≤ n!Rn+1(1) と合わせて可能な n の
範囲を求めよ. またこれと 2 < e < 3 を見比べ, 矛盾を導け.

問題 10. (ボーナス問題：πの無理数性) 円周率 πが無理数であることを証明しよう. 自
然数 nに対し以下のような実関数を定義する. akはもちろん整数である.

fn(x) :=
xn(1− x)n

n!
=

1

n!

2n∑
k=n

akx
k

(1) f
(l)
n (0)を, l, n, al で表し, すべての l, nに対してそれが整数であることを確かめよ.

fn(1− x) = fn(x)より f
(l)
n (1)も整数である.

(2) π2が無理数であることを背理法で証明するため π2 = q/p となる互いに素な自然数
p, qが存在するものと仮定する.

G(x) := pn
n∑

k=0

(−1)kπ2n−2kf (2k)
n (x)

= pn
{
π2nfn(x)− π2n−2f (2)

n (x) + π2n−4f (4)
n (x)− · · ·+ (−1)nf (2n)

n (x)
}

に対して, 次式を示せ.

d

dx
{G′(x) sin πx− πG(x) cos πx} = π2qnfn(x) sin πx

この両辺を [0, 1]で積分することで以下の結果が得られる.

I := π

∫ 1

0

qnfn(x) sin πx dx = G(0) +G(1) ∈ Z

(3) 一方, 0 < x < 1における fn(x)の上限・下限を評価し, 0 < I <
πqn

n!
を示せ.

これより, 十分大きな nに対して πqn

n!
< 1 であるが, 定積分 Iの整数性と矛盾する.

よって π2は無理数であること, すなわち πは無理数であることが示された.

問題 11. (ボーナス問題：Euler-Mascheroniの定数) an := 1 +
1

2
+ · · · + 1

n
− log n で

定義される数列の極限値を考える.

(1) 数列 {an} は下に有界であること, および単調減少数列であることを示せ. (これに
より 数列 {an} は収束する.)

(2) この極限値 γ := lim
n→∞

an = 0.5772 · · · をオイラーの定数, あるいはオイラー・マス
ケローニ (Euler-Mascheroni) の定数という. オイラーの定数は無理数か？(未解決問
題ですので「取扱注意 (?)」)
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