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問題 1. (目覚まし積分評価) (1) 0 ≤ x ≤ π

2
において sinx ≥ 2

π
xより 0 < e−t sinx ≤ e−t 2

π
x.

よって,

0 <

∫ π
2

0

e−t sinxdx ≤
∫ π

2

0

e−t 2
π
xdx = − π

2t
(e−t − 1).

はさみうちの原理より, lim
t→∞

∫ π
2

0

e−t sinxdx = lim
t→∞

−π

2t
(e−t − 1) = 0

(2) f(x) = e−t sinxとおく. f(π − x) = f(x)であるから, f(x)のグラフは x =
π

2
に関して

対称である. よって, 　
∫ π

π
2

e−t sinxdx =

∫ π
2

0

e−t sinxdx
t→∞−→ 0.

問題 2. (円周積分路での複素線積分)

(1) C上の点は z = a+ εeiθ (0 < θ < 2π)とおける. dz = ieiθdθより,

I =

∫
C

zndz =

∫ 2π

0

ei(n+1)θidθ =

∫ 2π

0

(i cos(n+ 1)θ − sin(n+ 1)θ) dθ =

{
2πi n = −1

0 n ̸= −1

まとめると, I = 2πiδn,−1 ([コメント] εによらないことにも注意.)

(2) I = 2πiea (分子の ezを z = aのまわりでテイラー展開し, 展開各項に前問 (1)の結
果を適用. ez = ea+(z−a)に注意.)

問題 3. (留数定理の実積分への応用 1) z = eiθとおくと dz = ieiθ dθ より dθ = −iz−1 dz.

一方, cos θ = (z + z−1)/2 であるので,∫ 2π

0

1

(a+ b cos θ)2
dθ =

4

i

∫
|z|=1

z

(bz2 + 2az + b)2
dz.

2次方程式 bz2 +2az+ b = 0 の 2つの実数解 α =
−a−

√
a2 − b2

b
, β =

−a+
√
a2 − b2

b
の

うち単位円内部に含まれるのは β のみである. 被積分関数を z = βのまわりでローラン
展開すると (例題 2(2)の部分分数化を施すことで)

β

b2(α− β)2
1

(z − β)2
+

α + β

b2(α− β)3
1

z − β
+ ((z − β) の 0次以上の項).

したがって留数定理より,

I =
4

i

∫
|z|=1

z

(bz2 + 2az + b)2
dz =

4

i
· 2πi α + β

b2(α− β)3
=

2πa

(a2 − b2)3/2
.

[別解] 例題 3の結果の両辺を aで微分する.

問題 4. (留数定理の実積分への応用 2) 黒板で解説します.
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問題 5. (留数定理の実積分への応用 3)

(1) f(z) = (z2 − z + 2)/(z4 + 10z2 + 9) = (z2 − z + 2)/(z2 + 1)(z2 + 9)とおき, 図 2の
積分路 C (一周)で f(z)を積分する. 留数定理より, R → ∞のとき,∫

C

f(z) dz = 2πi
(
Resz=i f(z) + Resz=3i f(z)

)
= 2πi

(
lim
z→i

(z − i)f(z) + lim
z→3i

(z − 3i)f(z)
)

= 2πi

(
1− i

16i
+

−3i− 7

−48i

)
=

5π

12
.

一方,

∫
AB

f(z) dz =

∫ R

−R

x2 − x+ 2

x4 + 10x2 + 9
dx で, R が十分大きいとき,∣∣∣∣∫

CR

f(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ π

0

R2e2iθ −Reiθ + 2

R4e4iθ + 10R2e2iθ + 9
iReiθdθ

∣∣∣∣ (z = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ π)

≤ R

∫ π

0

∣∣∣∣ R2e2iθ −Reiθ + 2

R4e4iθ + 10R2e2iθ + 9
ieiθ
∣∣∣∣ dθ

= R

∫ π

0

∣∣∣∣ R2 −Re−iθ + 2e−2iθ

R4 + 10R2e−2iθ + 9e−4iθ

∣∣∣∣ dθ
≤ R

∫ π

0

R2 +R + 2

R4 − 10R2 − 9
dθ =

π R(R2 +R + 2)

R4 − 10R2 − 9
.

したがって R → ∞ として,

∫ ∞

−∞

x2 − x+ 2

x4 + 10x2 + 9
dx =

5π

12
.

(2) f(z) := 1/(zn + 1)とおき, 図 3のような積分路Cを考える.

留数定理より, R > 1のとき,∫
C

f(z) dz = 2πi Res
z=e

πi
n
f(z) = 2πi lim

z→e
πi
n

z − e
πi
n

zn + 1
ロピタル
= − 2πi

ne
(n−1)πi

n

= −2πi

n
e

πi
n .

一方,∫
OA

f(z) dz =

∫ R

0

1

xn + 1
dx,∫

BO

f(z) dz =

∫ 0

R

1

rne
2πi
n

×n + 1
e

2πi
n dr, (z = re

2πi
n , 0 ≤ r ≤ R とおいた.)

= −e
2πi
n

∫ R

0

1

rn + 1
dr,∣∣∣∣∫

CR

f(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ 2π

n

0

iReiθ

Rneniθ + 1
dθ

∣∣∣∣∣ (z = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ 2π

n
, R > 1)

≤
∫ 2π

n

0

∣∣∣∣ iReiθ

Rneniθ + 1

∣∣∣∣ dθ =

∫ 2π
n

0

∣∣∣∣ R

Rn + e−niθ

∣∣∣∣ dθ ≤
∫ 2π

n

0

R

Rn − 1
dθ

=
2πR

n(Rn − 1)
.
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したがって R → ∞ として (1− e
2πi
n )

∫ ∞

0

1

xn + 1
dx = −2πi

n
e

πi
n ,

すなわち,

∫ ∞

0

1

xn + 1
dx = −2πi

n
· e

πi
n

1− e
2πi
n

=
π

n
· 2i

e
πi
n − e−

πi
n

=
π

n sin(π/n)
.

(3) f(z) = eiz/z(ez + e−z) を図 2の積分路で積分する. f(z) は z =

(
n+

1

2

)
πi (n は自

然数) において位数 1 の極を持つ. 留数定理より ε → 0, R → ∞ のとき∫
C

f(z) dz = 2πi
∞∑
n=0

Resz=(n+ 1
2)πi

f(z)

= 2πi
∞∑
n=0

lim
z→(n+ 1

2)πi

(
z −

(
n+

1

2

)
πi

)
eiz

z(ez + e−z)

= 2πi
∞∑
n=0

lim
z→(n+ 1

2)πi

eiz

z
· 1

ez − e−z

= 2πi
∞∑
n=0

e−(n+
1
2)π(

n+ 1
2

)
πi

· 1

2i(−1)n
= −i

∞∑
n=0

(−1)n
e−(n+

1
2)π

n+ 1
2

.

実軸上の積分経路については∫
AO−

f(z) dz +

∫
O+B

f(z) dz =

∫ −ε

−R

eix

z(ex + e−x)
dx

∫ R

ε

eix

x(ex + e−x)
dx

=

∫ R

ε

eix − e−ix

x(ex + e−x)
dx = 2i

∫ R

ε

sinx

x(ex + e−x)
dx.

Cεの部分については, z = εeiθ, 0 ≤ θ ≤ π とおくことで∫
Cε

eiz

z(ez + e−z)
dz =

∫ 0

π

i eiεe
iθ

eεeiθ + e−εeiθ
dθ

ε→0−→ −πi

2
.

CRの部分については, z = Reiθ, 0 ≤ θ ≤ πとおくことで∣∣∣∣∫
CR

eiz

z(ez + e−z)
dz

∣∣∣∣ ≤
∫ π

0

∣∣∣∣∣ ieReiθ

eReiθ + e−Reiθ

∣∣∣∣∣ dθ =

∫ π

0

e−Resin θ

|eReiθ + e−Reiθ |
dθ

≤
∫ π

0

e−Resin θ

eR cos θ(1− e−2R cos θ)
dθ ≤

∫ π

0

e−Resin θ

dθ ≤ π e−R.

以上により, ε → 0, R → ∞ とすると,∫ ∞

−∞

sinx

x(ex + e−x)
dx = 2

∫ ∞

0

sinx

x(ex + e−x)
dx

=
π

2
−

∞∑
n=0

(−1)n
e−(n+

1
2)π

n+ 1
2

=
π

2
− 2

∞∑
n=0

(−1)n(e−
π
2 )(2n+1)

2n+ 1

=
π

2
− 2 arctan e−

π
2 = arctan e

π
2 − arctan e−

π
2 .
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問題 6. (宿題：20点)

(1) (10点) z = eiθとおくと dz = ieiθ dθ より dθ = −iz−1 dz. 一方, cos θ = (z + z−1)/2,

sin θ = (z − z−1)/(2i) であるので,∫ 2π

0

sin2 θ

a+ b cos θ
dθ =

i

2

∫
|z|=1

(z2 − 1)2

z2(bz2 + 2az + b)
dz.

2次方程式 bz2+2az+b = 0の2つの実数解を α =
−a−

√
a2 − b2

b
, β =

−a+
√
a2 − b2

b
と表す. 上式最右の表式において被積分関数 f(z)の単位円内に含まれる特異点は, 2

位の極 z = 0と 1位の極 z = β (cf.例題 3)である. 留数は以下のように計算される：

Resz=0f(z) =
d

dz

(z2 − 1)2

bz2 + 2az + b

∣∣∣∣
z=0

=−2a

b2
, Resz=βf(z) =

(z2 − 1)2

bz2(z − α)

∣∣∣∣
z=β

=
2
√
a2 − b2

b2
.

したがって留数定理より,

I =
i

2

∫
|z|=1

(z2 − 1)2

z2(bz2 + 2az + b)
dz =

i

2
· 2πi

(
−2a

b2
+

2
√
a2 − b2

b2

)
=

2π

b2
(a−

√
a2 − b2).

(2) (10点) f(z) = z2/(z2 + a2)3とおき, 問題に与えられた図 2の積分路 C (一周)で
f(z) を積分する. R が十分大きいとき, f(z)はC内において z = aiで 1位の極を持
つ. よって留数定理より,∫

C

f(z) dz = 2πi Resz=ai f(z) = 2πi
1

2!
lim
z→ai

d2

dz2
(
(z − ai)3f(z)

)
=

π

8a3
.

一方, 線分ABに沿っての線積分は, z = x ∈ R, (−R ≤ x ≤ R)として,∫
AB

f(z) dz = 2

∫ R

0

x2

(x2 + a2)3
dx.

また半円弧CRに沿っての線積分は, z = Reiθ, (0 ≤ θ ≤ π)として,∣∣∣∣∫
CR

f(z) dz

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ π

0

R2e2iθ

(R2e2iθ + a2)3
iReiθdθ

∣∣∣∣ ≤ ∫ π

0

∣∣∣∣ R2e2iθ

(R2e2iθ + a2)3
iReiθ

∣∣∣∣ dθ
=

∫ π

0

R2

|R2 − a2|3
Rdθ =

π R3

|R2 − a2|3
.

したがって R → ∞ として,

∫ ∞

0

x2

(x2 + a2)3
dx =

π

16a3
.

問題 7. (ボーナス問題：12点)

(1) (6点) f(z) =
1

z2 tanπz
=

cosπz

z2
1

sin πz
.

まずz = 0のまわりで展開する. sin πz=(πz)−(πz)
3

3!
+
(πz)5

5!
−· · ·=πz

(
1− (πz)2

3!
+
(πz)4

5!
−· · ·

)
より, f(z) =

cos πz

z2
1

πz

(
1−

(
(πz)2

3!
− (πz)4

5!
+ · · ·

))
=

cosπz

z2
1

πz

(
1 +

(
(πz)2

3!
− (πz)4

5!
+ · · ·

)
+

(
(πz)2

3!
− (πz)4

5!
+ · · ·

)2

+ · · ·

)
.
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ここで, cos πz = 1 − (πz)2

2!
+

(πz)4

4!
− · · · より, f(z) =

1

πz3
− π

3z︸ ︷︷ ︸
主要部

+(zの 0次以上).

よって z = 0での極の位数は 3, 留数は−π/3.

z = n( ̸= 0)のまわりでは,

1

z2
=

1

(z − n+ n)2
=

1

n2

 1

1 +
z − n

n


2

=
1

n2

[
1− z − n

n
+

(
z − n

n

)2

− · · ·

]2
,

cosπz = cos {π(z − n) + πn} = cos π(z−n) cos πn−sin π(z−n) sin πn = (−1)n cosπ(z−

n) = (−1)n
(
1− π2(z − n)2

2!
+

π4(z − n)4

4!
− · · ·

)
,

sin πz = sin {π(z − n) + πn} = sin π(z−n) cos πn+cos π(z−n) sin πn = (−1)n sin π(z−

n) = (−1)n
(
π(z − n)− π3(z − n)3

3!
+ · · ·

)
= (−1)nπ(z−n)

(
1− π2(z − n)2

3!
+ · · ·

)
.

(1/(1− t) = 1+ t+ t2 + · · · を念頭において) f(z)を展開すると, f(z) =
cosπz

z2 sin πz
=

1

πn2(z − n)︸ ︷︷ ︸
主要部

+((z − n)の 0次以上). よって z = nでの極の位数は 1, 留数は 1/(πn2).

(2) (6点) 積分路の正方形の 4頂点を A: (N + 1/2)(1 − i), B: (N + 1/2)(1 + i), C:

(N + 1/2)(−1 + i), D: (N + 1/2)(−1− i)とする.

線分AB上では z = (N + 1/2) + it (−N − 1/2 < t < N + 1/2)として,∣∣∣∣∫
AB

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫ N+1/2

−N−1/2

∣∣∣∣∣ 1(
N + 1

2
+ it

)2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣eiπ(N+1/2+it) + e−iπ(N+1/2+it)

eiπ(N+1/2+it) − e−iπ(N+1/2+it)

∣∣∣∣ dt
≤ 1(

N + 1
2

)2 ∫ N+1/2

−N−1/2

∣∣∣∣e−πt − eπt

e−πt + eπt

∣∣∣∣ dt ≤ 1(
N + 1

2

)2 ∫ N+1/2

−N−1/2

1dt
N→∞−→ 0.

2行目で exp (2iπ (N + 1/2)) = −1を用いた.

線分BC上では z = t+ i (N + 1/2) (−N − 1/2 < t < N + 1/2)として,∣∣∣∣∫
BC

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫ −N−1/2

N+1/2

∣∣∣∣∣ 1(
t+ i

(
N + 1

2

))2
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣eiπ(t+i(N+1/2)) + e−iπ(t+i(N+1/2))

eiπ(t+i(N+1/2)) − e−iπ(t+i(N+1/2))

∣∣∣∣ dt
≤ 1(

N + 1
2

)2 ∫ N+1/2

−N−1/2

∣∣∣∣1 + eπ(2N+1)e−2iπt

1− eπ(2N+1)e−2iπt

∣∣∣∣ dt
≤ 1(

N + 1
2

)2 ∫ N+1/2

−N−1/2

∣∣∣∣1 + eπ(2N+1)

1− eπ(2N+1)

∣∣∣∣ dt = 2N + 1(
N + 1

2

)2 ∣∣∣∣1 + eπ(2N+1)

1− eπ(2N+1)

∣∣∣∣ N→∞−→ 0.

同様に線分CD, DAに沿った線積分もN → ∞で 0になることが示される.

(1)よりC内の留数の総和は−π

3
+

2

π

N∑
n=1

1

n2
である. よって留数定理より, N → ∞

において 0 = −π

3
+

2

π

∞∑
n=1

1

n2
⇔ ζ(2) =

∞∑
n=1

1

n2
=

π2

6
.
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