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準備とウォーミングアップ

問題 1. (実積分の極限評価) t > 0とする.

(1) lim
t→∞

∫ π

2

0

e−t sinxdx = 0 を示せ. (ヒント：0 ≤ x ≤
π

2
において sin x ≥

2

π
x)

(2) lim
t→∞

∫

π

π

2

e−t sinxdx = 0を示せ.

複素線積分 (以下すべて, z = x+ iy (x, y ∈ R)とする.)

C

1

i

O

例題 1. n ∈ Zとする.

単位円C (右図)のパラメータ表示が

C =
{

z ∈ C | z = eiθ, 0 ≤ θ < 2π
}

であることを利用して, 次の複素線積分を求めよ.

(積分路の向きは反時計まわりとする):

I =

∫

C

zndz.

【解答】 単位円上の点を z = eiθ (0 < θ < 2π)とおくと, dz = ieiθdθより,

I =

∫

C

zndz =

∫ 2π

0

ei(n+1)θidθ =

∫ 2π

0

(i cos(n+ 1)θ − sin(n + 1)θ) dθ =

{

2πi n = −1

0 n 6= −1

問題 2. (円周積分路での複素線積分) n ∈ Z, a ∈ C, R > 0とする. 積分路を C =

{z ∈ C | |z − a| = R}. としたとき, 次の複素線積分を (コーシーの積分定理・積分公式を

用いずに)求めよ. (積分路の向きは反時計まわりとする. 指数関数のテイラー展開可能性

と指数法則, および項別積分可能性は認めてよい.)

(1) I =

∫

C

(z − a)ndz (2) I =

∫

C

ez

z − a
dz

コーシーの積分定理・積分公式

定理 1. 関数 f(z)が複素平面内の領域Dで正則で, 単純閉曲線C (長さ有限)がそ

の内部も含めてDに属するとする. また aを Cの内部の点とする. このとき, 以下

が成り立つ：

• [コーシーの積分定理]

∮

C

f(z)dz = 0

• [コーシーの積分公式]
1

2πi

∮

C

f(z)

z − a
dz = f(a)
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問題 3. (コーシーの積分公式の応用：部分分数化) 1の 3乗根のうち虚部が正のものをω

と表す. 積分路をC = {z ∈ C | |z| = 7}. としたとき, 次の複素線積分の値をコーシーの

積分公式を用いて求めよう (積分路の向きは反時計まわりとする):

I =

∫

C

z2

z3 − 1
dz.

(1) 以下の部分分数展開を考える. 展開係数A,B,Cを求めよ.
1

z3 − 1
=

A

z − 1
+

B

z − ω
+

C

z − ω2
· · · (∗).

(2) これを利用して，積分値 Iを求めよ.

問題 4. (コーシーの積分定理の実積分への応用１) k > 0とする. 次の実積分の値を求め

よ: I =

∫

∞

0

e−x2

cos 2kxdx.

(ヒント： f(z) = e−z2を下図 (1)に与えられた周回積分路C =AB+BC+CD+DAで積

分する. それぞれの区間の線積分を評価し, R → ∞ の極限をとる. 曲線の向きに注意.)

問題5. (コーシーの積分定理の実積分への応用２) 次の実積分の値を求めよ: I =

∫

∞

0

sin x

x
dx.

(ヒント：f(z) =
eiz

z
を下図 (2)に与えられた周回積分路C =AB+Cε+CD+CRで積分する.

Cε, CRはそれぞれ半径 ε, Rの半円弧. それぞれの区間の線積分を評価し, R → ∞, ε → 0

の極限をとる. 曲線の向きに注意. 問題 1の結果は既知としてよい.)
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C

C
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ε

R
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(3)

O A

B

4

π
R

今週の宿題 (提出期限は 7月 23日 (月)17時＠教育研究支援室です)

問題 6. (大問 2問分の配点とする)

次の実積分 (フレネル積分)の値を求めよ: I =

∫

∞

0

cosx2dx.

(ヒント： f(z) = e−z2を上図 (3)に与えられた周回積分路 C =OA+AB+BOで積分す

る. ABは半径Rの円弧の一部. ガウス積分の値 (H003問題 9 (5))は既知としてよい.)

7月 31日 (火)の小テスト３について：

• 試験範囲は, 7/3, 7/10, 7/17実施の 3回分です. (ただし以下の問題は除く：

ボーナス問題すべて, フーリエ変換の問題 (7/3出題分のH008問題 4・問題 5))

• ノートは持ち込み不可です.
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