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ウォーミング・アップ

問題 1. (先週の復習から：ε−N 論法)

(1) (ε −N 論法による) 数列 {an}が αに収束することの定義を何も見ないで書き下せ
るか (各自で)確認せよ.

(2) an :=
1

n2 + 1
で定められる数列 {an} が 0に収束することを ε−N 論法を用いて (す

らすら)証明せよ.

関数の連続性 (ε− δ論法)

定義 1. (1変数関数の連続性) 任意の正の数 εに対して, ある正の数 δが存在して,

以下の条件 (∗∗)が満たされるとき, 関数 f : R → Rは点 a ∈ Rにおいて連続である
という.

(∗∗) |x− a| < δ を満たすならば |f(x)− f(a)| < ε が成り立つ.

例題 1. x > 0とする.

(1) |x− 1| < δなら必ず
∣∣∣∣ 1

1 + x
− 1

2

∣∣∣∣ < 0.01 となるような δを一つ定めよ.

(2) 任意の正の数 εが与えられたとき, |x − 1| < δなら必ず
∣∣∣∣ 1

1 + x
− 1

2

∣∣∣∣ < ε とな

るような δを εを用いて一つ定めよ.

(3) 関数 f(x) =
1

1 + x
は x = 1において連続か？

【解答】 解説は黒板でやります

問題 2. (ε− δ論法 1) 0 < x < 2とする.

(1) 任意の正の数 εが与えられたとき, |x − 1| < δなら必ず
∣∣∣∣ 1

1 + x2
− 1

2

∣∣∣∣ < ε となるよ

うな δを εを用いて一つ定めよ.

(2) 関数 f(x) =
1

1 + x2
は x = 1において連続か？

問題 3. (ε − δ論法 2) 関数 f, g : R → Rが点 aにおいて連続ならば, 関数 f + g : x 7→
f(x) + g(x) も点 aにおいて連続であることを示せ. (cf. H003例題 2)
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1変数関数の性質 (ほぼ復習)

問題 4. (リフレッシュ問題：1変数関数の微分) 次の関数の導関数を求めよ.

(1) tan x (2) arctan x (3) log(1− x)

(4) log log x (5) ax (a > 0) (6) xx

[ロピタルの定理] f(x), g(x) は点 a の近くで定義されていて, 微分可能とする.

lim
x→a

f(x) = lim
x→a

g(x) = 0 で, lim
x→a

f ′(x)

g′(x)
が存在するならば, lim

x→a

f(x)

g(x)
も存在し

lim
x→a

f(x)

g(x)
= lim

x→a

f ′(x)

g′(x)
.

この定理は a = ±∞のときも,片側極限や
∞
∞
型の不定形のときにも同様に成り立つ.

[有限テーラー展開] 関数 f(x) が開区間 I において n 回微分可能とする. I の点 a

を固定すると, 各 x ∈ I に対して

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

f (n)(a+ θ(x− a))

n!
(x− a)n

を満たす θ (0 < θ < 1) が存在する. この右辺を, x = aにおける有限テーラー展開
という. 特に a = 0のとき, 有限テーラー展開は有限マクローリン展開とも呼ばれる:

f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n)(θx)

n!
xn

問題 5. (1変数関数の極限) 次の関数の極限を求めよ. (ただし a, b, c > 0.) 必要ならばロ
ピタルの定理を用いてよい.

(1) lim
x→∞

5x2 + 8

2x3 + x+ 2
(2) lim

x→0

ax − bx

x
(3) lim

x→+0
xx

問題 6. (テーラー展開の一意性) 次の関数 f(x) の, 与えられた点のまわりでのテーラー
展開を求めよ. (x の 5 次まででよい.)

(1) x3 (x = 1) (2)
1

1− x
(x = 0) (3)

( 1

1− x

)2

(x = 0) (4) log(1− x) (x = 0)

問題 7. (1変数関数の極限) 次の極限をテーラー展開を用いて求めよ.

(1) lim
x→0

x− 1

2
x2 − log(1 + x)

x3
(2) lim

x→0

ex
2 − cos x

x arctanx

今週の宿題 (提出期限は☆ 5月 22日 (火)☆演習開始時です)

問題 8. (関数の連続性)

(1) x > 0とする. 関数 f(x) =
√
xは x = 4において連続であることを示せ.

(2) 関数 f, g : R → Rが点 aにおいて連続ならば, 関数 5f + 22g : x 7→ 5f(x) + 22g(x)

も点 aにおいて連続であることを示せ.
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問題 9. (ex のテーラー展開と応用)

e が無理数であることを背理法により証明したい. e が有理数だと仮定すると, 互いに
素な (正の) 整数 m,n を用いて, e =

m

n
と書ける. 一方, f(x) := ex の x = 0 における n

次までのテーラー展開は以下のようになる:

f(x) = ex = 1 +
x

1!
+

x2

2!
+

x3

3!
+ · · ·+ xn

n!
+Rn+1(x).

(1) 剰余項 Rn+1(x) を, ある定数 θ (0 < θ < 1) を用いて表せ.

(2) 上のテーラー展開において x = 1 を代入したものを考える:

f(1) = e = 1 + 1 +
1

2!
+

1

3!
+ · · ·+ 1

n!
+Rn+1(1).

n!Rn+1(1) は正の整数であることを示せ.

(3) e < 3 を用いて n!Rn+1(1) の上限を評価し, 1 ≤ n!Rn+1(1) と合わせて可能な n の
範囲を求めよ. またこれと 2 < e < 3 を見比べ, 矛盾を導け.

ボーナス問題 (提出期限は☆ 5月 22日 (火)☆演習開始時です)

問題 10. (πの無理数性) 問題 9でネピアの数 eが無理数であることを証明した. ここで
は, 円周率 πが無理数であることを証明しよう. 天下りであるが, 自然数 nに対し

fn(x) :=
xn(1− x)n

n!
=

1

n!

2n∑
k=n

akx
k

という実関数を定義する. akはもちろん整数である.

(1) f
(l)
n (0)を, l, n, al で表し, すべての l, nに対してそれが整数であることを確かめよ.

fn(1− x) = fn(x)より f
(l)
n (1)も整数である.

(2) π2が無理数であることを背理法で証明するため π2 = q/p となる互いに素な自然数
p, qが存在するものと仮定する.

G(x) := pn
n∑

k=0

(−1)kπ2n−2kf (2k)
n (x)

= pn
{
π2nfn(x)− π2n−2f (2)

n (x) + π2n−4f (4)
n (x)− · · ·+ (−1)nf (2n)

n (x)
}

に対して, 次式を示せ.

d

dx
{G′(x) sin πx− πG(x) cos πx} = π2qnfn(x) sin πx

この両辺を [0, 1]で積分することで以下の結果が得られる.

I := π

∫ 1

0

qnfn(x) sin πx dx = G(0) +G(1) ∈ Z

(3) 一方, 0 < x < 1における fn(x)の上限・下限を評価し, 0 < I <
πqn

n!
を示せ.

これより, 十分大きな nに対して
πqn

n!
< 1 であるが, 定積分 Iの整数性と矛盾する.

よって π2は無理数であること, すなわち πは無理数であることが示された.
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