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Abstract. 多重ゼータ値の研究においてRacinet ([R])によって導入されたダブルシャッフル
集合 DMRと Drinfeld ([D])が導入したアソシエーターの集合 ASTRの定義及びそれらの関係
について、mould理論を用いた再定式化について説明する。この報告は広瀬稔氏と小見山尚氏
との共同研究 [FHK]に基づいている。

1. 非可換形式的冪級数サイドでの定式化
この節では非可換形式的冪級数環の部分集合として定められるダブルシャッフル集合DMR

とアソシエーター集合ASTRの定式化と二つの関係について知られていることを手短に復習
する。
この二つは多重ゼータ値が満たす二つの重要な関係式、ダブルシャッフル関係式とアソシ

エーター関係式、で定義される集合である。この二つは性格も出自も全く異なる関係式であ
るがどちらも多重ゼータ値のすべての関係式を尽くすことが期待されており、とりわけこの
二種の関係式は等価であることが期待されている。

1.1. DMR. ダブルシャッフル集合DMRとはRacinet ([R])により導入された非可換形式的冪
級数環の部分集合であり多重ゼータ値の満たすダブルシャッフル関係式より定められる。この
定義を説明するためにいくつか記号を準備する：Γを有限集合, fΓを f0, fσ (σ ∈ Γ)で生成され
た自由Q-リー代数とする。この普遍包絡代数の完備化 Û fΓには自然にHopf代数の構造が入
る。これの余積を∆とおく。Q-代数として Û fΓは非可換形式的冪級数代数Q〈〈f0, fσ

∣∣ σ ∈ Γ〉〉
と同一視される。特にΓ = {1} (一点集合)のとき、Racinetの記号に合わせて Û fΓをQ〈〈X〉〉
と記すことにする。次に、Q〈〈Y 〉〉を {Yk}k∈N で生成された非可換多項式環の次数による完
備化とする。ここで次数は deg Yk = kで入れる。Q〈〈Y 〉〉には

∆∗(Yn) := Yn ⊗ 1 + 1⊗ Yn +
∑
i+j=n

Yi ⊗ Yj (n ≥ 1)

で余積を入れることにより Hopf代数の構造が入る。Q-線形な全射 πY : Q〈〈X〉〉 ↠ Q〈〈Y 〉〉
を

πY (W ) :=

ß
Yk1 · · ·Ykr (W = f1f

k1−1
0 · · · f1fkr−1

0 ),
0 (W :その他)
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で定める (これはHopf代数の準同型にならない)。各 ϕ ∈ Q〈〈X〉〉に対して

ϕcorr := exp

(
∞∑
k=2

(−1)k
〈ϕ|f1fk−1

0 〉
k

Y k
1

)
,

ϕ∗ := πY (ϕ) · ϕcorr ∈ Q〈〈Y 〉〉

と定める。ここで 〈ϕ|f1fk−1
0 〉とは ϕの f1f

k−1
0 の係数のことである。

Definition 1 ([R]). ダブルシャッフル集合DMRとは次の条件
• ϕ(f0, 0) = ϕ(0, f1) = 1
• ∆(ϕ) = ϕ⊗ ϕ
• ∆∗(ϕ∗) = ϕ∗ ⊗ ϕ∗

を満たす非可換形式的冪級数ϕ = ϕ(f0, f1) ∈ Q〈〈f0, f1〉〉のなす集合のことである。各 µ ∈ Q
に対して 〈ϕ|f1f0〉 = µ2

24
なるDMRの元 ϕの部分集合をDMRµと記すことにする。

この記号 DMRは double mélange et régularisationの頭文字から来ている。DMR0には非
可換群の構造が入る。ダブルシャッフル群とはこの群DMR0のことである。また各DMRµに
は DMR0作用し、この作用により各 µ ∈ Qに対して DMRµには DMR0-torsorの構造が入る
ことが [R]で示されている。

KZ (Knizhnik-Zamolodchikov)方程式の基本解を使って Drinfeld ([D])が KZアソシエー
ターと呼ばれる非可換形式的冪級数 ΦKZ ∈ C〈〈X〉〉を構成している。これの各係数には多重
ゼータ値が現れることが知られている。(cf. [LM], [F03])。この形式的冪級数 (正確にはこれ
の逆さ読み) が上の DMRの (C-値)点を与えることは多重ゼータ値がダブルシャッフル関係
式を満たすことの言い換えになっている。

1.2. ASTR. 次にDrinfeld ([D])によるアソシエーター集合ASTRの定義を説明するためにい
くつか記号を準備する：n ≥ 2とする。無限小組紐リー代数 (別名: Drinfeld-Kohnoリー代数)
tnとは、生成元が {tij}0≤i,j<nで与えられ

tii = 0, tij = tji, [tij, tik + tjk] = 0, [tij, tkl] = 0 (i, j, k, l :みな異なる)

で関係式が与えられた次数付きリー代数のことである。
Definition 2 ([D, F10]). 非可換形式的冪級数 ϕ = ϕ(f0, f1) ∈ Q〈〈f0, f1〉〉 が次のアソシエー
ター関係式

• ϕ(f0, 0) = ϕ(0, f1) = 1
• ∆(ϕ) = ϕ⊗ ϕ
• ϕ(t02 + t12, t23)ϕ(t01, t12 + t13) = ϕ(t01, t12)ϕ(t01 + t02, t13 + t23)ϕ(t12, t23)

を満たすときアソシエーターであるという。アソシエーター全体のなす集合を ASTRと記す
ことにする。
各µ ∈ Qに対して 〈ϕ|f1f0〉 = µ2

24
なるASTRの元ϕの部分集合をASTRµと記すことにする。

最後の定義式は五角形関係式と言われており、これは t4の普遍包絡代数の完備化 Û t4内で
の関係式として定式化されている。元来アソシエーターの定義には上の三関係式だけでなく
さらに六角形関係式 (I, II)なる二つの関係式も含まれていたが、実はこの二関係式は上述の
三関係式より従うので不要であることが [F10]で示されている。
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アソシエーター関係式は幾何学的に解釈され、それより先の KZアソシエーター ΦKZ は
ASTRの (C-値)点を定めることが従う。多重ゼータ値はこのΦKZの各係数を書き下すのでこ
れより多重ゼータ値の代数的関係式が得られる。

ASTR0 には非可換群の構造が入る。Grothendieck-Teichmüller群とはこの ASTR0 のこと
であり GRT1と書かれる。各 ASTRµにはこの GRT1が作用し、この作用により各 µ ∈ Qに
対して ASTRµ には GRT1-torsorの構造が入ることが [D]で示されている。詳細については
[F14, FKN]なども参照されたい。
1.3. 相互関係. 多重ゼータ値のダブルシャッフル関係式とアソシエーター関係式は等価であ
ることが期待されているので、DMRとASTRは一致していることが期待されている。これに
関して以下が知られている。
Theorem 3 ([F11, EnF]). アソシエーター集合 ASTRはダブルシャッフル集合DMRに部分
集合として埋め込まれる：

DMR ⊃ ASTR

[F22]ではアソシエーター関係式と [HS]の合流関係式が同値であることが示されている。
[HS]では合流関係式よりダブルシャッフル関係式が従うことが示されているのでこれからも
Theorem 3の主張が従う。一方で逆向きの埋め込み DMR ⊂ ASTRについては未だ判ってい
ない。

2. Mouldサイドでの定式化
前節で説明したダブルシャッフル集合 DMRとアソシエーター集合 ASTRについて [FHK]

のmould理論を用いた定式化を説明する。
2.1. 準備. Mouldsは J. Ecalle ([Ec81])により導入された概念である。本報告では Schneps
([S15])流の定義を採用することにする。初めて勉強する人には [K20]を勧める。
Definition 4. F =

⋃
m≥0 Fm を関数族 (正確な定義は [FHK]を参照), Γを集合とする。無

限族
M =

(
M
(
x1,...,xm
σ1,...,σm

))
m⩾0,σi∈Γ

を Γ-添字のmouldという。ただしここでM
(
x1,...,xm
σ1,...,σm

)
∈ Fm としている。Γ-添字のmoulds

全体の集合M(F ; Γ)には以下の積写像により非可換Q-代数の構造が入る。

(A× B)
(
x1,...,xm
σ1,...,σm

)
:=

m∑
i=0

A
(
x1,...,xi
σ1,...,σi

)
B
Ä
xi+1,...,xm
σi+1,...,σm

ä
.

この積に関する単位元 1M(F ;Γ) ∈ M(F ; Γ)は以下で与えられる。

1M(F ;Γ)

(
x1,...,xm
σ1,...,σm

)
:=

ß
1 (m = 0),
0 (その他).

またmould M が定数であるとは全ての成分が定数であるとき、即ち、M
(
x1,...,xm
σ1,...,σm

)
∈ Qであ

るときのことをいう。
Definition 5 ([S12]). 非可換形式的冪級数 h ∈ Q〈〈f0, fσ

∣∣ σ ∈ Γ〉〉が

h =
∞∑
r=0

∑
(σ1,...,σr)∈Γr

∑
k0,...,kr∈N0

〈
h
∣∣ k0,...,kr
σ1,...,σr

〉
fk0
0 fσ1 · · · fσrf

kr
0
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と展開されたとき、可換形式的冪級数marΓ,h(
x1,...,xr
σ1,...,σr

) ∈ Fser,r := Q[[x1, . . . , xr]]を
marΓ,h(

x1,...,xr
σ1,...,σr

) =
∑

k1,...,kr∈N0

〈
h
∣∣ 0,k1,...,kr
σ1,...,σr

〉
xk1
1 (x1 + x2)

k2 · · · (x1 + · · ·+ xr)
kr

で定め、mould maΓ,h ∈ M(Fser; Γ) (ここでFser =
⋃

r⩾0 Fser,r) を
maΓ,h = {marΓ,h(

x1,...,xr
σ1,...,σr

)}r⩾0,(σ1,...,σr)∈Γr

で定める。
同一視 Û fΓ ' Q〈〈f0, fσ

∣∣ σ ∈ Γ〉〉において、f0の係数を取ることにより誘導されるQ-線形
写像を e0 : Û fΓ → Q とおく。Û fΓのQ-線形部分空間 Û fΓ

†を
Û fΓ

†
:= {w ∈ Û fΓ | (e0 ⊗ id) ◦∆(w) = 0}

で定める。 h 7→ maΓ,h の対応によりQ-代数の同型
maΓ : Û fΓ

† ≃→ M(Fser; Γ)

が誘導される (cf. [FHK])。
次に Sauzin([Sau])により導入された dimouldsの概念を紹介する。

Definition 6. F =
⋃

m⩾0 Fm を関数族, Γ1, Γ2を集合とする。無限族
M :=

Ä
M
Ä
x1,...,xr;xr+1,...,xr+s
σ1,...,σr;σr+1,...,σr+s

ää
r,s⩾0,σ1,...,σr∈Γ1,σr+1,...,σr+s∈Γ2

,

を (Γ1,Γ2)-添字のdimouldという。ただしここでM
Ä
x1,...,xr;xr+1,...,xr+s
σ1,...,σr;σr+1,...,σr+s

ä
∈ Fr+s としている。

(Γ1,Γ2)-添字の dimoulds全体の集合M2(F ; Γ1,Γ2)にも以下の積写像により非可換Q-代数の
構造が入る。

(A× B)
Ä
x1,...,xr;xr+1,...,xr+s
σ1,...,σr;σr+1,...,σr+s

ä
:=

r∑
i=0

s∑
j=0

A
Ä
x1,...,xi;xr+1,...,xr+j
σ1,...,σi;σr+1,...,σr+j

ä
B
Ä
xi+1,...,xr;xr+j+1,...,xr+s
σi+1,...,σr;σr+j+1,...,σr+s

ä
.

この dimouldの概念は Ecalle ([Ec03, Ec11])による bimouldの概念とは異なることに注意
しておく。
以下の様にmouldsのテンソル積を取ることで dimouldが作れる。

i⊗ : M(F ; Γ1)⊗Q M(F ; Γ2) → M2(F ; Γ1,Γ2)

i⊗(M ⊗N)
Ä
x1,...,xr;xr+1,...,xr+s
σ1,...,σr;σr+1,...,σr+s

ä
:= M

(
x1,...,xr
σ1,...,σr

)
·N
Ä
xr+1,...,xr+s
σr+1,...,σr+s

ä
.

2.2. GARI(F)as∗is. ダブルシャッフル集合DMRのmould版GARI(F)as∗isについて [S15, SS]に
基づいて説明する。
まず mouldsの shuffle写像を定義するために以下の記号を準備する: 集合 XZ を XZ :=

{(uσ) | u = a1x1 + · · ·+ akxk, k ∈ N, aj ∈ Z, σ ∈ Γ} で定める。X•
ZをXZで生成された非可

換自由モノイドとする。AX をX•
Zを基底に持つQ-線形空間とする。AX には

aω � bη := a(ω � bη) + b(aω � η),
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(a, b ∈ XZ, ω, η ∈ X•
Z) で定まる shuffle積

� : AX ×AX → AX

により結合的可換Q-代数の構造が入る。各 ω, η, α ∈ X•
Zに対して整数 Sh

(
ω;η
α

) を
ω � η =

∑
α∈X•

Z

Sh

Ç
ω; η

α

å
α.

で定める。
Definition 7. F を関数族, Γを集合とする。shuffle写像

Sh = ShΓ : M(F ; Γ) → M2(F ; Γ,Γ)

とは各M ∈ M(F ; Γ)に対して

Sh(M) :=

Ñ∑
α∈X•

Z

Sh

Ç(x1, ..., xp
σ1, ..., σp

)
;
(xp+1, ..., xp+q
σp+1, ..., σp+q

)
α

å
M(α)

é
p,q⩾0,σi∈Γ

で定義されるQ-線型写像である。
この写像は代数準同型であることが [K21]で示されている。

Definition 8. Mould M ∈ M(F ; Γ)が symmetralであるとは Sh(M) = M ⊗ M かつ
M(∅) = 1であるときのことをいう。

F = FserのときM ∈ M(F ; Γ)が symmetralであることとma−1
Γ (M) ∈ Û fΓ

†が group-like
であることは同値になる (cf. [FHK])。

次に moulds の stuffle 写像を定義するために以下の記号を準備する: 集合 YZ を YZ :=
{(σu) | u = a1x1 + · · · + akxk, k ∈ N, aj ∈ Z, σ ∈ Γ} で定める。Y •

Z を YZ で生成され
た非可換自由モノイドとする。KをK := Q(xi | i ∈ N)、すなわちQ上 xi達 (i ∈ N)で生成
された可換体とする。AY を YZで生成されたK-代数とする (よってAY は Y •

Z を基底に持つ
K-線型空間である)。AY には各

(
σ
v

)
,
(
σ′

v′

)
∈ YZ (v 6= v′)と ω, η ∈ Y •

Z に対して

(σv )ω �∗
Ä
σ′

v′

ä
η := (σv )

(
ω �∗

Ä
σ′

v′

ä
η
)
+
Ä
σ′

v′

ä(
(σv )ω �∗ η

)
+

1

v − v′

¶Ä
σσ′

v

ä
(ω �∗ η)−

Ä
σσ′

v′

ä
(ω �∗ η)

©
とすることで定まる stuffle積

�∗ : A⊗2
Y → AY

により非結合的可換Q-代数の構造が入る。各 ω, η, α ∈ Y •
Z に対して Sh∗

(
ω;η
α

)
∈ Kを

ω �∗ η =
∑
α∈Y •

Z

Sh∗

Ç
ω; η

α

å
α

で定める。
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Definition 9. F を可除な関数族 (cf. [FHK]), Γを集合とする。stuffle写像
Sh∗ = Sh∗,Γ : M(F ; Γ) → M2(F ; Γ,Γ)

とは各M ∈ M(F ; Γ) に対して

Sh∗(M) :=

Ñ∑
α∈Y •

Z

Sh∗

Ç(σ1, ..., σp
x1, ..., xp

)
;
(σp+1, ..., σp+q
xp+1, ..., xp+q

)
α

å
M(α)

é
p,q⩾0,σi∈Γ

で定義されるQ-線型写像である。ここでM(F ; Γ) とM(F ; Γ)は同じ集合であるが便宜上違
う記号で表している。またM ∈ M(F ; Γ)の各成分をM

(
x1,...,xm
σ1,...,σm

)でなくM
(
σ1,...,σm
x1,...,xm

) と記す
ことにしている。
この写像も代数準同型であることが [K21]で示されている。

Definition 10. Mould M ∈ M(F ; Γ)が symmetrilであるとは Sh∗(M) = M ⊗ M かつ
M(∅) = 1であるときのことを言う。
ダブルシャッフル集合DMRのmould版を説明するために以下を導入する：Γを群とする。

Q-線型写像
swap : M(F ; Γ) → M(F ; Γ)

を各M ∈ M(F ; Γ)に対して

swap(M)
(

σ1, . . . , σm

x1, . . . , xm

)
= M

(
xm, xm−1 − xm, . . . , x2 − x3, x1 − x2

σ1 · · ·σm, σ1 · · ·σm−1, . . . , σ1σ2, σ1

)
と定める。
Definition 11 (cf. [Ec03]). Γ = [1] := {1}(一点集合)のとき、symmetralでありかつある定
数mould Cが取れて積C × swap(M)が symmetrilになるようなmould M ∈ M(F ; [1])全体
のなす集合をGARI(F)as∗isと記す。特にM

(
x1
σ1

)が偶関数となるようなMがなすGARI(F)as∗is
の部分集合を GARI(F)as∗isとおく。
詳細な証明はどこに書かれてあるのか知らないが, GARI(F)as∗is は群構造を有し、さらに

GARI(F)as∗isに群作用をしているようである (cf. [Ec03, Ec11])。
Theorem 12 ([S15]). F = Fser, Γ = [1]のときDefinition 5の写像maΓにより全単射

DMR · expQf1 ' GARI(F)as∗is

が得られる。またこれの制限により全単射DMR0 · expQf1 ' GARI(F)as∗is も得られる。
上の定理が GARI(F)as∗isがDMRのmould版であるという所以である。

2.3. GARI(F)as+bal. [FHK]において導入したアソシエーター集合ASTRのmould版GARI(F)as+bal

の定義と前小節の GARI(F)as∗isとの関係について説明する。
ε1, . . . , εdを適当な複素数として次の可換形式的冪級数

I
(
u1, ..., ud
ϵ1, ..., ϵd

)
:=

∫
0<s1<···<sd<1

s−u1
1 ds1
ε1 − s1

∧ · · · ∧ s−ud
d dsd
εd − sd

∈ C[[u1, . . . , ud]]
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を考える。これは多重ポリログ関数

Lin1,...,nd
(z1, . . . , zd) :=

∑
0<k1<···<kd

zk11 · · · zkdd
kn1
1 · · · knd

d

を用いて
I
(
u1, ..., ud
ϵ1, ..., ϵd

)
=

∑
n1,...,nd>0

Lin1,...,nd
(
ε2
ε1
, . . . ,

εd
εd−1

,
1

εd
)

· un1−1
1 (u1 + u2)

n2−1 · · · (u1 + · · ·+ ud)
nd−1

とも書き表される。O = O(D2)を二次元開円盤D2 = {(x, y) ∈ C2 : |x|2 + |y|2 < 1}上の複素
解析関数のなすC-代数とする。[1] = {1}, [2] = {1, 2}とする。 d ⩾ 0, σ1, . . . , σd ∈ [2]に対
して

ε(σ) =

®
x (σ = 1),

xy (σ = 2)

とおくことで
Zagx

(u1,...,ud
1,...,1

)
:= (−1)dI

Ä
u1,...,ud

x−1,...,x−1

ä
,

Zagxy,x
(
u1,...,ud
σ1,...,σd

)
:= (−1)dI

Ä
u1,...,ud

ϵ(σ1)−1,...,ϵ(σd)−1

ä
,

と定める。同様にして Zagy
(u1,...,ud

1,...,1

)と Zagxy,y
(
u1,...,ud
σ1,...,σd

) も定める。これにより定まる ‘mould’
も同じ記号で

Zagx,Zagy ∈ M(OFser; [1]), Zagxy,x,Zagxy,y ∈ M(OFser; [2]).

と記すことにする。ここで OFser := O⊗̂QFserとしている。これらのテンソル積をとることに
より ‘dimoulds’

Zagx ⊗ Zagxy,y, Zagy ⊗ Zagxy,x ∈ M2(OFser; [1], [2])

が定まる。[FHK]では
(idO ⊗ bal)(Zagy ⊗ Zagxy,x) = Zagx ⊗ Zagxy,y

となる (で一意に定まる) Q-線形な対合写像
bal : M2(Fser; [1], [2]) → M2(Fser; [1], [2])

が構成されている。
Definition 13 ([FHK]). Symmetralでありかつある定数mould C ∈ M(F ; [2])が取れて

bal(M[1] ⊗M[2]) = M[1] ⊗ (M[2] × C)

となるmould M ∈ M(F ; [1])全体のなす集合をGARI(F)as+balと記す。特にM
(
x1
σ1

)が偶関数
となるM のなす GARI(F)as+bal の部分集合を GARI(F)as+balとおく。

GARI(F)as+balが群構造を有しさらにGARI(F)as+balに群作用をするかどうかは判っていない。
Theorem 14 ([FHK]). F = Fser, Γ = [1]のときDefinition 5の写像maΓにより全単射

ASTR · expQf1 ' GARI(F)as+bal

が得られる。またこれの制限により全単射 GRT1 · expQf1 ' GARI(F)as+bal も得られる。
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上の定理が GARI(F)as+balが ASTRのmould版であるという所以である。
Theorem 15 ([FHK]). 以下の埋め込みが存在する：

GARI(F)as+bal ↪→ GARI(F)as∗is

特にF = Fserのとき、この埋め込みはTheorem 3の埋め込みと写像maΓを介して両立して
いる:

ASTR · expQf1
≃

maΓ
//

� _

��

GARI(F)as+bal� _

��
DMR · expQf1

≃
maΓ

// GARI(F)as∗is

すなわち、上の図式は可換である。
この定理の証明で二変数多重ポリログ関数の関数関係式を用いている点は [F11]と共通し

ている。
2.4. ASTRとDMRが一致していることが期待されていると先述したが、一般のF に対して
も GARI(F)as+balの像と GARI(F)as∗isはやはり一致していると期待すべきなのだろうか。

[Ec03]ではGARI(F)as∗asという、言うなればGARI(F)as∗isの深さ次数付け版、が導入されて
いる。これはGoncharov ([G])の二面体リー (余)代数の研究に関わっている (cf. [FK], [KF])。
このGARI(F)as∗isとGARI(F)as∗asを直に繋げる"dimorphic transport"の理論が [Ec03], [Ec11,
§4.7]で展開されている。GARI(F)as+balに対しても同様な理論が展開できるのだろうか。疑
問が湧いてくるがどれも判らない。
2.5. Ecalle氏の一連の論文 ([Ec81]-[Ec20])は独特な"言語"で書かれており、この言語に慣れ
るまでにそれなりの労力を要する。この独特さに思わずアレルギー反応を起こしてしまうか
もしれないが、時間をかけて向き合っていくと、この言語はじっくりと練り上げられており
たいへん納得のいくものであると気付かされる。同氏の 10年、20年前の論文でもアイデア
や視点 (例えば [Ec03, §15]の Zagの三分割)が真新しく、論文が古くなっていない。私はまだ
理論の僅かな部分しか解読できていないが、自分の理解がまだ及んでいないところに深く新
しい数学が眠っていそうに思え興味が掻き立てられる。
謝辞：代数的整数論とその周辺 2023 にて講演の機会を提供してくださいました東京電

機大学の千田雅隆氏に感謝いたします。本研究は JSPS科研費 JP18H01110, JP20H00115,
JP21H00969, JP21H04430の助成を受けております。
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