
2015年度 名古屋大学大学院
多元数理科学研究科博士課程（後期課程）

入学試験問題

2014 年 7 月 30 日（水）9:00～12:00

注意事項：

1. 試験開始の合図があるまで，この問題冊子を開いてはならない．

2. 問題用紙は表紙を除いて 5 枚 1 組である．試験開始後に各自確認すること．
乱丁，落丁，印刷不鮮明な箇所などがあれば，ただちに監督者に申し出る
こと．

3. 問題は全部で 3 題ある．
�� ��1 ,

�� ��2 ,
�� ��3 の 3 題すべてに解答すること．

4. 答案用紙は 3 枚 1 組である．各自確認すること．ホッチキスを外してはな
らない．

5. 答案用紙は，1 枚目が
�� ��1 用，2 枚目が

�� ��2 用，3 枚目が
�� ��3 用となっ

ている．間違えないこと．

6. すべての答案用紙の所定の欄に，受験番号と氏名を記入すること．

7. 答案用紙の裏面を使用してもよいが，その場合には答案用紙表面右下の四角
の中に×印を記入すること．

8.
�� ��3 では，選択した小問の番号を答案用紙表面上部の所定の欄に記入する
こと．

9. 答案用紙のホッチキスがはずれた場合，あるいは計算用紙が足りなくなった
場合は，監督者に申し出ること．

10. 試験終了後に提出するものは，3 枚 1 組の答案用紙である．この問題冊子と
計算用紙は持ち帰ってもよい．

記号について：
問題中の Z, Q, R, C はそれぞれ整数，有理数，実数，複素数全体のなす集合を
表す．
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	1 A = (aij) を複素 n 次正方行列とする．以下の問に答えよ．

(1) b, c ∈ Cn に対して，漸化式

xk+1 = Axk + c (k = 0, 1, 2, . . .), x0 = b

により点列 {xk}∞k=0 を定める．このとき，A の任意の固有値 λ が |λ| < 1 をみ

たすならば {xk}∞k=0 は収束することを示し，その極限点を A, b, c のうち必要

なものを用いて表せ．

(2) A の任意の固有値 λ に対して，ある i が存在して |λ− aii| ≤
n∑

j=1
j ̸=i

|aij| が成立す

ることを示せ．

(3) すべての i = 1, 2, . . . , n に対して |aii| >
n∑

j=1
j ̸=i

|aij| をみたすものと仮定する．ま

た，A の対角部分（対角成分以外の成分をすべて 0 に変更した行列）を D と

おき，b, c ∈ Cn に対して，漸化式

Dyk+1 = (D − A)yk + c (k = 0, 1, 2, . . .), y0 = b

により点列 {yk}∞k=0 を定める．このとき， {yk}∞k=0 は収束することを示し，そ

の極限点を A, b, c のうち必要なものを用いて表せ．

（2014 年 7 月 30 日） （次ページあり）
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	2 自然数 m に対して多項式 Pm(x) = x(x − 1)(x − 2) · · · (x − (m − 1)) を考え，

Pm(x) =
m∑
j=1

am,j x
j (am,j ∈ Z) と展開する．また，半直線 R+ = {t ∈ R | t > 0}

上の C∞ 級関数全体の集合を C∞(R+) で表し，その上の作用素

T : f(t) 7→ t f(t), D : f(t) 7→ f ′(t)

を考える．以下の問に答えよ．

(1) 関係式 TmDm =
m∑
j=1

am,j (TD)j が成立することを示せ．

(2) 任意の定数 C > 0 に対して，不等式
m∑
j=1

Cjj! |am,j| ≤ (C + 1)mm! が成立する

ことを示せ．

(3) f ∈ C∞(R+) とし，ある定数 C > 0 が存在して，すべての自然数 m に対して

不等式

sup
t>0

|TmDmf(t)| ≤ Cm+1m!

が成立するものとする．このとき，f は R+ 上で実解析的であることを示せ．

(4) f ∈ C∞(R+) とし，ある定数 C > 0 が存在して，すべての自然数 m に対して，

不等式

sup
t>0

|(TD)mf(t)| ≤ Cm+1m!

が成立するものとする．このとき，f は R+ 上で実解析的であることを示せ．

（2014 年 7 月 30 日） （次ページあり）
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	3 以下の (1) ～ (12) の 12 問のうちから 4 問を選んで解答せよ．選択した 4 問の番号

を答案用紙の所定の欄に記入すること．5 問以上選択した答案は無効とする．

(1) f : R −→ R を，f(0) = f(1) = 0 をみたすなめらかな関数とする．このとき，

y : R −→ R を未知関数とする常微分方程式の初期値問題

y′ = f(y), y(0) = y0 ∈ (0, 1)

の解は，R 全体で一意に存在することを示せ．

(2) 実 3 次正方行列全体の集合 M(3,R) に R9 としての自然な位相を入れるとき，

SO(3) = {A ∈ M(3,R) | tA = A−1, detA = 1} はコンパクトかつ連結であるこ

とを示せ．

(3) C 上の関数 cos(|z|2), cos(z2) の正則性と有界性を調べよ．

(4) 実定数 a, b および R2 上の C1 級関数 φ(x, y) を与えるとき，偏微分方程式と

初期条件

∂u

∂t
(t, x, y) + a

∂u

∂x
(t, x, y) + b

∂u

∂y
(t, x, y) = 0, u(0, x, y) = φ(x, y)

をみたす R3 上の C1 級関数 u(t, x, y) を求めよ．また，このような u(t, x, y) は

ただひとつであることを示せ．

(5) f は測度空間 (X,B, µ) 上の可測関数で，f ≥ 0 かつ

∫
X

f(x) dµ = 0

であるものとする．このとき，ほとんどすべての x ∈ X に対して f(x) = 0 と

なることを示せ．

(6) ～ (12) は次ページ以降にある．

（2014 年 7 月 30 日） （次ページあり）
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	3 （続き）

(6) C 上のヒルベルト空間 X を定義域にもつ線形作用素 A : X → X が自己共役で

あるための必要十分条件は，任意の u ∈ X に対して内積 (Au, u) が実数値とな

ることである．これを示せ．

(7) 4 次対称群 S4 に対して，以下を示せ．

(i) A4 を 4 次交代群とすると，群の同型 S4/A4
∼= Z/2Z が成り立つ．

(ii) H = {e, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} は S4 の正規かつ可換な部分群であ

る．ただし e は S4 の単位元とする．

(iii) S4 は可解群である．

(8) p を素数とする．整数係数の多項式環 Z[x] の元 f , g がともに Z[x] において p

で割り切れないならば，それらの積 fg も Z[x] において p で割り切れないこと

を示せ．また，f が Z[x] において既約ならば，f は Q[x] においても既約であ

ることを示せ．

(9) α =
√
2 +

√
3 の有理数体 Q 上の最小多項式を求めよ．また，体 Q(

√
2,
√
3) は

Q(
√
6) 上 2 次の拡大体であること，および Q 上の単純拡大 Q(α) と一致する

ことを示せ．

(10) 2 次元トーラスの第１ベッチ数を求めよ．

(11) ～ (12) は次ページにある．

（2014 年 7 月 30 日） （次ページあり）
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	3 （続き）

(11) γ : [0, L] −→ R2 を弧長でパラメータ付けされたなめらかな平面閉曲線とし，

κ : [0, L] −→ Rを γの曲率関数とする．このとき， 1

2π

∫ L

0

κ(t) dtは整数値である

ことを示せ．ただし，J を角度 π/2の回転変換とし，e1(t) = γ′(t), e2(t) = Je1(t)

とおくとき，γ′′(t) = κ(t)e2(t) をみたす κ を γ の曲率関数と呼ぶ．

(12) 以下の図形 (i)，(ii)，(iii) は図形 (A) の被覆空間であるかを調べよ．

(A)

(i) (ii) (iii)

（2014 年 7 月 30 日） （以上）


