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宿題の回答 (2.3.2) 簡約化すると

(1)


1 0 2 a+ b

0 1 −1 −a

0 0 0 a+ 2b− 1

 =⇒ a+ 2b = 1 (2)


1 −1 1 2

0 2 1 3

0 0 a− 2 1

 =⇒ a ̸= 2

解の自由度

連立１次方程式が解を持つとき, 簡約な行列の形を見ると, 主成分を含まない列に当たる変数につ
いて, どんな値を決めても解が存在する. そういう変数の数を解の自由度と呼ぶ. 階数の定義から, 係
数行列Aがm× n行列とすると, 解の自由度は

n− rank(A)

逆に, 解の自由度が 0ならば, 解は一つしか存在しない.

定理 4 n変数の連立１次方程式Ax⃗ = b⃗に解が唯一存在する必要十分条件は

rank(A) = rank([A | b⃗ ]) = n

同次形の連立１次方程式

定数ベクトル b⃗ = o⃗のとき，連立 1次方程式

Ax⃗ = o⃗

を同次形の連立 1次方程式という．この場合，自明な解 x⃗ = o⃗ が存在する．

定理 5 Aをm× n行列とする．

(i) 同次形の連立 1次方程式Ax⃗ = 0⃗の解が自明な解に限る必要十分条件は

rank(A) = n

(ii) m < nならば，Ax⃗ = o⃗が自明でない解を持つ．

解き方 b⃗ = o⃗なので，拡大係数行列と係数行列が同じ解を持つ．同次形の連立 1次方程式を解くと
きに係数行列を簡約化すれば十分である．

例 次の連立 1次方程式を解け．

[
1 −2 0 3

1 −1 1 2

] 
x1

x2

x3

x4

 =

[
0

0

]

1



正則行列

逆行列 Aは n次正方行列とする. n次正方行列BがAの逆行列であるとは

AB = BA = En

を満たすときにいう.

Aが逆行列をもつとき, Aの逆行列がただ１つに決まる. BとCが共にAの逆行列ならば

B = BE = B(AC) = (BA)C = EC = C

正方行列Aが逆行列をもつとき, Aは正則行列だという. Aが正則行列のとき, Aの逆行列をA−1

と書く.

定理 6 A,Bは n次正方行列でAB = Eならば, BはAの逆行列である.

定理 7 Aが n次正方行列のとき, 次の (1)～(5)は同値である.

(1) rank(A) = n

(2) Aの簡約化はEnである

(3) Ax⃗ = b⃗は任意の n次ベクトル b⃗に対し, ただ１つの解を持つ

(4) Ax⃗ = o⃗ の解は自明な解 x⃗ = o⃗に限る.

(5) Aは正則行列である

証明 (1)～(4)の同値性は簡約化から分かる.

(3) ⇒ (5) {e⃗1, . . . , e⃗n}を単位行列の各列ベクトルとする. c⃗iをAx⃗ = e⃗iの解とする.

C = [ c⃗1 | . . . | c⃗n ] とおくと, AC = [Ac⃗1 | . . . | Ac⃗n] = [ e⃗1 | . . . | e⃗n ] = En.

(5) ⇒ (4) Ax⃗ = o⃗と仮定すると, x⃗ = Ex⃗ = (A−1A)x⃗ = A−1(Ax⃗) = A−1o⃗ = o⃗.

逆行列の計算 上記の (3) ⇒ (5)のように, n個の連立方程式 Ax⃗ = e⃗i (i = 1, . . . , n)を立て, A−1を
それぞれの解 c⃗iを集めた行列として得ることができる,

A−1 = [ c⃗1 | . . . | c⃗n ].

このとき, 各 c⃗iは [A | e⃗i]を [E | c⃗i]に簡約化することで得られる (左が E なので, この拡大係数
行列は x⃗ = c⃗i を意味する). しかし, rank(A) = nのとき, いくら右に列を増やしても, 最初の n列
がEnになったときに簡約化が終わり, 残りの列は追加した列の関数でしかない. それを考えると, 解
きたい列ベクトルをまとめて係数行列に加えても, 結果が同じである. [A | e⃗1 | . . . | en]の簡約化が
[E | c⃗1 | . . . | c⃗n]になる. まとめると, 簡約化で

[A | E] → [E | A−1]

また [A | E]を簡約化しても左の部分がEにならなければ, rank(A) ̸= nなので, Aは正則ではない.

例題 次の行列の逆行列を求めよ.

A =


1 2 1

2 3 1

1 2 2



2


