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1次独立の最大個数 ベクトルの集合Xの中に r個の 1次独立なベクトルが存在し，r+ 1個の
1次独立なベクトルが存在しないとき，rを 1次独立の最大個数という．

定理 4.3.1 (v⃗1, . . . , v⃗n) が (u⃗1, . . . , u⃗m) の 1次結合として書けるとき，{v⃗1, . . . , v⃗n}の 1次独立
の最大個数が {u⃗1, . . . , u⃗m}の 1次独立の最大個数以下である．

定理 4.3.2 「{u⃗1, . . . , u⃗m}の 1次独立な最大個数は rである」と，「{u⃗1, . . . , u⃗m}の中に r個の 1

次独立なベクトルがあり，残りのm − rのベクトルがこの r個の 1次結合として書ける」は同
値である．

例題 次のベクトルの 1次独立な最大個数とその具体なベクトルを与え，残りのベクトルをそ
の 1次結合として表現せよ．
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ヒント： A = [⃗a1 . . . a⃗5] を B = [⃗b1 . . . b5] に簡約すすると，Ax⃗ = o⃗ ⇔ Bx⃗ = o⃗がなりたち，
a⃗1, . . . , a⃗n と b⃗1, . . . , b⃗n が同じ 1次関係を持つので，1次関係を持たない最大個数を見付け，そ
れを元に他のベクトルの 1次結合を見付ければいい．

簡約された行列において，主要成分を含む列が 1次関係を持たない．逆に，主要成分を含ま
ない列は主要成分を含む列の 1次結合として書ける．上の定理を使うと，1次独立な最大個数は
主要成分を含む列の数，すなわち rank(A)であることが分かる．

定理 4.3.3 Aの列ベクトルの 1次独立な最大個数とAの行ベクトルの 1次独立な最大個数はと
もに rank(A)である．

定理 4.3.4 Aを n次正方行列とする．以下の 3つの条件が同値である．

(1) Aは正則行列

(2) Aの列ベクトルが 1次独立である

(3) Aの行ベクトルは 1次独立である
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定理 4.3.5 行列の簡約化は唯一通り決まる．

証明 BをAの簡約化とする．簡約化手続の性質として，Ax⃗ = o⃗ ⇔ Bx⃗ = o⃗ かつ B は簡約で
ある．Bの最初の k列が一意に決まることを kに関する帰納法で証明する．

• k = 1の場合．a⃗1 = o⃗のとき，a⃗1 = 0a⃗2 + . . .+ 0a⃗3 から b⃗1 = o⃗．そうでないとき，簡約の
定義より b⃗1 = e⃗1 (最初の成分だけが 1)．

• k+1の場合．Bの最初の k列が一意に決まると仮定する．I ⊂ {1, . . . , k}が列 kまでの主
成分を含む列の位置を指す．#(I)は Iの元の数を表す．
a⃗k+1 が {a⃗i | i ∈ I} の 1次結合

∑
i∈I cia⃗iとして書けるとき，定理 4.2.5より，その 1次結

合の係数は唯一である．そのとき b⃗k =
∑

i∈I ci⃗biはその係数のベクトルである ({⃗bi | i ∈ I}
は e⃗1から e⃗#(I)までの基本ベクトルなので，i ∈ I の小さい順に ciを並べ，残りを 0で埋
める)．
1次結合として書けないとき，⃗bk = e⃗#(I)+1，すなわちまだ主成分を含まない最初の行のみ
が 1でなければならない．

k = nのとき，定理が得られる．

定理 4.3.6 u⃗1, . . . , u⃗mが 1次独立で，

(v⃗1, . . . , v⃗n) = (u⃗1, . . . , u⃗m)A

とする．

(1) v⃗1, . . . , v⃗n は Aの列ベクトル a⃗1, . . . , a⃗nと同じ 1次関係をもつ．

(2) m = nのとき，「v⃗1, . . . , v⃗nが 1次独立」と「Aが正則行列」は同値である．

例題 次のR[x]3のベクトルの 1次独立な最大個数とその具体なベクトルを与え，残りのベク
トルをその 1次結合として表現せよ．

f1(x) = 1 + x+ 3x2 f2(x) = 1 + 2x− x3

f3(x) = 1 + 3x− 3x2 − 2x3 f4(x) = −2− 4x+ x2 − x3

f5(x) = −1− 4x+ 7x2
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