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行列式 n次正方行列 A = [aij] に対し

det(A) =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) . . . anσ(n)

とおき, Aの行列式と呼ぶ. Aの行列式は以下のように書くこともある.

|A|, |aij|,

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 . . . a1n

. . . . . . . . .

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
例 S2, S3 で 2次正方行列と 3次正方行列の行列式が計算できる.

∣∣∣∣∣ a b

c d

∣∣∣∣∣ = ad − bc

定理 1 Aが正方行列なら |tA| = |A|

証明 A = [aij]とする. 定義から |tA| =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 . . . aσ(n)n

σが置換なので, σ({1, . . . , n}) = {1, . . . , n} =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ−1(1) . . . anσ−1(n)

また, sgn(σ−1) = sgn(σ)から =
∑

σ∈Sn

sgn(σ−1)a1σ−1(1) . . . anσ−1(n)

σが Snを動くときに σ−1も Snを動くので =
∑

τ∈Sn

sgn(τ)a1τ(1) . . . anτ(n) = |A|

定理 2∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 0 . . . 0

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 . . . a2n

. . . . . . . . .

an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

0 . . . . . . . . .

0 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11

∣∣∣∣∣∣∣∣
a22 . . . a2n

. . . . . . . . .

an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣
証明 一つ目に関して, σ(1) 6= 1だと積が 0になるので, A = [aij] とすると,

|aij| =
∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) . . . anσ(n) = a11

∑
τ∈Sn−1

sgn(τ)a2(τ(1)+1) . . . an(τ(n−1)+1) = a11|aij|i,j≥2

二つ目に関して, 転置行列を考えると一つ目になる.

例題 以下の行列式を計算せよ ∣∣∣∣∣∣∣∣
3 1 2

0 2 3

0 3 4

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣ En

∣∣∣

1



系 1 三角行列の行列式の値は対角成分の積である．∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

0 a22 . . . a2n

...
. . . . . .

...

0 . . . 0 ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a11a22 . . . ann

定理 3 (1) 1つの行を c倍すると行列式が c倍になる.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . . . . . . . .

cai1 . . . cain

. . . . . . . . .

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . . . . . . . .

ai1 . . . ain

. . . . . . . . .

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(2) 一行だけが異なる二つの行列式の足し算はその行だけを足した行列式と等しい.∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . . . . . . . .

bi1 . . . bin

. . . . . . . . .

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . . . . . . . .

ci1 . . . cin

. . . . . . . . .

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1n

. . . . . . . . .

bi1 + ci1 . . . bin + cin

. . . . . . . . .

an1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
定理 4 (1) 2つの行を入れ替えると行列式の値が−1倍になる.

(2) i番目の行を1番に持って来る (間の行が一つずつ下る)と，行列式の値が (−1)i−1倍になる．

(3) 2つの行が等しい行列の行列式は 0である.

定理 5 ある行に別の行を足しても行列式の値が変わらない.

上記の定理 2～4より, 行列式を簡約化で計算できる.

定理 6 n次正方行列Aの階数が nでない場合, |A| = 0.

例題 以下の行列式を計算せよ∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 1

4 6 2

1 6 7

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1

0 2 2

3 −1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣

1 3 4

−2 −5 7

−3 2 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
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