
ダブルシャッフル群のBETTI類似
(B. ENRIQUEZ氏との共同研究)

古庄　英和

近年 Enriquez氏とダブルシャッフル関係式の Betti版について共同
研究 [EF1, EF2, EF3]を行っている。この報告では主に Part II, III
([EF2, EF3])について報告する。Part I ([EF1])については [E]で解説
されている。

1. ダブルシャッフル群の復習
この節ではRacinet [R]によるダブルシャッフル群の定義を復習する。

まず以下の記号を準備する。
Kを標数 0の体とする。VDRを二変数 e0, e1の非可換多項式K-代数

K〈e0, e1〉とする。∆DR
�

(ei) = ei ⊗ 1 + 1 ⊗ ei (i = 0, 1)で定まる余積
∆DR
�

: VDR → V⊗2
DRによりVDRにはホップ代数の構造が入る。この∆�DR

をシャッフル余積と呼ぶことにする。
MDRをK-線型商空間 VDR/VDRe0とする。線型空間MDRは無限生

成非可換多項式K-代数K〈y1, y2, y3 . . . , 〉と対応 ek−1
0 e1 7→ −yk　 (k =

1, 2, 3, . . . )により線形同型となる。y0 = 1とおくと対応 yk 7→
∑k

i=0 yi⊗
yk−i (k = 0, 1, 2, . . . )で定まる余積∆DR

∗ : MDR → M⊗2
DRによりMDR

にはホップ代数の構造が入る。この∆DR
∗ を調和余積と呼ぶことにする。

定義により全射な線型写像 πDR : VDR ↠ MDRが存在するがこれは
ホップ代数の準同型ではないことに注意しておく。

V̂DRをVDRの次数による完備化、V̂×
DRを可逆元のなす群とする。g ∈

V̂DRに対して, 各語W の係数を (g|W ) ∈ Kと記すことにする。ダブル
シャッフル群DS0は以下で定義される。
Definition 1 ([R]). DS0は以下の 4条件を満たすϕ ∈ V̂×

DRの集合とし
て定義される:

∆̂DR
�

(ϕ) = ϕ⊗̂ϕ,

∆̂DR
∗ (ϕ∗) = ϕ∗⊗̂ϕ∗,

(ϕ|e0) = (ϕ|e1) = 0,

(ϕ|e0e1) = 0.
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ここで
ϕ∗ := πDR(Γφ(−e1)

−1 · ϕ) ∈ M̂DR,

Γφ(e1) := exp

{
∞∑
n=1

(−1)n+1(ϕ|en−1
0 e1)e

n
1

}
∈ V̂×

DR

としている。DS1を 4番目の条件式を (ϕ|e0e1) = 1
24
で置き換えた集合

とする。1

上の定義における 1番目と 2番目の式は多重ゼータ値のシャッフル積
と調和積に対応している。これよりKZ方程式の正規化ホロノミーと
して定義されるKZアソシエーター ϕKZ(e0, e1)がDS1に属すことが従
う (cf. [Z])。

ϕ1, ϕ2 ∈ V̂×
DRに対して
ϕ1 ⊛ ϕ2 := ϕ1(e0, e1) · ϕ2(e0, ϕ

−1
1 e1ϕ1) ∈ V̂×

DR

と定める。
Theorem 2 ([R]). • 上の ⊛ により DS0 は群をなす。そして群

DS0は集合DS1に左作用する。
• さらにDS1は左DS0-torsorをなす。

2. ダブルシャッフル群のBetti版
前節での定義を基にしたダブルシャッフル群のBetti類似の構成を紹

介する。
VB を 2変数 X0, X1 で生成された自由群 F2 の群環 K[F2]とする。

∆B
�
(Xi) = Xi ⊗Xi (i = 0, 1)で定まる余積∆B

�
: VB → V⊗2

B により VB

にはホップ代数の構造が入る。この∆�B がシャッフル余積∆�DRのBetti
版である。
Theorem-Definition 3 ([EF1]). MBをK-線型商空間VB/VB(X0−1)

とする。対応X±1
1 7→ X±1

1 ⊗X±1
1 , Y ±

k 7→
∑k

i=0 Yi⊗Yk−i (k = 0, 1, 2, . . . )
で定まる余積∆B

∗ : MB → M⊗2
B によりMBにはホップ代数の構造が

入る。この ∆B
∗ が調和余積 ∆DR

∗ の Betti類似である。ここで Y0 = 1,
Y ±
n = (X±1

0 − 1)n−1X±1
0 (1−X±1

1 )としている。
定義により全射な線型写像 πB : VB ↠ MBが存在するがこれもホッ

プ代数の準同型ではない。
V̂Bを VBの次数による完備化、V̂×

B を可逆元のなす群とする。
1論文 [R]ではDSではなくDMRの記号が使われている。これは double mélange

regulariséを表している。
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Definition 4 ([EF3]). DSB
0 は以下の 4条件を満たす g ∈ V̂×

B の集合と
して定義される:

∆̂B
�
(g) = g⊗̂g,

∆̂B
∗ (g∗) = g∗⊗̂g∗,

(g|A) = (g|B) = 0,

(g|AB) = 0.

ここでX0 7→ expA, X1 7→ expB により V̂B ' K〈〈A,B〉〉 と同一視を
しており、

g∗ := πB(Γg(−B)−1 · g) ∈ M̂B,

Γg(B) := exp

{
∞∑
n=1

(−1)n+1(g|An−1B)Bn

}
∈ V̂×

B

としている。
このDSB

0 がダブルシャッフル群のBetti版であり、以下が成り立って
いる。
Theorem 5 ([EF3]). • g1, g2 ∈ V̂×

B に対して
g1 ⊛B g2 := g1(X0, X1) · g2(X0, g

−1
1 X1g1) ∈ V̂×

B

と定めると、この演算によりDSB
0 は群をなす。

• ϕ ∈ V̂×
DR, g ∈ V̂×

B に対して
ϕ⊛ g := ϕ(e0, e1)⊛ g(exp e0, exp e1) ∈ V̂×

DR

と定めると、この演算によりDS1は右DSB
0 -torosorをなす。さ

らに、これよりDS1には (DS0,DS
B
0 )-bitorsorの構造が入る。

自然にDS0には次数付けが与えられ、DS1とDSB
0 には重みフィルト

レーションW が入る。これらは bitorsorの構造と両立しており標準的
な同一視

DS0 ' grWDS1 ' grWDSB
0

が存する。
3. 他の bitorsorsとの関係

Drinfeldは [Dr]において (GRT1,GT1)-bitorsor M1を導入している。
GT1はGrothendieck-Teichmüller群、GRT1は次数付きGrothendieck-
Teichmüller群、M1 はアソシエーターの集合である (正確な定義等は
[F1, FKN]も参照されたい)。
Theorem 6 ([EF2, EF3]). (GRT1,GT1)-bitorsor M1から (DS0,DS

B
0 )-

bitorsor DS1への bitorsorの埋め込みが存在する。



4 古庄　英和

アソシエーターの関係式よりダブルシャッフル関係式が従うことは
既に [F2]で bar複体の議論を用いて示されているが、[EF1, EF2, EF3]
での証明は調和余積の幾何学的解釈 [EF1]を与えることにより示され
ている。この議論は [DT]の未完の議論を補っている証明ともいえる。
一方で、不分岐混合TateモティーフがなすQ-線形淡中圏M = MT (Z)Q

において Betti実現と de Rham実現より定まるファイバー関手 realB
と realDR を考えることにより定まる (GalMDR(Z)1,GalMB (Z)1)-bitorsor
GalMDR,B(Z)1が [DG]で考察されている (cf. [A])。ここでGalMω (Z)1 (ω =

B,DR)はモチヴィックガロア群Aut⊗M(realω)の unipotent partである。
この bitorsor GalMDR,B(Z)1から bitorsor M1へは自然に準同型があるが、
これが単射であることがBrown [B]の結果より従う。
これより以下の bitorsorの埋め込みが在ることになる:� �

de Rham side

de Rham-Betti side

Betti side

GalMDR(Z)1 ↪→

GalMDR,B(Z)1 ↪→

GalMB (Z)1 ↪→

GRT(K)1 ↪→

M(K)1 ↪→

GT(K)1 ↪→

DS0

DS1

DSB
0� �

上の6つの埋め込み ↪→は全て同型であることが予想されている (cf. [F3])。
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