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この報告は,著者による二つの講演 ‘p進多重L関数の構成とその値について (I), (II)’

の内容を一つにまとめたものである. 証明などの詳細に関しては, 小森靖氏, 松本耕二

氏との共著論文 [3], [5] を参照してほしい.

1. Notation

以下, pを素数として, | · | = | · |p を p進絶対値, Zpを p進整数環, Qpを p進数体,

Cpを Qp の代数閉包の p進完備化, P1(Cp) := Cp∪{∞}, |∞|p = ∞とする. x ∈ P1(Cp)

に対し, ]x̄[ を xを中心とする単位開円盤とする (ただし x̄ は x の剰余類). さらに µm

を 1 の m乗根全体からなる乗法群とする. また Z×
p を p進単数群 (⊂ Zp) として

W :=

{
{±1} (p = 2)

1の (p− 1)乗根全体 (p ≥ 3)

q :=

{
4 (p = 2)

p (p ≥ 3)

とおくと, W は (Zp/qZp)
× ≃ (Z/qZ)× の完全代表系であり

Z×
p = W × (1 + qZp) ; x = ω(x) · ⟨x⟩,

ここで ωはTeichmüller 指標, すなわち

ω : (Z/qZ)× → W (⊂ Z×
p ); ω(m) ≡ m (mod qZp)

によって, 導手が q の原始的 Dirichlet 指標と見られる.

2. Kubota-Leopoldt p-adic L関数

以下, Koblitz [4]に従って, Kubota-Leopoldt p-adic L関数の構成を復習する. Dirich-

let 指標 χ について, Dirichlet L関数を

L(s, χ) =
∞∑

m=1

χ(m)

ms

1
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とおくと

L(1− n, χ) = −Bn,χ

n
(n ∈ N),

ただし {Bn,χ} は一般Bernoulli数であり
f∑

a=1

χ(a)teat

eft − 1
=

∞∑
n=0

Bn,χ
tn

n!

で定義される.

ここで Zp 上の p進測度を定義する.

Ω :=
{
j + pkZp | k ∈ N; 0 ≤ j < pk

}
とおくと, これは Zp のコンパクト開集合族 (Open basis) となる. このとき α ∈
P1(Cp)∖]1̄[ について, Koblitz の p進測度mα : Ω → Zp を

mα

(
j + pNZp

)
=

αj

1− αpN
(0 ≤ j < pN)

によって定義する. このとき, 連続関数 f : Zp → P1(Cp) について p進積分∫
Zp

f(x)dmα(x) := lim
N→∞

pN−1∑
a=0

f(a)mα

(
a+ pNZp

)
が定義される.

ここで c ∈ N≥2 (ただし (c, p) = 1) をとって

m̃c

(
j + pNZp

)
=

∑
ξ∈Cp\{1}

ξc=1

mξ

(
j + pNZp

)
=

∑
ξ∈Cp\{1}

ξc=1

ξj

1− ξpN

とおく. これは本質的に Mazur の p進測度である. このときBernoulli数の p進補間と

して ∫
Zp

xmdm̃c(x) =
(
1− cm+1

) Bm+1

m+ 1
(m ≥ 1),

一般に ∫
Zp

xmωk(x)dm̃c(x) =
(
1− cm+1ωk(c)

) Bm+1,ωk

m+ 1
(m ≥ 1)

が得られる.

Definition 2.1 (Kubota-Leopoldt p進 L関数). s ∈ Cp

(
|s| < qp−1/(p−1)

)
について

Lp(s;ω
k) =

1

⟨c⟩1−sωk(c)− 1

∫
Z×
p

⟨x⟩−sωk−1(x)dm̃c(x)

=
1

⟨c⟩1−sωk(c)− 1
lim

N→∞

pN−1∑
a=1
p∤a

⟨a⟩−sωk−1(a)m̃c(a+ pNZp).
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このとき

Lp(1−m;ωk) =
(
1− ωk−m(p)pm−1

)
L
(
1−m,ωm−k

)
= −

(
1− ωk−m(p)pm−1

) Bm,ωm−k

m
(m ≥ 1)

が成り立つ.

3. 二重 L関数

ここで (複素)二重 L関数を考察する.

Definition 3.1 (二重 L関数). Dirichlet指標 χ1, χ2, τ ∈ C (ℜτ > 0) について

L2(s1, s2;χ1, χ2; τ) =
∞∑

m=1

∞∑
n=1

χ1(m)χ2(n)

ms1(m+ nτ)s2

によって, 二重 L関数を定義する. この級数は ℜs2 > 1, ℜs1 + ℜs2 > 2 において絶対

収束する.

Remark 3.2. まず τ = 1, (s1, s2) ∈ N2 の場合について, 荒川-金子 [1]によって考察され

た. さらに松本-谷川 [6]によって, (s1, s2) ∈ C2 として有理型に解析接続されることが

示された. 実際, [1, 6]では, 一般の多重 L関数について考察されている.

近年, 小森-松本-津村 [5]によって, 次のような関数等式が示された.

Theorem 3.3 (関数等式). 導手 f(> 1) の原始的 Dirichlet 指標 χ1, χ2 に対し(
2πi

fτ

) 1−s1−s2
2 Γ(s2)

τ(χ1)
L2(s1, s2;χ1, χ2; τ)

=

(
2πi

fτ

) s1+s2−1
2 Γ(1− s1)

τ(χ2)
L2(1− s2, 1− s1;χ2, χ1; τ)

がそれぞれ次の超平面上で成り立つ：

s1 + s2 = 2k + 1 (k ∈ Z) (if χ1(−1)χ2(−1) = 1);

s1 + s2 = 2k (k ∈ Z) (if χ1(−1)χ2(−1) = −1).

Corollary 3.4. 導手 f(> 1) の原始指標 χ1, χ2, m,n ∈ N に対し, 2k ≥ m, 2k− 1 ≥ n

となる k ∈ N について

L2(m− 2k, 1−m;χ1, χ2; τ) = 0 (if χ1(−1)χ2(−1) = 1),

L2(n+ 1− 2k, 1− n;χ1, χ2; τ) = 0 (if χ1(−1)χ2(−1) = −1).

これらは L2 の trivial-zerosと見られる.
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Remark 3.5. 単位指標を χ0 とかくとき, 原始指標 χ1 ̸= χ0, χ2 = χ0 をとる. m ∈ N,
n ∈ N0 についてm+n が奇数 (resp. 偶数) (if χ1(−1) = 1 (resp. = −1)) を満たすとき

L2(−m,−n;χ1, χ0; τ) =
(−1)m+n+1

2f

Bm+n+1,χ1

m+ n+ 1

が成り立つ. この値は τ の取り方によらない.

4. p進多重 L関数の定義

前節の考察をもとにして, その p進類似および多重化を構成する.

r ∈ N≥2 として, η2, η3, . . . , ηr ∈ Zp に対し,(
Zr

p

)′
η2,...,ηr

:=

{
(xj) ∈ Zr

p

∣∣∣∣ p ∤ x1, p ∤ (x1 + x2η2), . . .

. . . , p ∤ (x1 + x2η2 + · · ·+ xrηr)

}
とおく.

Definition 4.1 (p進多重 L関数). s1, . . . , sr ∈ Cp (|sj| < qp−1/(p−1) (1 ≤ j ≤ r)),

k1, . . . , kr ∈ Z に対し,

Lp,r(s1, . . . , sr;ω
k1 , . . . , ωkr ; η2, . . . , ηr; c)

:=

∫
(Zr

p)
′
η2,...,ηr

⟨x1⟩−s1⟨x1 + x2η2⟩−s2 · · · ⟨x1 +
r∑

j=2

xjηj⟩−sr

× ωk1(x1) · · ·ωkr(x1 +
r∑

j=2

xjηj)dm̃c(x1) · · · dm̃c(xr).

(4.1)

Remark 4.2. Lp,r(s1, . . . , sr;ω
k1 , . . . , ωkr ; η2, . . . , ηr; c) は,{

(s1, . . . , sr) ∈ Cr
p

∣∣ |s1|, . . . , |sr| < qp−1/(p−1)
}

において連続, かつ各変数に関して p進解析的である.

5. p進二重 L関数の性質

以下, p進二重 L関数を考察する. η ∈ Zp に対し(
Z2

p

)′
η
:=

{
(x, y) ∈ Z2

p

∣∣∣∣ p ∤ x, p ∤ (x+ yη)

}
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とおき, (c, p) = 1 となる c ∈ N≥2 を固定すると, p進二重 L関数が,

Lp,2(s1, s2;ω
k, ωl; η; c)

:=

∫
(Z2

p)
′
η

⟨x⟩−s1⟨x+ yη⟩−s2ωk(x)ωl(x+ yη)dm̃c(x)dm̃c(y)

= lim
N→∞

pN−1∑
a=1
p∤a

pN−1∑
b=0

p∤(a+bη)

⟨a⟩−s1⟨a+ bη⟩−s2ωk(a)ωl(a+ bη)m̃c(a+ pNZp) m̃c(b+ pNZp)

によって定義される. そこで z ∈ Cp∖]1̄[ について

H(t; z) :=
1

1− zet
=

∫
Zp

etxdmz(x) (5.1)

とおき, ξ1, ξ2 ∈ Cp∖]1̄[ に対し

H2(t1, t2; ξ1, ξ2; γ) : = H(t1 + t2; ξ1)H(γt2; ξ2)

=
∞∑

n1=0

∞∑
n2=0

β(n1, n2; ξ1, ξ2; γ)
tn1
1

n1!

tn2
2

n2!

とおくと (5.1) から

H2(t1, t2; ξ1, ξ2; γ) =

∫
Z2
p

ext1+(x+yγ)t2dmξ1(x)dmξ2(y).

よって∫
Z2
p

xn1(x+ yγ)n2dmξ1(x)dmξ2(y) = β(n1, n2; ξ1, ξ2; γ) (n1, n2 ∈ N0). (5.2)

これより p進二重 L関数の負の整数点での値が計算できる. γ ∈ Zp に対し,

Lp,2(−m,−n;ωm, ωn; γ; c) =

∫
(Z2

p)
′
η

xm(x+ yγ)ndmc(x)dmc(y)

=
∑
ξc1=1

ξ1 ̸=1

∑
ξc2=1

ξ2 ̸=1

β(m,n; ξ1, ξ2; γ)−
1

p

∑
ρp1=1

∑
ξc1=1

ξ1 ̸=1

∑
ξc2=1

ξ2 ̸=1

β(m,n; ξ1ρ1, ξ2; γ)

− 1

p

∑
ρp2=1

∑
ξc1=1

ξ1 ̸=1

∑
ξc2=1

ξ2 ̸=1

β(m,n; ξ1ρ2, ξ2ρ
γ
2 ; γ)

+
1

p2

∑
ρp1=1

∑
ρp2=1

∑
ξc1=1

ξ1 ̸=1

∑
ξc2=1

ξ2 ̸=1

β(m,n; ξ1ρ1ρ2, ξ2ρ
γ
2 ; γ).

ここで γ ∈ Q ∩ Zp ならば

ζ2(s1, s2; ξ1, ξ2; γ) =
∞∑

m,n=1

ξm1 ξn2
ms1(m+ nγ)s2

(5.3)
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とおくと, (s1, s2) ∈ C2 へ有理型に解析接続されて

ζ2(−m,−n; ξ1, ξ2; γ) = (−1)m+nβ(m,n; ξ−1
1 , ξ−1

2 ; γ) (m,n ∈ N0).

以上から次を得る.

Theorem 5.1. m,n ∈ N0, γ ∈ Q ∩ Zp について

Lp,2(−m,−n;ωm, ωn; γ; c)

= (−1)m+n

{∑
ξc1=1

ξ1 ̸=1

∑
ξc2=1

ξ2 ̸=1

ζ2(−m,−n; ξ1, ξ2; γ)−
1

p

∑
ρp1=1

∑
ξc1=1

ξ1 ̸=1

∑
ξc2=1

ξ2 ̸=1

ζ2(−m,−n; ξ1ρ1, ξ2; γ)

− 1

p

∑
ρp2=1

∑
ξc1=1

ξ1 ̸=1

∑
ξc2=1

ξ2 ̸=1

ζ2(−m,−n; ξρ2, ξ2ρ
γ
2 ; γ)

+
1

p2

∑
ρp1=1

∑
ρp2=1

∑
ξc1=1

ξ1 ̸=1

∑
ξc2=1

ξ2 ̸=1

ζ2(−m,−n; ξ1ρ1ρ2, ξ2ρ
γ
2 ; γ)

}
.

とくに γ ∈ qZpの条件下では, 次のようなBernoulli数による表示を得る.

Corollary 5.2. m,n ∈ N, η ∈ qZp について,

Lp,2(−m,−n;ωm, ωn; η; c)

=



n−1∑
ν=0

(
n

ν

)(
1− cm+ν+1

) (
1− cn−ν+1

) (
1− pm+ν

) Bm+ν+1Bn−ν+1

(m+ ν + 1)(n− ν + 1)
ηn−ν

(m+ n : even)
c− 1

2

(
1− cm+n+1

) (
1− pm+n

) Bm+n+1,χ0

m+ n+ 1
(m+ n : odd) · · · (⋆)

ここで (⋆) の p進補間として, 次のような関数関係式が成り立つ.

Theorem 5.3. k, l ∈ N (k + l: odd), η ∈ qZp について

Lp,2(s1, s2;ω
k, ωl; η; c)

=
c− 1

2

(
⟨c⟩1−s1−s2ωk+l+1(c)− 1

)
Lp(s1 + s2;ω

k+l+1).
(5.4)

Remark 5.4. Corollary 5.2 と Theorem 5.3 について, c = 2 の場合は既に [5] で示した

が, p = 2 の場合も扱えるように一般化した.

ここで k + l が偶数の場合, Lp(s;ω
k+l+1) は 0関数である. 他方, k + l が偶数であっ

ても, (5.4) の左辺は, 以下で見るように 0関数ではない. 実際 Corollary 5.2 より, 例

えば

Lp,2(−1,−1;ω, ω; η; c) =
(1− c2)2(1− p)

4
B2

2η
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を得るので, この値は (η ̸= 0 ならば) 0 ではない. このことから, Lp,2 が Lp の持つ以

上の情報を持っていると考えられる.

二重の場合と同様に, Theorem 5.1 の多重化として, p進多重 L関数の負の整数点で

の値を, 複素変数の多重ポリログの一般化である

ζr((sj); (ξj); (γj)) :=
∞∑

m1=1

· · ·
∞∑

mr=1

∏r
j=1 ξ

mj

j∏r
k=1(

∑
j≤k γjmj)sk

(5.5)

の負の整数値を使って記述できる. その p進補間として, Theorem 5.3の多重化に対応

する関数関係式が得られる. これらの詳細に関しては, 古庄-小森-松本-津村 [3] を参照.

6. 正の整数点での値

この節では, 古庄 [2] と同様の手法を用いて, Lp,2(s1, s2;ω
m, ωn; 1; c) の正の整数点で

の値を考察する. 以下, (c, p) = 1 となる c ∈ N≥2 を固定する.

Definition 6.1 (p進二重ポリログ). a, b ∈ N, ξ ∈ µcp について

Lia,b(ξ, z) :=
∞∑

m,n=1

ξmzm+n

ma(m+ n)b
(z ∈ Cp; |z|p < 1) (6.1)

と定義する. さらに ξ ∈ µc について

ℓa,b(ξ, z) :=
∞∑

m,n=1
p∤m

p∤(m+n)

ξmzm+n

ma(m+ n)b
(z ∈ Cp; |z|p < 1) (6.2)

と定義する.

このとき, 次のような積分表示を得る.

Theorem 6.2.

ℓa,b(ξ, z) =

∫
(Z2

p)
′
1

⟨x⟩−a⟨x+ y⟩−bω−a(x)ω−b(x+ y)dmξz(x)dmz(y).

この p進二重ポリログの積分表示から以下の corollariesが得られる.

Corollary 6.3. ℓa,b(ξ, z) はアニュラス P1(Cp)∖]1̄, ξ
−1
[ に rigid解析的に解析延長で

きる.

Corollary 6.4. a, b ∈ N について

Lp,2(a, b;ω
−a, ω−b; 1; c) =

∑
ξ1,ξ2∈µc

ξ1ξ2 ̸=1, ξ2 ̸=1

ℓa,b(ξ1, ξ2).
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Corollary 6.5. ℓa,b(ξ, z) は over-convergent function, したがって Coleman function

である.

ここで, 次のような関係式が得られる

Proposition 6.6. ξ1 ∈ µc について

ℓa,b(ξ1, z) =
1

p2

∑
0<j1,j2<p

∑
ρ1,ρ2∈µp

ρ−j1
1 ρ−j2

2 Lia,b(ρ1ξ1, ρ2z).

この関係式は |z|p < 1 で成り立つので, 一致の定理によって z ∈ P1(Cp)∖]1̄, ξ
−1

1 , ∞̄[

において成り立つ. 以上のことから, 次の定理を得る.

Theorem 6.7. a, b ∈ N について

Lp,2(a, b;ω
−a, ω−b; 1; c) =

1

p2

∑
0<j1,j2<p

∑
ρ1,ρ2∈µp

∑
ξ1,ξ2∈µc

ξ1ξ2 ̸=1, ξ2 ̸=1

ρ−j1
1 ρ−j2

2 Lia,b(ρ1ξ1, ρ2ξ2). (6.3)

Remark 6.8. ここで (5.3) において γ = 1 の場合, ζ2(s1, s2; ξ1, ξ2; 1) は複素変数の二重

ポリログとみられる. このとき Theorem 5.1から, Lp,2(s1, s2;ω
k, ωl; 1; c) は複素変数の

二重ポリログの有限和の負の整数点での p進補間と見られるが, (6.3)において, その正

の整数点での値が p進二重ポリログの有限和でかけている点は非常に興味深い.
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